
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr

Matematika II – přednáška 9

Co bude dneska?

Dělenı́ obdélnı́ku a jeho norma.

Riemanovy součty a jejich limita.

Dvojný integrál na obdélnı́ku a na obecné množině.

Měřitelná množina a Jordanova mı́ra množiny.

Základnı́ vlastnosti dvojného integrálu. (Fubiniho věta)

Devátá přednáška 1 / 13

Jan Valášek

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
Slidy nenahrazuj ı́ skripta ani zápisky ani účast na p řednášce a jsou pouze pro osobní
potřeby.

http://marian.fsik.cvut.cz/


ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa

Dělenı́ obdélnı́ku a norma dělenı́

Na tabuli.
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa

Dělenı́ obdélnı́ku a norma dělenı́

Na tabuli.

Motivace pro dvojný integrál.
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Riemanovy součty a jejich limita

Necht’ je f(x, y) funkce omezená na obdélnı́ku O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 v E2.

Necht’ D je dělenı́ O na dı́lčı́ obdélnı́ky O1, . . . , On, jejichž strany majı́ délky ∆x1, ∆y1,
. . . , ∆xn, ∆yn.
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa

Riemanovy součty a jejich limita

Necht’ je f(x, y) funkce omezená na obdélnı́ku O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 v E2.

Necht’ D je dělenı́ O na dı́lčı́ obdélnı́ky O1, . . . , On, jejichž strany majı́ délky ∆x1, ∆y1,
. . . , ∆xn, ∆yn.

Nynı́ vyberme v každém z obdélnı́ků jeden bod a označme V systém vybraných bodů
Zi ∈ Oi (i = 1, 2, . . . , n).

Pak Riemannovým součtem funkce f na obdélnı́ku O, odpovı́dajı́cı́m dělenı́ D a systému
bodů V , nazýváme

s(f,D,V) =
n∑

i=1

f(Zi) ·∆xi ∆yi .
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Řı́káme, že čı́slo S je limitou Riemannových součtů s(f, P, V ) pro ‖D‖ → 0+, jestliže
ke každému danému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé dělenı́ D obdélnı́ku O a
pro každý zvolený systém V platı́:

‖D‖ < δ =⇒ |s(f,D,V)− S| < ε.

Pı́šeme:

lim
‖D‖→0+

s(f,D,V) = S.
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Řı́káme, že čı́slo S je limitou Riemannových součtů s(f, P, V ) pro ‖D‖ → 0+, jestliže
ke každému danému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé dělenı́ D obdélnı́ku O a
pro každý zvolený systém V platı́:

‖D‖ < δ =⇒ |s(f,D,V)− S| < ε.

Pı́šeme:

lim
‖D‖→0+

s(f,D,V) = S.

Dvojný integrál na obdélnı́ku

Jestliže tato limita existuje, pak čı́slo S nazýváme dvojným integrálem funkce f na obdélnı́ku
O. Integrál obvykle značı́me∫∫

O

f(x, y) dx dy nebo

∫∫
O

f dx dy.

Jestliže limita existuje, řı́káme, že “dvojný integrál
∫∫

O f dx dy existuje” nebo že “funkce
f je integrovatelná na obdélnı́ku O”.
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Dvojný integrál na obecné množině

Na tabuli.
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Měřitelná množina v E2 a jejı́ Jordanova mı́ra

Omezená množina nenı́ dostatečné omezenı́. (Př.) Abychom se tedy omezili jen na ”ro-
zumné”množiny zavádı́me:

Definice (měřitelná množina). Předpokládejme, že M je omezená množina v E2.
Řı́káme, že tato množina je měřitelná (v Jordanově smyslu), jestliže dvojný integrál
konstantnı́ funkce f(x, y) = 1 na M existuje. V tomto přı́padě nazýváme čı́slo

µ2(M) =

∫∫
M

dx dy

dvourozměrnou Jordanovou mı́rou množiny M .
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Geometrická interpretace dvourozměrné mı́ry je obsah množiny M .

Množiny, které majı́ mı́ru 0.

Věta. a) Sjednocenı́ konečně mnoha množin mı́ry nula je množina mı́ry nula.
b) Je-li N množina mı́ry nula a M ⊂ N , pak M je také množina mı́ry nula.
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa

Geometrická interpretace dvourozměrné mı́ry je obsah množiny M .

Množiny, které majı́ mı́ru 0.

Věta. a) Sjednocenı́ konečně mnoha množin mı́ry nula je množina mı́ry nula.
b) Je-li N množina mı́ry nula a M ⊂ N , pak M je také množina mı́ry nula.

Věta (Nutná a postačujı́cı́ podmı́nka pro měřitelnost množiny v E2). Množina
M ⊂ E2 je měřitelná (v Jordanově smyslu) právě tehdy, je-li omezená a µ2(∂M) = 0.
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Existence a vlastnosti dvojného integrálu

Věta (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci dvojného integrálu).
Necht’ M je měřitelná množina v E2 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak dvojný
integrál

∫∫
M f dx dy existuje.
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Existence a vlastnosti dvojného integrálu

Věta (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci dvojného integrálu).
Necht’ M je měřitelná množina v E2 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak dvojný
integrál

∫∫
M f dx dy existuje.

Některé vlastnosti dvojného integrálu

Na tabuli.
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