
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr

Matematika II – přednáška 6

Co bude dneska?

Lokálnı́ extrémy funkcı́ dvou proměnných - připomenutı́.

Globálnı́ (absolutnı́) extrémy.

Vázané extrémy (Lagrangeovy multiplikátory).

P.S.: Nějaké přı́klady.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuji skripta).

Šestá přednáška 1 / 7

Jan Valášek

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php

http://marian.fsik.cvut.cz/
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Věta (postačujı́cı́ podmı́nky pro lokálnı́ extrémy). Předpokládejme, že y =
f(x1, x2) je funkce dvou proměnných, která má prvnı́ i druhé parciálnı́ derivace spojité
v bodě A a grad f(A) = 0. Pak platı́:

a) Jestliže ∆1(A) > 0 a ∆2(A) > 0, má funkce f v bodě A ostré lokálnı́ minimum.

b) Jestliže ∆1(A) < 0 a ∆2(A) > 0, má funkce f v bodě A ostré lokálnı́ maximum.

c) Je-li ∆2(A) < 0, pak f nemá v bodě A lokálnı́ extrém.

Pokračovánı́ předchozı́ho přı́kladu.

Pozn.: -”, vyššı́ dimenze.
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Definice (maximum a minimum funkce na množině). Necht’ f je funkce n

proměnných a M ⊂ D(f). Řı́káme, že f nabývá v bodě A ∈ M svého maxima na
množině M , jestliže ∀X ∈ M : f(X) ≤ f(A). Pı́šeme: f(A) = max

X∈M
f(X) nebo

jenom f(A) = max
M

f , respektive f(A) = maxM f .

Maximum funkce f na celém svém definičnı́m oboru značı́me krátce max f .
Podobně můžeme definovat i minimum funkce f na množině M . Značı́me je min

X∈M
f(X)

nebo jenom min
M

f , respektive minM f . Minimum funkce f na celém definičnı́m oboru

D(f) značı́me krátce min f .
Maximum a minimum funkce f na množině M nazýváme souhrnně extrémy funkce f
na množině M . Použı́váme často názvy absolutnı́ extrémy a globálnı́ extrémy.

Jako je tomu u funkcı́ jedné proměnné, i zde se může stát, že některý z extrémů (nebo
dokonce oba) neexistuje nebo, že je jich vı́ce.
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Věta (o existenci absolutnı́ch extrémů funkce na množině). Je-li M ⊂ En

neprázdná, omezená a uzavřená množina a je-li funkce f spojitá na M , pak v množině
M existujı́ body X1 a X2 takové, že f(X1) = maxM f a f(X2) = minM f .

Tj. spojitá funkce na neprázdné množině M , která je omezená a uzavřená, nabývá maxima
a minima.
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Věta (o existenci absolutnı́ch extrémů funkce na množině). Je-li M ⊂ En

neprázdná, omezená a uzavřená množina a je-li funkce f spojitá na M , pak v množině
M existujı́ body X1 a X2 takové, že f(X1) = maxM f a f(X2) = minM f .

Tj. spojitá funkce na neprázdné množině M , která je omezená a uzavřená, nabývá maxima
a minima.

Jak hledat absolutnı́ extrémy. Funkce f může svých absolutnı́ch extrémů na množině M
nabývat (když existujı́)

a) v bodech X ∈ M ◦, ve kterých je f diferencovatelná a má tam všechny parciálnı́
derivace rovny nule,

b) nebo v bodech X ∈M ◦, ve kterých funkce f nenı́ diferencovatelná,

c) nebo v bodech X ∈ ∂M .

Existence absolutnı́ch extrémů 6 / 7



(M ◦ je vnitřek a ∂M je hranice množiny M . Body, vyhovujı́cı́ podmı́nkám a) a b), jsou
kritické body funkce f v M ◦.) Tedy:

1. Najdeme body X ∈ M ◦, ve kterých je funkce f diferencovatelná a má nulové
parciálnı́ derivace.

2. Najdeme body X ∈M ◦, ve kterých funkce f nenı́ diferencovatelná.

3. Vyšetřı́me, ve kterých bodech X ∈ ∂M může nabývat funkce f svých absolutnı́ch
extrémů na hranici množiny M .

4. Nakonec vypočı́táme hodnoty funkce f ve všech zı́skaných bodech. Největšı́ hodnota
je rovna maxM f a nejmenšı́ hodnota je rovna minM f .

Přı́klady na tabuli.
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Graf funkce na M doplneny 0 ve zbytku ctverce 1x2
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Vrstevnice grafu f-ce f na M doplneny 0


