CVUT, Fakulta strojni, letni semestr Jan Valasek

Matematika II — prednaska 4

Co bude dneska?

Rovnice te¢né roviny a normaly. Diferencial funkce vice proménnych.
Priblizny vypocet hodnoty funkce pomoci diferencidlu a/nebo te¢né roviny.
Derivace ve sméru. (tj. 1 jiny smér nez jen ve sméru 0s).

P.S.: N&jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php

Slidy nenahrazuji skripta ani zdpisky ani UcCast na pfednaSce a jsou pouze pro osobni
potieby.


http://marian.fsik.cvut.cz/
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Tecna rovina ke grafu funkce dvou proménnych

Shrnuti: Rovinay = L(X), kde
LX) = f(A) + ki - (z1 —a1) + ko~ (22 — a2)

splituje pozadavky a), b) a ¢) a miZeme ji tudiZ nazvat teCnou rovinou k plose o v bodé
P, jestlize je splnéna podminka

- f(X) - LX)
AT A

Definice (te¢na rovina). Predpoklddejme, Ze funkce y = f(x1,x2), dvou proménnych,
Je diferencovatelnd v bodé A = [ay, as] € Eo. Tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé
P = [A, f(A)] € Es nazyvdme rovinu o rovnici

of of

y = fA) + 5 (A (@1 —a) + 5 ~(4) - (22— az).
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Tecna rovina ke grafu funkce dvou ¢i vice proménnych

Definice (te¢na rovina). Predpoklddejme, Ze funkce y = f(x1,x2), dvou proménnych,
je diferencovatelnd v bodé A = [ay, as] € Es. Tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé
P = [A, f(A)] € Es nazyvdme rovinu o rovnici

of of

y = f(A) + Bz (A) - (1 —a1) + 8_:1:2(A) - (@2 — ag).

Definici mizeme snadno zobecnit pro funkci n proménnych:

Predpokladejme, Ze funkce y = f(x1,...,x,), n proménnych, je diferencovatelna v bodé
A=lay,...,a,] € E,. Tecnou rovinou ke grafu funkce f vbodé P = [A, f(A)] € E,.1
nazyvame mnoZzinu bodi v E,, 1, vyhovujicich rovnici

Nékdy hovorime o te¢né nadroviné. (Je to v £, 1). Ptiklad. l

(A) - (zn — an).
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Normala ke grafu funkce dvou proménnych

Definice (normala). Piedpokiddejme, Ze funkce y = f(x1,x2) je diferencovatelnd
v bodé A = [ay,as] € Ey. Normdlou grafu funkce f v bodé P = [A, f(A)] € E;
nazyvame primku v [Es, kterd prochdzi bodem P a je v tomto bodé kolmd k tecné roviné.
Smérovym vektorem normdly je vektor

of of
= (=—(A), =—(A4), —-1).
Parametrické rovnice normadly jsou

B of B af _ L
561—&1+t6x1(/4)> $2—a2+tax2(14): y=f(A) -t teR
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Diferencial funkce.

Chci nahradit funkci n-proménnych linearni funkci (u funkce 2 proménnych plochou).
Nejlepsi aproximaci je zfejmé ta jejimZ grafem je te€na rovina.
Pro X =[Xy,...,Xn] “blizko” A tedy pfiblizné plati (pro N = 2)
L(X) =f(A) + k- (X1 —a1) + ko (x2 — ).
toto Ize pfiblizné zapsat jako f(X) =f(A) + df, kde
df = ki (X31—a1) + ko- (X2 — ay).

Jak konkrétné vypocitat hodnotu ki bude priste.
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Diferencial funkce.

Meéli jsme
) = F(A) + df,
kde
af = §—£<A> (- ) + %(A) (2 — a).

Priklad.
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Derivace ve sméru

Pfipomenuti, gradient funkce f vbodé A € D(f) C (€ E,) je vektor

grad f(A) = (%(A), ii(A)).

Parcidlni derivace fikaji, jak rychle se funkce méni v bodu A, kdyZ jim néjaky proménny
bod X prochazi ve sméru shodnym s orientaci osy z;.

Nyni nds bude zajimat zména hodnoty f(X), kdyZ bude bod X prochazet bodem A
n¢jakym jinym (obecnym) smérem.
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Definice (derivace ve sméru). Predpoklddejme, Ze f je funkce n-proménnych, A €
D(f) au® je jednotkovy vektor v . Existuje-li konecnd limita
A+ hu) — f(A
i ST ) = F(4)
h—0 h
pak jeji hodnotu nazyvdame derivact funkce f ve sméru u’ v bodé A (nebo také
smérovou derivact f v bodé A podle u°) a oznacujeme ji
of
50 -
u

Neni nutné omezovat se na sméry definované jednotkovym vektorem. Je-li u nenulovy
vektor v [E,,, pak jednotkovy vektor ve sméru u dostaneme jako u’ = u/||u]|.

Derivaci f v bodé A ve sméru u definujeme rovnosti

of of
8_u(A) auO( ).
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Vypocet derivace funkce f ve sméru u

Je-li f diferencovatelna funkce v bodé A a u = (uy,...,u,) je nenulovy vektor v E,,
derivace funkce f ve sméru u v bodé A existuje a

of .. 1 of of
=y (ot g )

Tento vzorec lze prepsat jako

Véta. Predpoklddejme, Ze funkce f (n proménnych) je diferencovatelnd v bodé A €
E,.. Pfedpoklddejme ddle, Ze u je nenulovy vektor v E,,. Pak derivace funkce f v bodé
A ve sméru u existuje a je moZné ji vypocitat pomoci formule

of _ grad f(A) - u B 0 o u
2 = (‘gradf(A) " kde“‘uuH)

(4)

Piklady.
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Gradient a derivace ve sméru

Je skute¢né gradient smérem, ve kterém funkce nejrychleji roste?

Na tabuli.
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Gradient a derivace ve sméru

Je skute¢né gradient smérem, ve kterém funkce nejrychleji roste?

Na tabuli.

Tecna a normala k izokrivce, tecna rovina a normala k izoplose

Na tabuli.
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Priklady (zkouskové)

1. a) Napiste (a zdivodnéte), ve kterych bodech [z, y] € E, je funkce
f(z,y) = \/x + y?> — 4 diferencovatelnd. MnoZinu téchto bodu nacrtnéte.

b) Napiste gradient a diferencial funkce f v bodé A = [4, —2].

¢) Pomoci diferencidlu nebo pomoci rovnice te¢né roviny vypocitejte pribliznou hod-
notu funkce f v bodé [4.2, —1.8].

d) Urcete jednotkovy vektor s, v jehoZ sméru funkce f v bodé A nejrychleji roste.
Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A v tomto sméru.
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Priklady (zkouskové)

2. a) Vyjadrete a naCrtnéte mnoZzinu, ve které je funkce funkce
f(z,y) = In (9 — 2* — y?) diferencovatelnd. Zdvodnéte !

b) Urcete gradient funkce f v bodé A = [1, —2].

¢) Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [1, —2] ve sméru §' = (2, 1). Udava tento
vektor §'smér, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesa? Odpovéd zdivodnéte!

d) Napiste rovnici izokfivky této funkce, tj. rovnici f(x,y) = k pro k = 0 a izokfivku
nacrtnéte.



