
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr

Matematika II – přednáška 13

Co bude dneska?

Některé vlastnosti trojného integrálu.

Transformace integrálu do cylindrických souřadnic.

Transformace integrálu do sférických souřadnic.

Nějaké přı́klady

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby).
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Shrnutı́ co bylo minule

Věta (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci trojného integrálu.). Necht’ M je
měřitelná množina v E3 a f je omezená a spojitá funkce na M . Pak trojný integrál∫∫∫

M f dx dy dz existuje.

Věta (Fubiniho věta pro trojný integrál.). Necht’ M je elementárnı́ obor integrace
vzhledem k rovině xy. Necht’ f(x, y, z) je spojitá funkce na M . Pak∫∫∫

M

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
Mxy

(∫ φ2(x,y)

φ1(x,y)

f(x, y, z) dz

)
dx dy.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 15
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Některé vlastnosti trojného integrálu

a) Linearita trojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množiněM ⊂
E3 a α ∈ R, pak∫∫∫

M

(f + g) dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz +

∫∫∫
M

g dx dy dz,∫∫∫
M

α · f dx dy dz = α ·
∫∫∫

M

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

a) Linearita trojného integrálu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na množiněM ⊂
E3 a α ∈ R, pak∫∫∫

M

(f + g) dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz +

∫∫∫
M

g dx dy dz,∫∫∫
M

α · f dx dy dz = α ·
∫∫∫

M

f dx dy dz.

b) Aditivita trojného integrálu vzhledem k oboru integrace. Necht’ jsou M1 a M2

měřitelné množiny v E3, takové, že µ3(M1 ∩M2) = 0, a f je integrovatelnou funkcı́
na M1 i na M2, pak∫∫∫

M1

f dx dy dz +

∫∫∫
M2

f dx dy dz =

∫∫∫
M1∪M2

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

c) Necht’ f je integrovatelná funkce na množině M ∈ E3 a omezená funkce g se lišı́ od
f nejvýše na množině mı́ry nula v M , pak g je také integrovatelná funkce v M a∫∫∫

M

g dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

c) Necht’ f je integrovatelná funkce na množině M ∈ E3 a omezená funkce g se lišı́ od
f nejvýše na množině mı́ry nula v M , pak g je také integrovatelná funkce v M a∫∫∫

M

g dx dy dz =

∫∫∫
M

f dx dy dz.

d) Je-li f omezená funkce na množině M ∈ E3 mı́ry nula, pak f je integrovatelná na
M a ∫∫∫

M

f dx dy dz = 0.
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Některé vlastnosti trojného integrálu

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na množině M ⊂ E3 takové, že
f(x, y, z) ≥ g(x, y, z) ∀ [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫

M

f dx dy dz ≥
∫∫∫

M

g dx dy dz.

Speciálně, je-li f(x, y, z) ≥ 0 ∀ [x, y, z] ∈M , pak∫∫∫
M

f dx dy dz ≥ 0.
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Obr.ze skript
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Cylindrické souřadnice bodu X = [x, y, z] ∈ E3 jsou r, ϕ, w.

Geometrický význam: r, ϕ jsou polárnı́mi souřadnicemi bodu [x, y] v rovině xy a w = z.
(obrázek na dalšı́m slidu).

Mezi kartézskými souřadnicemi a cylindrickými souřadnicemi bodu X platı́ relace:

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, z = w.

Jaký je Jakobián? (na tabuli).
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Cylindrické souřadnice

Motivačnı́ přı́klad na tabuli

Cylindrické souřadnice - motivace 8 / 15
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Sférické souřadnice

II.7.8. Sférické souřadnice v E3.
Sférické souřadnice bodu X = [x, y, z]
v E3 jsou r, ϕ a ϑ. Geometrický význam
- viz. obrázek. Toto vede k následujı́cı́m
rovnicı́m:

x = r cos ϑ cos ϕ,

y = r cos ϑ sin ϕ,

z = r sin ϑ.
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Obr. ze skript
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Sférické souřadnice

II.7.8. Sférické souřadnice v E3.
Sférické souřadnice bodu X = [x, y, z]
v E3 jsou r, ϕ a ϑ. Geometrický význam
- viz. obrázek. Toto vede k následujı́cı́m
rovnicı́m:

x = r cos ϑ cos ϕ,

y = r cos ϑ sin ϕ,

z = r sin ϑ.

✻
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Obr. ze skript

Platı́ (dk. na tabuli) dx dy dz = r2 cos ϑ dr dϕ dϑ.
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Přı́klady na tabuli.

Sférické souřadnice - přı́klady 15 / 15


