CVUT, Fakulta strojni, letni semestr T. Neustupa

Matematika II — prednaska 3

Co bude dneska?

Pripomenuti plus pfiklad spojité slozené funkce vice proménnych, parcidlni derivace,
vlastnosti parcidlni derivace.

Parcidlni derivace a spojitost funkce vice proménnych.
Diferencidl funkce. Parcialni derivace sloZzené funkce.

P.S.: N&jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cvut.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaska03.pdf

Slidy nenahrazuji skripta ani zapisky ani ucast na pfednisce a jsou pouze pro osobni
potieby.
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Spojité slozené funkce vice proménnych - priklad

Najdéme kde vSude je spojita funkce:

h(z,y,z) = vV +y + sin(z + z)
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T. Neustupa
Parcialni derivace - definice, pripomenuti
Definice (parcialni derivace v bodé A). Predpoklddejme, Ze y = f(x1,...,x,) je
funkce n proménnych, A = [a1,...,a,] € D(f), i je jedno z Cisel 1, ..., n a e;

je jednotkovy vektor v K, orientovany souhlasné se souradnou osou x;. Existuje-li
konecnd limita

i 1A+ hei) — f(A)

h—0 h ’

pak jeji hodnotu nazyvdme parcidlni derivaci funkce f podle proménné x; v bodé A a
oznacujeme ji
af 0 dy

5, o f(4) nebo Z2(A)

Priklady PD.

PD jako funkce. Jak je to s defini¢nim oborem?
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Parcialni derivace - definice, pripomenuti

Priklady PD.

PD jako funkce. Jak je to s defini¢nim oborem?

Vzdy plati

D(
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Parcialni derivace a spojitost funkce vice proménnych

U funkce jedné proménné plati, Ze z existence derivace v bodé€ x plyne spojitost funkce
v tomto bod¢ a existence teCny. (TotéZ plati pro interval)

Je totéZ pravda pro funkci vice proménnych?

Tedy: Plyne z existence parcidlnich derivaci funkce vice proménnych v bodé¢ A € E,
spojitost této funkce v bodé A?

Priklad na tabuli.
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Parcialni derivace a spojitost funkce vice proménnych

U funkce jedné proménné plati, Ze z existence derivace v bodé€ x plyne spojitost funkce
v tomto bod¢ a existence teCny. (TotéZ plati pro interval)

Je totéZ pravda pro funkci vice proménnych?

Tedy: Plyne z existence parcidlnich derivaci funkce vice proménnych v bodé¢ A € E,
spojitost této funkce v bodé A?

NE.

1) Co zajistuje u funkce vice proménnych spojitost?

2) Co zajistuje u funkce vice proménnych existenci te¢né roviny a jakd je jeji rovnice?
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Diferencovatelnost funkce

U funkce jedné proménné, se se funkce y = f(x) majici derivaci v bodé a nazyva dife-
rencovatelna v bod¢ a.

U funkce vice proménnych je k tomu potieba néco vice.
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Tecna rovina, diferencovatelna funkce — motivace.

Necht y = f(x1,22) je funkce dvou proménnych, jejimz grafem je plocha o, a A =
[a1,as] jebod v D(f).

P je bod v E3, jehoZ soufadnice jsou 1 = aj, x93 = az ay = f(ay,a2). Tj. P =
la1, as, f(a1,a2)] = [A, f(A)] € 0.

Pfirozené poZadavky na teCnou rovinu k ploSe o v bodé P jsou:

a) Tecnd rovina prochdzi bodem P.
b) Tecnd rovina neni rovnobéZnd s osou y.

c) Plocha o se k tecné roviné v bodé P “primykad”.
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Rovin spliiujici prvni dva pozadavky je nekone¢né mnoho. Co tedy znamena treti podminka.
Jak ji matematicky zapsat?

Jsou to grafy vS§ech moznych linearnich funkci y = L(X), kde X = [z1, x1],
L(X) = f(A) + k’l . (1'1 — CL1) + ]432 : (.%'2 — CLQ)

a ki a ks jsou redlné koeficienty.
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Rovin spliiujici prvni dva pozadavky je nekone¢né mnoho. Co tedy znamena treti podminka.
Jak ji matematicky zapsat?

Jsou to grafy vSech moznych linearnich funkci y = L(X), kde X = [z1, z],
L(X) = f(A) + k’l . (1'1 — CL1) + ]432 : (1'2 — CLQ)

a ki a ks jsou redlné koeficienty.

Body na te¢né roviné maji soufadnice [X, L(X)]. Body na ploSe o maji soufadnice
(X, f(X)]. Tyto body se lisi ve tfeti soufadnici. Rozdil tfetich soufadnic je f(X)— L(X).
Zajimé nas TR v bodé P.

BliZime-li se k bodu P, pro prvni dvé soufadnice bodu plati 1 — a1 a z9 — as.
Pak X — A, tj. || X — A]| — 0.
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Chceme, aby v blizkosti bodu P splyvala teCna rovina s grafem funkce a to rychleji nez
se blizi bod X k bodu A (rychleji nez || X — A|). Tj. aby

LX) - LX)
X—A HX — AH

= 0.

Obrazek ze skript
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Shrnuti: Rovinay = L(X), kde
L(X) = f(A) + kl . (1’1 — CL1) + kg : (.%’2 — CLQ)
splituje pozadavky a), b) a ¢) a miZeme ji tudiZ nazvat teCnou rovinou k plose o v bodé

P, jestlize je splnéna podminka

f FOO LX)
X—A HX—AH

Lze dokdzat, Ze pak jsou koeficienty k1 a ko jednoznacné urCeny a tecnd rovina je tudiz
také jednoznacCné urcena.

Vse lze zobecnit pro funkci n-proménnych, pak L(X) ma tvar

LX) = f(A) + k(1 —a1) + ... + kn- (z, — ay).
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Definice (diferencovatelna funkce). Predpoklddejme, Ze y = f(X) = f(x1,...,zy)
je funkce n proménnych a A = |ay, . .., a,] € E,. O funkci [ Fikdme, Ze je
diferencovatelnd v bodé A, jestliZe existuje linedrni funkce L(X) takovd, Ze

. f(X) = L(X)
A T x A

= 0.

O funkci f rikame, Ze je diferencovatelnd v mnoZiné M C E,, jestliZe je diferencova-
telnd v kazdém bodé mnoZiny M.

Véta. Je-li funkce f (n proménnych) diferencovatelnd v bodé A € E,, pak je v bodé
A spojitd.

Dukaz na tabuli
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Véta. Je-li funkce f (n proménnych) diferencovatelnd v bodé A € E,, pak md v bodé
A parcidlni derivace podle vSech proménnych.
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Véta. Je-li funkce f (n proménnych) diferencovatelnd v bodé A € E,, pak md v bodé
A parcidlni derivace podle vSech proménnych.

Diferencial funkce.

Chci nahradit funkci n-proménnych linearni funkci (u funkce 2 proménnych plochou).
Nejlepsi aproximaci je zfejmé ta jejimz grafem je teCna rovina.
Pro X = [z1,...,z,] “blizko” A tedy pfiblizné plati (pro n = 2)
L(X) = f(A) + ]431 . ([Ul - al) + kQ . (CL‘Q - CLQ).
toto 1ze priblizné zapsat jako f(X) = f(A) + df, kde
df = kl . ($1 — CL1) + kz . (iL’Q — CLQ).

Jak konkrétné vypocitat hodnotu £; bude pristé.
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Jak pozname, Ze funkce je diferencovatelna.

Véta. Predpoklddejme, Ze f je funkce n proménnych.
a) Md-li funkce f spojité parcidlni derivace podle vsech proménnychv bodé A € E,,
pak je diferencovatelnd v bodé A.
b) Je-li M oteviend mnoZina v E, a funkce [ md spojité parcidlni derivace podle
v§ech proménnych v mnoziné M, pak je diferencovatelnd v mnoZiné M.

Piiklad. f(z,y) =2Inz — 3
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Parcialni derivace slozené funkce.
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