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Matematika II — prednaska 21

Co bude dneska?

Jednoducha hladka plocha.

Parametrizace plochy.

Jednoducha po ¢astech hladka plocha. Uzaviend plocha.
N¢jaké priklady.

Tyto slidy jsou na adrese

http : [ /marian. fsik.cout.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaska2l.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

Vypocet potencialu.

Pouziti potencidlu v prikladech.
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Potencialni pole - opakovani

Definice (Potencidlni vektorové pole.). Vektorové pole f v oblasti D C E;. (k = 2
nebo k& = 3) nazyvame potencidlni pole v D, jestlize existuje skaldrni pole (= skaldrni
funkce) o v D takové, ze

f = grad ¢

v D). Skalarni funkci ¢ nazyvame potencial vektorového pole f v D.

Véta. Je-li £ potencidlni a spojité vektorové pole v oblasti D, ¢ je potencidl t v D
a C je krivka v D, pak

/ f-ds = p(k.b.C) — o(p.b.C).
=

Potencidlni pole - opakovani ali
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Potencialni pole - opakovani

Véta. f je potencialni vektorové pole v oblasti D <  Krivkovy integrdl vektorové
funkce t nezavisi v D na integracni cesté.

Véta (Potencidlni pole v E, — postacujici podminka.). Nechf

a) D je jednoduse souvisld oblast v [E, a

b) £ = (U,V) je vektorové pole v D, jehoZ souradnicové funkce U a V' maji v D
spojité parcidlni derivace a spliiuji podminku:
ov. ou

O 0 D

Pak f je potencialni pole v D.

Ln

Potencidlni pole - opakovéani




19. a) Napiste predpoklady Greenovy véty a ovéfte, Ze jsou splnény pro vypocet cirkulace vektorového pole

f_'= (—y, x) po zédporné orientované kiivee C': z? + y? = 16, tj. pro vypocet 56 _;F_*- ds.
'
Hodnotu tohoto kiivkového integralu vypoéitejte pomoci Greenovy vety.

b) Stejny krivkovy integral vypocitejte bez uziti Greenovy véty.
c¢) Lze na zékladé vypoctené hodnoty jednoznacéné odpovédét, zda dané pole f je potencidlni v Es? Odpoved
zduvodnéte! [ cirkulace je =327, c¢) neni potencialni, cirkulace by musela byt nulova]

23. a) Pomoci kiivkového integralu vektorové funkee vypocitejte praci, kterou vykona sila f_*= (yﬁ , 2xy) pusobenim
po kiivee C, coZ je é4st paraboly y = 22 s poéateénim bodem A = [0, 0] a koncovym bodem B = [2,4].
b) Ovérte, ze vektorové pole j? — (y*, 2zy) je potencidlni v E5. Uréete potencidl ¢ tohoto pole a pomoci ného
vypoéitejte praci z ulohy a). [ a) 32, b) potencial ¢(x,y) = zy? + konst]

24. a) Zjistéte, zda vektorové pole f_'= (2z — y?%,3 — 2xy) je potencidlni v Ez. Pokud ano, vypocitejte potencidl .
b) Vypoéitejte kiivkovy integral této funkce f po éasti paraboly € : z = —y? — 1 od bodu -1; 0] do bodu [-5;
-2].
¢) Uréete cirkulaci tohoto pole f podél kladné orientované kiivky Cs : (z — 1)2 + (y + 2)% = 4.
[ a) potencidl p(x,y) = 22 — xy? + 3y + konst, b) 38, c) nula



PlosSny inteqgral

Hmotnost véze

Plocha latky

@ 2009 Jifi Skorpik

Pfenos energie (sila x draha) Bilance pritoku a odtoku
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Jednoducha hladka plocha - motivace a znaceni

Na tabuli - spiSe slovné.
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Jednoducha hladka plocha - motivace a znaceni

Na tabuli - spiSe slovné.

Jak se prelozi slovni pozadavky na plochu do matematického zpisu.

B C E,, omezend uzavienou kiivkou I'. Kazdy bod B premistim do prostoru na misto
P(u,v) = [gb(u,v), Y(u,v), ﬁ(u,v)].

Elastické deformace, neporusujici hladkost — P je spojité zobrazeni a ma spojité parcidlni
derivace v dostatecné velké podmnoziné B.

Neslepovat body — P je prosté zobrazeni v mnoZiné B.
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Jednoducha hladka plocha - motivace a znaceni

Na tabuli - spiSe slovné.

Jak se prelozi slovni pozadavky na plochu do matematického zpisu.

B C E,, omezend uzavienou kiivkou I'. Kazdy bod B premistim do prostoru na misto
P(u,v) = [gb(u,v), Y(u,v), ﬁ(u,v)].

Elastické deformace, neporusujici hladkost — P je spojité zobrazeni a ma spojité parcidlni
derivace v dostatecné velké podmnoziné B.

Neslepovat body — P je prosté zobrazeni v mnoZiné B.

Jednoducha hladka plocha je obor hodnot zobrazeni P. Nazyvame ho parametrizaci
jednoduché hladké plochy.
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Znaceni parametrizace

P(u,v) = [¢(u,v), ¥(u,v), I(u,v)].

Funkce
L = ¢(U, U)v Yy = ¢(u7 U)) 2= 19(“7 U)

nazyvame souradnicové funkce zobrazeni P.
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Znaceni parametrizace

P(u,v) = [¢(u,v), ¥(u,v), I(u,v)].

Funkce
L = ¢(U, U)v Yy = ’Q/}(U, U)a 2= 19(“7 U)

nazyvame souradnicové funkce zobrazeni P.

Parcialni derivace P podle proménnych u, v budeme oznaCovat P,, P, a budeme je
povazovat za vektory. Mizeme tudiZ psat:

Pun) = (PG PG 2 et = (G 55 51,
) = (PG PG ) st = (G5 5)
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Znaceni parametrizace

Zobrazeni P povazujeme za spojité, jestlize vSechny jeho soutfadnicové funkce jsou spo-
jité.

O zobrazeni P tfikame, Ze ma spojit€ parcidlni derivace, maji-li vSechny soufadnicové
funkce spojité parcialni derivace.
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Znaceni parametrizace

Zobrazeni P povazujeme za spojité, jestlize vSechny jeho soutfadnicové funkce jsou spo-
jité.

O zobrazeni P tfikame, Ze ma spojit€ parcidlni derivace, maji-li vSechny soufadnicové
funkce spojité parcialni derivace.

Poznamka: Nehrozi-li ziména se znaCenim soufadnych os, mizeme misto ¢(u, v), ¥ (u, v),
Y(u, v) soufadnicové funkce zobrazeni P znaditi x(u,v), y(u,v), z(u,v).
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Znaceni parametrizace

Vektorovy soucin vektora P, a P, oznacujeme P, x P,. Pfipominame, Ze

i i k
L
P, x P, = %7 %7 %
9o O Y
o’ v’ v

Ou Ov  Ou Ov’ Ou dv Ou Ov Ou v Ou Ov

B <8¢)6ﬁ 99 0 09 D Db OV D AP a¢Ja¢>

Tohle je obecny zdpis. Nebude se do néj dosazovat. Pouziva se pfi obecné formulaci. V
konkrétnich prikladech se pocita vektorovy soucin konkrétnich vektora.
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Jednoducha hladka plocha - definice

Definice (Jednoducha hladka plocha.). Necht I' je uzaviena jednoducha po éastech
hladk4 kiivka v E; a B = T U IntT'. Nechi P je spojité zobrazeni B do Es.
Predpokladejme, ze

a) P je prosté zobrazeni na B,

b) P ma spojité a omezené parcialni derivace P, a P, v B — K, kde K je nejvyse
kone¢na mnoZzina bodu, nachazejicich se na hranici I' mnoziny B,

¢) P,xP,£0 vB - K.

Mnozinu v§ech bodi P(u,v) pro [u,v] € B (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyva-
me jednoduchd hladkd plocha v Ej,. Zobrazeni P nazyvame parametrizace.
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VétSinou znac¢ime feckymi pismeny, naptiklad o, o1, 09, k, apod.

r P

Obr. ze skript
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VétSinou znacime feckymi pismeny, napiiklad o, o1, 09, , apod.

r P

Obr. ze skript

Kazda JHP m4 nekonecné mnoho parametrizaci (“zptisobti jak ji ziskat defor. z [E5”).

Jednoducho hladkou kfivku v E3, ktera je obrazem I' (hranice mnoZiny B) pfi zobrazeni
P, nazyvame okraj jednoduché hladké plochy.
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Do definice jednoduché hladké plochy se nevejde napiiklad kulovd plocha x> +y* + 2> =
R? nebo vdlcovd plocha x> + y* = R?, 0 < z < h. (Budeme je sklddat z vice JHP).



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Do definice jednoduché hladké plochy se nevejde napiiklad kulovd plocha x> +y* + 2> =
R? nebo vdlcovd plocha x> + y* = R?, 0 < z < h. (Budeme je sklddat z vice JHP).

Orientace Jednoduché hladké plochy, normalovy vektor

ZamysSleni na tabuli.
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Orientace Jednoduché hladké plochy, normalovy vektor

Myslenka na tabuli.

Plochu o miZeme orientovat tak, Ze na ploSe definujeme normdlovy vektor n (tj. jednot-

kovy vektor, kolmy k ploSe o, ktery uddva orientaci plochy o) bud’ rovnici

_ Py(u,v) x P,(u,v)
[P, v) X Py(u, v)]

n pro vSechna [u,v] € B — K,

nebo rovnici

~ Py(u,v) x Py(u,v)
[P, v) X Py (u, 0)]

Je-li normalovy vektor n dan prvni rovnici, fikdme, Ze jednoduchd hladka plocha o je

orientovana souhlasné s parametrizaci P. V opacném piipadé¢, kdy vektor n je definovan

druhou rovnici, fikdme, Ze jednoducha hladka plocha o je orientovana nesouhlasné s pa-

rametrizact P.

n —

pro vSechna [u,v] € B — K.

Normalovy vektor definovany vyse se méni spojité, tedy nemize v riiznych bodech mifit
na rtizné strany plochy.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Vztah mezi orientaci jednoduché hladké plochy a jejiho okraje

Na tabuli. Priklad na tabuli.

Jednoducha po castech hladka plocha

Na tabuli.



nA)

Rikime, Ze plocha Q a jeji okraj c jsou souhlasné
orientovdny, jestlife pro smér kiivky ¢ a normdlu 7
Q plochy plati pravidlo pravé ruky.
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Vztah mezi orientaci jednoduché hladké plochy a jejiho okraje

Na tabuli. Priklad na tabuli.

Jednoducha po castech hladka plocha

Na tabuli.

Uzavrena plocha

Na tabuli.

Priklady ploch a parametrizaci, na tabuli.



E:;l.]&h.l]:;;?iuclllé po céstech hla_clkﬁ plocha, slozena ze dvou jednodu-

< ych p uch.k Priedpuklédejme, 7€ 01 a 0, jsou dvé jednoduché hladké
plo Y, kter Jsou bud' obé orientované souhlasné se svymi okraji C; a C, nebo jsou
obé orientoviny nesoulilasné se svymi okraji. Pi'edpnkl-édejme ze

Ny /f’("_:/r_——
adg #,."'f -
f/”E
1
no2 = C1NC2 a tento priinik vyt
) E;ivek1 yivari jednu peby vice jednoduchych hladkych
orientace krivek C; a C, je ve viech jeiich :

b) g Jich spolecnych bodech (tj- na C; N C,)

; i ¢ = 01 Uo2 pak nazyvime jed »
giednoceni 0 = 71U« e jednoduchony
silniengu se ze dvou jednnduch}}dl hladkych =y :lﬂ:ti!ech hladkou plochou v E,,

] i - 3 e
Hranice vysledne plochy je mnozina: (C1 sjednoceno s C2) bez (C1 prunik s C2)



Jan Valasek
Hranice vysledne plochy je mnozina: (C1 sjednoceno s C2) bez (C1 prunik s C2)


IV.1.7. Jednoducha po ¢astech hladks plocha, slozena z vice Jednoduchych
hladkych ploch. Predpokladejme, ze o, a ¢, jsou jednoduché hladké plochy z pied-
chazejiciho odstavce IV.1.6. Pokud postupné k jejich sjednoceni pfipojime. pfi re-
spektovani stejnych pravidel, dalsi jednoduché hladké plochy o3, 0y, . .., 0., ziskime
jednoduchou hladkou plochu, slozenou z n jednoduchych hladkych ploch o, o9, ...,
0,. (Viz obr. 24.)

¥ i Cy Qbr. 24



IV.1.11. Priklad. Kulova plocha,
slozena ze dvou jednoduchych hlad-
kych ploch o, : 22 + y* + 22 = 4,
z=1.a ag:I2+y2+z?=4,z£0,
je uzaviena jednoducha p.c. hladka
plocha.

Protoze C1 od sigmal je tataz kruznice,

co okraj C2 od sigmaz2, je vysledkem operace:
(C1 sjednoceno C2) bez (C1 prunik C2)
prazdna mnozina

a def uzavrene plochy je: Je to JHP bez okraje (jejiz okraj je
prazdna mnozina).

Obr. 27

L. Bf
o
g o)
= .
"\.“ }

Dalsimi pfiklady uzavfenych jednoduchych p.é. hladkych ploch jsou povrch

krychle, povrch étyrsténu atd.


Jan Valasek
Protoze C1 od sigma1 je tataz kruznice, 
co okraj C2 od sigma2, je vysledkem operace:
(C1 sjednoceno C2) bez (C1 prunik C2)
prazdna mnozina

a def uzavrene plochy je: Je to JHP bez okraje (jejiz okraj je prazdna mnozina).





plocha od
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plocha od
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Orientace okraje plochy o, kterym je uzaviend krivka C', souhlasni s orientaci
plochy o, je naznacena na obr. 22. Napriklad, jednotkovvin tecnym vektorem k ¢
v bodé X = (2,0,2] je 7 = (0, 1,0).










