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Matematika II – přednáška 15

Co bude dneska?

Budeme směřovat ke křivkovému integrálu, tedy:

Jednoduchá hladká křivka v E2 a E3. Parametrizace křivky.

Orientovaná křivka. Jednoduchá po částech hladká křivka.

Křivka zadaná paramtrizacı́. křivka zadaná průnikem dvou ploch.

Nějaké přı́klady

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska15.pdf
(pro osobnı́ potřeby).
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Jednoduchá hladká křivka v E2 a E3

Motivace.
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Křivkový integrál – motivace



  

Křivkový integrál – motivace
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Jednoduchá hladká křivka v E2 a E3

Motivace:

Bod A se pohybuje v E2 nebo v E3 v časovém intervalu 〈a, b〉 a jeho poloha v okamžiku
t je P (t).
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Jednoduchá hladká křivka v E2 a E3

Motivace:

Bod A se pohybuje v E2 nebo v E3 v časovém intervalu 〈a, b〉 a jeho poloha v okamžiku
t je P (t).

Necht’

a) bod A se v žádných dvou různých okamžicı́ch t1, t2 ∈ 〈a, b〉, t1 < t2 (s možnou
výjimkou přı́padu, kdy t1 = a a t2 = b) nenacházı́ na stejném mı́stě a

b) rychlost Ṗ (t) pohybu je omezená, měnı́ se spojitě a je různá od nuly s možnou
výjimkou přı́padů, kdy t = a nebo t = b.

Dráhu (trajektorii) kterou bod kterou bod proběhne budeme nazývat jednoduchou hladkou
křivkou a funkci P (t) parametrizacı́ křivky.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

Budeme uvažovat, že P je zobrazenı́ intervalu 〈a, b〉 do E2 nebo do E3. Potom jednoduchá
hladká křivka je obor hodnot tohoto zobrazenı́.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

Budeme uvažovat, že P je zobrazenı́ intervalu 〈a, b〉 do E2 nebo do E3. Potom jednoduchá
hladká křivka je obor hodnot tohoto zobrazenı́.

Pro pevné t z 〈a, b〉 je P (t) bod na ploše či v prostoru (Ek). Tj. P (t) má dvě či tři
souřadnice:
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Jednoduchá hladká křivka - definice

Budeme uvažovat, že P je zobrazenı́ intervalu 〈a, b〉 do E2 nebo do E3. Potom jednoduchá
hladká křivka je obor hodnot tohoto zobrazenı́.

Pro pevné t z 〈a, b〉 je P (t) bod na ploše či v prostoru (Ek). Tj. P (t) má dvě či tři
souřadnice.

Tj., je-li φ(t), ψ(t) (k = 2) nebo φ(t), ψ(t), ϑ(t) (k = 3), můžeme psát:

P (t) =
[
φ(t), ψ(t)

]
je-li k = 2,

P (t) =
[
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

]
je-li k = 3.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

P (t) =
[
φ(t), ψ(t)

]
je-li k = 2,

P (t) =
[
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

]
je-li k = 3.

φ a ψ (respektive φ, ψ a ϑ) jsou funkcemi jedné proměnné t, definovanými v intervalu
〈a, b〉. Nazýváme je souřadnicové funkce zobrazenı́ P . Proměnnou t nazýváme parametr.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

P (t) =
[
φ(t), ψ(t)

]
je-li k = 2,

P (t) =
[
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

]
je-li k = 3.

φ a ψ (respektive φ, ψ a ϑ) jsou funkcemi jedné proměnné t, definovanými v intervalu
〈a, b〉. Nazýváme je souřadnicové funkce zobrazenı́ P . Proměnnou t nazýváme parametr.

Derivaci funkce P podle t značı́me tečkou a považujeme ji za vektorovou funkci. (Např.
ve fyzice je derivacı́ polohy podle času rychlost a rychlost je vektor.)

Souřadnice Ṗ (t) zapisujeme v kulatých závorkách. Rovněž můžeme použı́t vektory i, j a
k (jednotkové vektory, orientované souhlasně s osami x, y a z a psát:

Ṗ (t) =
(
φ̇(t), ψ̇(t)

)
= φ̇(t) i+ ψ̇(t) j je-li k = 2,

Ṗ (t) =
(
φ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t)

)
= φ̇(t) i+ ψ̇(t) j+ ϑ̇(t)k je-li k = 3.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

P (t) =
[
φ(t), ψ(t)

]
je-li k = 2,

P (t) =
[
φ(t), ψ(t), ϑ(t)

]
je-li k = 3.

Zobrazenı́ P považujeme za spojité, jestliže všechny jeho souřadnicové funkce jsou spo-
jité.

Podobně, o zobrazenı́ P řı́káme, že má spojitou derivaci, majı́-li všechny souřadnicové
funkce spojitou derivaci.

Poznámka: Nehrozı́-li nedorozuměnı́ a záměna se značenı́m souřadných os, můžeme mı́sto
φ(t), ψ(t), ϑ(t) souřadnicové funkce zobrazenı́ P značit i x(t), y(t), z(t).
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Jednoduchá hladká křivka - definice

Definice (parametrizace). Necht’ P je spojité zobrazenı́ intervalu 〈a, b〉 ⊂ R do Ek

(kde k = 2 nebo k = 3). Předpokládejme, že

a) zobrazenı́ P je v intervalu 〈a, b〉 prosté, s možnou výjimkou přı́padu, kdy
P (a) = P (b) a

b) P má omezenou, spojitou a nenulovou derivaci Ṗ v otevřeném intervalu (a, b).

Množinu všech bodů P (t) pro t ∈ 〈a, b〉 (tj. obor hodnot zobrazenı́ P ) pak nazýváme
jednoduchá hladká křivka v Ek. Zobrazenı́ P nazýváme parametrizace.
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Jednoduchá hladká křivka - definice

Definice (jednoduchá hladká křivka). Necht’ P je spojité zobrazenı́ intervalu
〈a, b〉 ⊂ R do Ek (kde k = 2 nebo k = 3). Předpokládejme, že

a) zobrazenı́ P je v intervalu 〈a, b〉 prosté, s možnou výjimkou přı́padu, kdy
P (a) = P (b) a

b) P má omezenou, spojitou a nenulovou derivaci Ṗ v otevřeném intervalu (a, b).

Množinu všech bodů P (t) pro t ∈ 〈a, b〉 (tj. obor hodnot zobrazenı́ P ) pak nazýváme
jednoduchá hladká křivka v Ek. Zobrazenı́ P nazýváme parametrizace.

Je-li P (a) = P (b) pak nazýváme JHK uzavřenou.

JHK většinou označujeme velkými pı́smeny, napřı́klad C, K, C1. Obrázky na tabuli.
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Jak je to s parametrizacı́? Je jednoznačná?

Jak najı́t tečný vektor k JHK? Na tabuli.

Přı́klady parametrizace na tabuli.
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t z <1,3>

na intervalu t z <a,b>.

na <1,3> 

na intervalu t z <a,b>?
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Jednoduchá po částech hladká křivka

Na tabuli.
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