CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Matematika II — prednaska 15

Co bude dneska?

Budeme smérovat ke kiivkovému integralu, tedy:

Jednoducha hladka kiivka v [ a [E5. Parametrizace kiivky.
Orientovand kiivka. Jednoducha po Castech hladk4 kiivka.
Kfivka zadana paramtrizaci. kfivka zadand prinikem dvou ploch.
Néjaké priklady

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian. f sik.cout.cz /" neustupa/M2_Neu_prednaskals.pdf
(pro osobni potieby).
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Jednoducha hladka krivka v E, a E;

Motivace.
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Jednoducha hladka krivka v E, a E;

Motivace:

Bod A se pohybuje v E; nebo v E3 v ¢asovém intervalu (a, b) a jeho poloha v okamziku
tje P(t).
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Jednoducha hladka krivka v E, a E;

Motivace:

Bod A se pohybuje v E; nebo v E3 v ¢asovém intervalu (a, b) a jeho poloha v okamziku
tje P(t).

Necht

a) bod A se v zadnych dvou riznych okamzicich ¢, to € (a,b), t; < ty (s moznou
vyjimkou pfipadu, kdy ¢; = a a t2 = b) nenachdzi na stejném misté a

b) rychlost P(t) pohybu je omezend, méni se spojit€ a je rizna od nuly s mozZnou
vyjimkou pripadi, kdy ¢ = a nebo t = b.

Dréhu (trajektorii) kterou bod kterou bod probéhne budeme nazyvat jednoduchou hladkou
kiivkou a funkci P(t) parametrizaci kiivky.
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Jednoducha hladka krivka - definice

Budeme uvazovat, ze P je zobrazeni intervalu (a, b) do E; nebo do E3. Potom jednoducha
hladk4 kiivka je obor hodnot tohoto zobrazeni.
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Jednoducha hladka krivka - definice

Budeme uvazovat, ze P je zobrazeni intervalu (a, b) do E; nebo do E3. Potom jednoducha
hladk4 kiivka je obor hodnot tohoto zobrazeni.

Pro pevné t z (a,b) je P(t) bod na plose ¢i v prostoru (E;). Tj. P(t) ma dvé ¢i tii
soufadnice:
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Jednoducha hladka krivka - definice

Budeme uvazovat, ze P je zobrazeni intervalu (a, b) do E; nebo do E3. Potom jednoducha
hladk4 kiivka je obor hodnot tohoto zobrazeni.

Pro pevné t z (a,b) je P(t) bod na plose ¢i v prostoru (E;). Tj. P(t) ma dvé ¢i tii
soufadnice.

Tj., je-li ¢(t), ¥(t) (k = 2) nebo ¢(t), ¥(t), ¥(t) (k = 3), mizeme psat:

P(t) = [o(t), o (1) jeli k=2,
P(t) = [o(t),v(t),9()]  jeli k=3.
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Jednoducha hladka krivka - definice

Pt) = [o(t),¥(t)] je-li k=2,
Pt) = [p(t), (), 9(t)]  jeli k=3.

¢ a 1 (respektive ¢, 1) a ¢J) jsou funkcemi jedné proménné ¢, definovanymi v intervalu
(a,b). Nazyvame je souradnicové funkce zobrazeni P. Proménnou ¢ nazyvame parametr.
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Jednoducha hladka krivka - definice

P(t) = [o(t), ()] jeli k=2,
P(t) = [¢(t),v(t),9(t)]  jeli k=3.

¢ a v (respektive ¢, 1) a 1) jsou funkcemi jedné proménné ¢, definovanymi v intervalu
(a,b). Nazyvame je souradnicové funkce zobrazeni P. Proménnou t nazyvame parametr.

Derivaci funkce P podle ¢ zna¢ime teCkou a povazujeme ji za vektorovou funkci. (Napf.
ve fyzice je derivaci polohy podle Casu rychlost a rychlost je vektor.)

Souradnice P(t) zapisujeme v kulatych zavorkach. RovnéZz mizeme pouzit vektory i, j a
k (jednotkové vektory, orientované souhlasné s osami x, y a z a psat:

Pt) = (0(t),¥() = o(t)i+ ()] jeli k=2,
P(t) = (6(t),¢(),0(t) = o) i+ o) j+d(H)k  jeli k=3,
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Jednoducha hladka krivka - definice

Pt) = [o(t),¥(t)] je-li k=2,
Pt) = [p(t), (), 9(t)]  jeli k=3.

Zobrazeni P povazujeme za spojité, jestlize vSechny jeho souradnicové funkce jsou spo-
jité.

Podobné, o zobrazeni P tikdme, Ze ma spojitou derivaci, maji-li vS§echny soufadnicové
funkce spojitou derivaci.

Poznamka: Nehrozi-li nedorozuméni a zdiména se znacenim souradnych os, miizeme misto
o(t), ¥(t), ¥(t) souradnicové funkce zobrazeni P znaliti x(t), y(t), z(t).
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Jednoducha hladka krivka - definice

Definice (parametrizace). Necht P je spojité zobrazeni intervalu (a,b) C R do E;
(kde £ = 2 nebo k = 3). Predpoklddejme, Ze

a) zobrazeni P je v intervalu (a, b) prosté, s moznou vyjimkou piipadu, kdy
P(a) = P(b) a

b) P ma omezenou, spojitou a nenulovou derivaci P v otevieném intervalu (a, b).

Mnozinu vsech bodi P(t) pro t € (a,b) (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyvame
Jjednoduchd hladkd krivka v K. Zobrazeni P nazyvame parametrizace.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Jednoducha hladka krivka - definice

Definice (jednoducha hladka krivka). Nechi P je spojité zobrazeni intervalu
(a,b) C R do Ej (kde k = 2 nebo k = 3). Pfedpokladejme, Ze

a) zobrazeni P je v intervalu (a, b) prosté, s moznou vyjimkou piipadu, kdy
P(a) = P(b) a

b) P ma omezenou, spojitou a nenulovou derivaci P v otevieném intervalu (a, b).

Mnozinu vsech bodi P(t) pro t € (a,b) (tj. obor hodnot zobrazeni P) pak nazyvame
Jjednoduchd hladkd krivka v . Zobrazeni P nazyvame parametrizace.

Je-li P(a) = P(b) pak nazyvame JHK uzavienou.

JHK vétsinou oznacujeme velkymi pismeny, napiiklad C, K, C'y. Obrazky na tabuli.
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Jak je to s parametrizaci? Je jednoznacna?
Jak najit te¢ny vektor k JHK? Na tabuli.

Priklady parametrizace na tabuli.
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Jednoducha po castech hladka krivka

Na tabuli.



I11.1.8. Jednoducha po ¢astech hladka kfivka. Predpoklidejme. ze Cy, ...,

Cy jsou Jednoduché hladké kiivky v Ey (k = 2 nebo k = 3) takové, ze

a) kb.Cy=pb.Cq, kb.Cy=pb.Cy,....kb.Cy_y = pb.Cy,

b) kromé bodi zminénych v a) a kromé mozncho pripadu, kdy p.b.Cy = k.b.C,,.
nemaji ziadné dvé z kiivek Cy. .., C,, Zadny dalsi spoleény bod.

Pak sjednoceni C = Ui, C. nazyvame jednoduchou po castech hladkou krvkou

v IE,. (Zapis ¢asto zkracujeme na “jednoduchd p. ¢. hladka kfivka™.)

Orientace jednoduché p. ¢. hladké krivky C' je dina orientaci jejich jednotlivych
Wladkych éasti Cy, . .., Cp. Pokladdme p.b.C = p.b.Cy (potitenibodC)a kb.C =
k.b.C,, (koncovy bod ).

Ktivku, ktera se od C lisi pouze orientaci, oznacujeme -C.

Jednoduchi p. é. hladki kivka C se nazyvi uzaviend, jestlize pb.C = k.b.C.




IIL.1.8. Jednoducha po ¢astech hladka kiivka. Predpoklidejme. ze C,, ...,

Cy jsou Jednoduché hladké kiivky v Ey (k = 2 nebo k = 3) takové, ze

a) kb.Cy=pb.Cy, kb.Cy=pb.Cy,....kb.C,_y =pb.C,,

b) kromé bodii zminénych v a) a kromé mozncho pripadu, kdy p.b.Cy = k.b.Cy.
nemaji zadné dve z krivek €. ..., C,, zadny dalsi spolecny bod.

Pak sjednoceni C = U, C, nazyvame jednoduchou po édstech hladkou krivkou

v IE,. (Zapis ¢asto zkracujeme na “jednoduchd p. ¢. hladka kfivka”.)

Orientace jednoduché p. ¢. hladké krivky C' je dina orientaci jejich jednotlivych
lladkyeh easti Cy, . .., Cp. Pokladdame p.b.C = p.b.Cy (pocatecni bod Gl b=
kb.C,, (koncovy bod C).

Kiivku, ktera se od C lisi pouze orientaci, oznacujeme -C.

Jednoduchd p. ¢. hladké kiivka C se nazfvi uzaviend, jestlize p.b.C = kb.C.

kb P e

Cc 7 - -.
/€y (
/

: Cs
ﬁr_\*‘\x‘ / v Oy &

pu'.l.CE.l:.b.C

Obr. 18b
Obr. 18a

Nat obr. 18a a 18b vidite priklady jednoduchych p- & hladkvch kivek. Kiivka na

Uy T E £
' 18b je uzaviena.






