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Matematika II — prednaska 13

Co bude dneska?

Nékteré vlastnosti trojného integralu.

Transformace integralu do cylindrickych soufadnic.
Transformace integralu do sférickych souradnic.
N¢jaké priklady

Tyto slidy jsou na adrese

http : / /marian. f sik.cout.cz /"neustupa/M2_Neu_prednaskal3.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

Véta (Postacujici podminka pro existenci trojného integralu.). Nechi M je
méritelnd mnoZina v Eg a [ je omezend a spojitd funkce na M. Pak trojny integrdl
[[f v f dxdydz existuje.

Véta (Fubiniho véta pro trojny integral.). Nechf M je elementdrni obor integrace
vzhledem k roviné xy. Nechl f(x,y, z) je spojitd funkce na M. Pak

// f(z,y, 2 da:dde—// (/ (x,y,z)dz)dazdy.
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

a) Linearita trojného integralu. Jsou-Ii funkce f a g integrovatelné na mnoZziné M C
Es aa € R, pak

///M(erg)dﬂfdde://Mfd:z:dydzjt///Mgdxdydz’
a- fdx 2= - " .
[]] s draviz = o [[[ s araya
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

a) Linearita trojného integralu. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na mnoziné M C
Es aa € R, pak

///M(f‘Fg)dxddeZ///Mfda:dydz+///Mgdxdydz,
///Ma'fdfﬂdyd2=oz-//Mfdxdydz.

b) Aditivita trojného integralu vzhledem k oboru integrace. Nechf jsou M; a M,
meéfitelné mnoZiny v Eg, takové, Ze us(My N Ms) = 0, a f je integrovatelnou funkci
na M i na My, pak

//leda:dydz—l—//szdxdde = ///MlUMQfdxdydz.
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

¢) Necht f je integrovatelna funkce na mnoZziné M € 3 a omezena funkce ¢ se 1is{ od
f nejvyse na mnoziné miry nula v M, pak g je také integrovatelna funkce v M a

///Mgd:r:dydz://Mfdxdydz.
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

¢) Necht f je integrovatelna funkce na mnoZziné M € 3 a omezena funkce ¢ se 1is{ od
f nejvyse na mnoziné miry nula v M, pak g je také integrovatelna funkce v M a

///Mgd“"dydz = ///Mfdxdydz.

d) Je-li f omezend funkce na mnoZiné M € 3 miry nula, pak f je integrovatelnd na

M a
///Mfdxdydz:().
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

e) Jsou-li fag integrovatelné funkce na mnoZiné M C [Ej3 takové, Ze
f(x,y,2) = g(z,y,2) V[z,y,2] € M, pak

J[[ ravayas = [[[ gasaya-

Specidlné, je-li f(x,y,2z) >0 V [x,y, 2] € M, pak

// fdrdydz > 0.
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Cylindrické souradnice - obrazek 10715

Obr.ze skript
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Cylindrické soufadnice bodu X = [z, y, z] € E3 jsour, ¢, w.

Geometricky vyznam: r, ¢ jsou polarnimi soufadnicemi bodu [z, y] v roviné zy a w = z.
L v . _—_—_— T
(obrazek na dalS$im slidu).

Mezi kartézskymi soufadnicemi a cylindrickymi souradnicemi bodu X plati relace:

T =Trcosy, Yy =7rsnep, z=w.

Jaky je Jakobian? (na tabuli).
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Cylindrické souradnice

Motivacni piiklad na tabuli

8/15

Cylindrické souradnice - motivace

A~ > ardh-2entp
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1) u
Kilove

”
IL.7.8. Sférické souradnice v KEs;. /
Sférické soufadnice bodu X = [z, 1. 2]
v IE?;; ]soudf_/r, pav, Geometr1c}<y vy?flaim
- viz. obrazek. Toto vede k nasledujicim
rovnicim:

Sférické souradnice

r cos U cos ,

r cos ¥ sin o,

r sin 1.

Obr. ze skript

Sférické souradnice

13/15
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Sférické souradnice

I1.7.8. Sférické souradnice v ;.
Sférické soutadnice bodu X = [z,y, 7]
v E;5 jsou r, ¢ a J. Geometricky vyznam
- viz. obrazek. Toto vede k nasledujicim
rovnicim:

x = T cos ¥ cos g,

y = 7 cos ¥ sin o,
= 7 sin 9.

J /y o

Obr. ze skript

Plati (dk. na tabuli) dxdydz = r? cos ¥ dr dy d.
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Stérické souradnice - priklady






