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Matematika II — prednaska 12

Co bude dneska?

Déleni kvédru a jeho norma.

Riemanovy soudty a jejich limita.

Trojny integral na kvadru a na obecné mnoziné v Es.
Meéfritelna mnozina a Jordanova mira.

Z:é4kladni vlastnosti a Fubiniho Véta.

Tyto slidy jsou na adrese
http : [ /marian. fsik.cout.cz/ neustupa/M2_N eu_prednaskal2.pdf
(pro osobni potieby).
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Déleni kvadru a jeho norma

Necht K = (a,b) x (c,d) x (e, f) je kvadr v E3 takovy, jehoZ hrany jsou rovnobé&zné se
soufadnymi osami z, y a z.

Definice (Déleni kvadru a jeho norma.). Kvddr K lze rozdélit siti rovin rov-
nobéZnych s rovinami xy, xz nebo yz na n dil¢ich kvddru K, ..., K,. Systém téchto
kvddru nazyvdame déleni kvddru K. Pojmenujeme-li popsané déleni D, pak normou
déleni D nazyvdame délku nejdelst ze vsech hran kvddrii K1, ..., K,. Normu déleni
D znacime || D||. Jsou-li délky hran dil¢ich kvddrii K, ..., K, rovny Axy, Ay, Az,
oy Az, Ay, Az, miiZeme normu || D|| vyjddrit:

|D|| = max{Axy; Ayr; Azy; ... 5 Axy; Ayn; Az}
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Riemanovy soucty a jejich limita

Necht je f(x,y,2) omezend funkce na kvadru K = {(a,b) x {c,d) x (e, f). Necht je
D zminéné déleni kvadru K. Oznaéme Axq, Ay, Az, ..., Ax,, Ay,, Az, délky stran
kvadri K1, ..., K, déleni D. Nechf V je systém zvolenychbodi Z; € K; (i = 1,...,n).
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Definice (Riemanovy soucty a jejich limita.). Riemannovym souctem funkce f na
kvdadru K, odpovidajicim déleni D a systému V vybranych bodit 7+, . . ., Z,, nazyvdme
soucet

s(f,D,V) Z F(Z) - Az Ay; Az

Rikdme, Ze &islo S je limitou Riemannovych souctii s(f, D, V) pro | D|| — 0+, jestlize
ke kazdému zvolenému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kaZdé déleni D kvddru K a
pro kazdy zvoleny systém V plati:

Dl <6 — |s(f,D,V)—S|<e
a piseme:

li ,D,V) = S.
o s D,V)
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Trojny integral na kvadru

Definice (trojny integral na kvadru.). JestliZe predchozi limita existuje, pak jeji hod-
notu S nazyvdame trojnym integrdlem funkce f na kvddru K. Tento integrdl obvykle

///Kf(x,y)da:dydz nebo //dea:dydz.

Jestlize limita existuje, Fikdme, Ze “trojny integrdl ||| i f dx dydz existuje” nebo Ze
“funkce f je integrovatelnd na kvdadru K.

znacime
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Méritelna mnozina v E; a jeji Jordanova mira

Definice (Méritelna mnozina v Ej.). Predpokiddejme, e M je omezend mnoZina
v Es. Rikdme, Ze mnoZina M je méfitelnd (v Jordanové smyslu), jestlize konstantni
funkce f(x,y, z) = 1 je integrovatelnd na M. V tomto pFipadé nazyviame hodnotu

pus(M) = ///Mda:dydz

trirozmérnou Jordanovou mirou mnoZiny M.

ps3( M) ma ndzorny geometricky vyznam: Definuje a poskytuje navod jak vypocitat objem
mnoziny M.
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MnoZiny jejichZ trojrozmérna mira je nula ("nemaji”’objem): Mnoziny kone¢ného poctu
bodt a kiivek. Plochy (grafy funkci) definované na uzavienych podmnozinach v [Es. Jed-
noduché hladké plochy (bude pozdéji).

Véta. a) Sjednoceni konecné mnoha mnoZin miry nula je mnoZina miry nula.

b) Je-li N mnoZina miry nula a M C N, pak M je také mnoZina miry nula.

Véta (Nutna a postacujici podminka pro to, aby mnozina v [E; byla méritelna.).
MnozZina M C Ej je méritelnd (v Jordanové smyslu) prdvé tehdy, je-li omezend a
ug(ﬁM ) = 0.
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Véta (Postacujici podminka pro existenci trojného integralu.).  Nechi M je
méfitelnd mnoZina v E3 a [ je omezend a spojitd funkce na M. Pak trojny integrdl

[[[; [ dxdydz existuje.

Existence trojného integralu 10/ 14



Priklad 239. Vysetiete, zda existuji trojné integraly :

; dadydz
: il 1;,1!7 — U E : (] < < 2 cec kg 01 _2 Bl 2 .
®f/j|;«'{:1+1'—|—z}‘s' {[I.y.E]E 3 Lo 2, Ll g }

b) f// (x+y2)dedydz, W={[z,y,2] €Bs: 2 <y<2, >3},
JJSw

: 1 : 2 2 2
C)f/]pt-'x2+y2+32—gdrdydz! Hf={[.’13,y,~'f]'EE:;.1{,1. .+-y o {:4}
Regent




Priklad 239. Vysetiete, zda existuji trojné integraly :

dfr:dt;d.f )
F =[x st D =S O =0 ipl P
—f]f {1_|_¢_|_ , W {[IayEE]EE;:, i B R 1_y_ﬂ, 2 < _2}.

h)]f bovgdidniply Wellas e Bt te<s. o B
W

1 4 : 2 . 93
C}/_//W:[:2+y2+32_gd$dyd‘z’ W= {[z,y,z] € Ba: 1 <2®+ 32+ 2% < 4).

Resent :

1

ETPT nenf omezend na W, {1+z+2z = 0}NW # 0,

a) neexistuje, protoze funkce

Z |2
1




Priklad 239. Vysetiete, zda existuji trojné integraly :

' dx dy dz
: -. W= Ez:0< <2 -1<y<(), =2<z<2
E”[ULu+w+zF' Unp 7 €Ba: 05252 ~15y< Szs2)

h) ]// {:L. * yz} drdydz’ W = {["H'- s E] € ES e i i 3}:
S JW

1
drdydz, W={|lrx.y zlelE;:1 2 2 2 - 4)
;}'///Hxiﬂz-l—yz—l—z?_g raydz, {[T_y_ ]E 3 <4y +z }
éF‘fFﬂ?

a) neexistuje,

b) neexistuje,
¢) existuje; W je méfitelnd mnozina v Eg; a® +y* +2%2—9 # 0 ve W, tedy integrovana

1 1
funkce je spojita na W: - <
L '8 |24yt +22-9

tedy funkce je omezena na W, ®

1
< £ pro kazdy bod [z,y,2] € W,
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

a) Linearita trojného integralu. Jsou-Ii funkce f a g integrovatelné na mnoZziné M C
Es aa € R, pak

///M(erg)dxdde://MfdxddeﬂL///Mgdxdydz,
J[] a-rasaya: =a- [[[ rasaya-
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

a) Linearita trojného integralu. Jsou-Ii funkce f a g integrovatelné na mnoZziné M C
Es aa € R, pak

///M(erg)da:dydz: //MfdxddeﬂL///Mgd:cdydz,
J[] a-rasaya: =a- [[[ rasaya-

b) Aditivita trojného integralu vzhledem k oboru integrace. Nechf jsou M, a M,
meéfitelné mnoZiny v Es, takové, Ze uz(My N Ms) = 0, a f je integrovatelnou funkci
na M i na M, pak

//ledxdyder//szda:dydz = ///MlUMQfdxdydz,
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

¢) Necht f je integrovatelna funkce na mnoZziné M € 3 a omezena funkce ¢ se 1isi od
f nejvySe na mnozin€ miry nula v M, pak g je také integrovatelna funkce v M a

///Mgd:cdydz://Mfdxdydz.
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

¢) Necht f je integrovatelna funkce na mnoZziné M € 3 a omezena funkce ¢ se 1isi od
f nejvySe na mnozin€ miry nula v M, pak g je také integrovatelna funkce v M a

///Mgdxdydz = ///Mfdxdydz.

d) Je-li f omezend funkce na mnoZziné M € 3 miry nula, pak f je integrovatelnd na

M a
// fdrdydz = 0.
M
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Nékteré vlastnosti trojného integralu

e) Jsou-li fag integrovatelné funkce na mnoZiné M C [Ej takové, Ze
f(z,y,2) = g(z,y,2) V[z,y,z2] € M, pak

J[[ ravayas = [[[ gasayas

Specidlné, je-li f(x,y,2z) >0 V[x,y,z] € M, pak

// fdrdydz > 0.
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Definice (Elementarni obor integrace v Es.). Nechf M, je méfitelnd uzaviend
mnoZina v By a z = ¢1(x,y) a 2 = ¢a(x,y) jsou spojité funkce na M,, takové, Ze
t1(x,y) < ¢a(x,y) pro vSechna [z, y] € M,,. Pak mnoZinu
M = {[l',y,Z] € ES; [xay] S Mmy:
¢1($,y) <z < ¢2(5E7y)}
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Elementarni obor integrace

Obrazek ze skript M 11
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Definice (Elementarni obor integrace v Es.). Nechf M, je méfitelnd uzaviend
mnoZina v By a z = ¢1(x,y) a 2 = ¢a(x,y) jsou spojité funkce na M,, takové, Ze
t1(x,y) < ¢a(x,y) pro vSechna [z, y] € M,,. Pak mnoZinu

M = {[x,y,z] € Es; [z,y] € My,
¢1($7y) <z< QSZ(xvy)}

Obdobné by se definovali elementarni obory integrace vzhledem k rovinndm xz a yz.

Myslenka véty: Obor integrace M rozdélime na nekonecné mnoho svislych usecek. Jed-
nou z nich je dsecka PQ. Nejprve integrujeme funkci f na kazdé z téchto usecek jako
funkei jedné proménné z — dostdvame F(x,y) = [ ¢12 f(z,y, z) dz. Vysledek zavisi

na x a nay, protoze poloha dsecky PQ z4visina x anay. Pak integrujeme F'(z, y) jakoZto
funkci dvou proménnych x a y na mnoziné M,,,.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Elementarni obor integrace

Obrazek ze skript M 11
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Fubiniho véta pro trojny integral

Véta (Fubiniho véta pro trojny integral.). Nechf M je elementdrni obor integrace
vzhledem k roviné wy, definovany v odstavci I1.7.1. Nechi f(x,y, 2) je spojitd funkce
na M. Pak

///M flz,y,2) dedydz = //sz (/Z:;y)f(x,y,z) dz) dzx dy.

Obdobné by se formulovala véta pro integraci na elementarnim oboru integrace vzhledem
k rovin€ xz ¢i yz.

Piiklady.



























Pr.: /ff zy dx dydz, ngtnost, pokud p = x.y
; W ) Staticky moment k roviné xz, pokud p = x

Staticky moment k roviné yz, pokud p =y

( Staticky moment k roviné xy, pokud p = xy/z )

( Moment setrvacnosti k ose x, pokud p = xy/(y*2 + z*2) )
Atd.
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Nékteré fyzikalni a mechanické aplikace trojného integralu

Méjme téleso ve tvaru méfitelné mnoziny M. Hustota télesa budiz dana jako p(z,y, z) a
uddvana v kg - m 3. Pak

hmotnost télesa .... m = /// p(x,y, z) dvdydz ke,
M
staticky moment

vzhledem k rovin€ xy  my,, = /// z-p(z,y,2) dedydz  [kg-m],
M

vzhledem k rovin€ xz m,., = /// y-p(x,y,2)dedydz [kg-m],
M

vzhledem k roviné yz m,, = /// x-p(r,y,z) dedydz [kg - m],
M
My

v . VWVew N é mmz mxy
souradnice téziste¢ .. = ——, yr = 2 = —=,
m m m
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moment setrvacnosti

vzhledem k roviné zy

vzhledem k roviné xz

vzhledem k roviné yz

vzhledem k ose = ..

vzhledemk ose y . ...

vzhledem k ose z . ...

vzhledem k pocitku .

Joy = /// p(x,y, z)dx dydz
sz:/// y* - p(z,y, ) dedydz

Jy» = /// p(x,y, z)dxdydz
Jx:///M(yQ—Fzﬂ)-p(gz,y,z)dxdydz
Jy:///M(ijLzz)-p(:v,y,z)dxdydz
JZ:///M(szr?f)-p(:v,y,z)dxdydz
J():///M(l'z-l-y2+22)',O(ZE,y,Z)dCCdde



