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Matematika II – přednáška 11

Co bude dneska?

Polárnı́ souřadnice v E2.

Transformace dvojného integrálu do polárnı́ch souřadnic.

Aplikace na přı́klady. Podrobnějšı́ pohled na transformaci souřadnic.

Tyto slidy jsou na adrese
http : //marian.fsik.cvut.cz/˜neustupa/M2 Neu prednaska11.pdf
(pro osobnı́ potřeby).
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Shrnutı́ co bylo minule

Věta (Fubiniho věta pro dvojný integrál). a) Necht’ M je elementárnı́ obor inte-
grace vzhledem k ose x. Necht’ funkce f(x, y) je spojitá v M . Pak��

M

f(x, y) dx dy =

� b

a

�� φ2(x)

φ1(x)

f(x, y) dy

�
dx.

b) Necht’ M je elementárnı́ obor integrace vzhledem k ose y. Necht’ funkce f(x, y) je
spojitá v M . Pak

��

M

f(x, y) dx dy =

� d

c

�� ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

�
dy.

Počı́tánı́ konkrétnı́ch přı́kladů a výpočet fyzikálnı́ch a mechanických charakteristik desky.

Dvojný integrál, připomenutı́ z minula 2 / 14
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Polárnı́ souřadnice v E2

Motivačnı́ přı́klad.

Jak jinak můžeme popsat polohu bodu v rovině. Je to vlastně obdoba substitučnı́ metody
(změnila funkci a obor integrace), zde se soustředı́me jak změnit obor integrace. Řı́ká se
tomu transformace do jiných souřadnic.
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Obr. polárnı́ souřadnice
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa
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ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr T. Neustupa

Definice (Polárnı́ souřadnice v E2.). Polohu bodu X ∈ E2 můžeme jednoznačně
určit jeho polárnı́mi souřadnicemi r, ϕ, které majı́ tento geometrický význam: r je
vzdálenost X od počátku O a ϕ je úhel mezi kladnou částı́ osy x a úsečkou OX
(měřený od osy x k úsečce OX). Vztah mezi kartézskými souřadnicemi x, y a polárnı́mi
souřadnicemi r, ϕ je dán rovnicemi

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ.
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Obr. polárnı́ souřadnice

Z geometrie plyne:

ϕ z intervalu delky max 2π

r ≥ 0
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Transformace dvojného integrálu do polárnı́ch souřadnic

Chci spočı́st integrál � �

M

f(x, y) dx dy

Nahradı́m x a y výrazy r cos ϕ a r sin ϕ.
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Transformace dvojného integrálu do polárnı́ch souřadnic

Chci spočı́st integrál � �

M

f(x, y) dx dy

Nahradı́m x a y výrazy r cos ϕ a r sin ϕ.
Je však třeba ještě

a) popsat obor integrace M v polárnı́ch souřadnicı́ch a starý popis (v kartézských
souřadnicı́ch) zaměnit novým popisem (v polárnı́ch souřadnicı́ch),

b) dosadit vhodný výraz do dvojného integrálu za dx dy (podobně, jako když při sub-
stituci x = g(t) v jednorozměrném integrálu dosazujeme dx = g�(t) dt).

Množina M odpovı́dá množině M � v polárnı́ch souřadnicı́ch (M � je vlastně popis množiny
M v pol. souř.).
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Výraz dx dy je třeba při transformaci do polárnı́ch souřadnic nahradit takto:

dx dy = r dr dϕ.

Činitel r na pravé straně je tzv. “jakobián” (zkratka pro “Jacobiho determinant”).

Transformace dvojného integrálu do polárnı́ch souřadnic má smysl tehdy, pokud vede ke
zjednodušenı́ integrované funkce nebo ke zjednodušenı́ popisu oboru integrace. (Přı́klady).
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Podrobnějšı́ pohled na transformaci souřadnic

Na tabuli.

Podrobnějšı́ pohled na transformaci souřadnic. 12 / 14
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Zobecněné polárnı́ souřadnice

Co když nemá kruh střed v počátku? Co když to bude elipsa?
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Zobecněné polárnı́ souřadnice

Co když nemá kruh střed v počátku? Co když to bude elipsa?

Tyto souřadnice majı́ podobný geometrický význam, jako polárnı́ souřadnice, avšak je-
jich počátek nemusı́ být stejný jako počátek v kartézských souřadnicı́ch (kruh se středem
mimo počátek).

Rovněž nejsou “izotropnı́”, tj. mı́ra změny r ve směru osy x a ve směru osy y se může
lišit (elipsa).

x = x0 + ar cos ϕ, y = y0 + br sin ϕ,

přičemž [x0, y0] je zvolený bod v E2 a a, b jsou zvolené kladné konstanty.

Pak je (tj. jakobián, ukážeme když bude čas):

dx dy = rab dr dϕ.
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