CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19 T. Neustupa

Matematika II — prednaska 10

Co bude dneska?

Jak se pocitad dvojny integral - Fubiniho véta pro dvojny integral.
Plosny obsah rovinného obrazce.
Vypocet mechanickych charakteristik rovinné desky.

Tyto slidy jsou na adrese

http : [ /marian. f sik.cout.cz/"neustupa/M2_N eu_prednaskal0.pdf
(pro osobni potieby).
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Shrnuti co bylo minule

Véta (Postacujici podminka pro existenci dvojného integralu).
Necht M je mé¥itelnd mnoZina v Ey a f je omezend a spojitd funkce na M. Pak dvojny
integrdl [ [ v dxdy existuje.

Véta (Nutna a postacujici podminka pro méritelnost mnoziny v E;). MnoZina
M C E, je méFitelnd (v Jordanové smyslu) pravé tehdy, je-li omezend a piz(OM) = 0.

Dvojny integrél, pfipomenuti z minula 2/11
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Elementarni obor integrace (pripomenuti)

Definice (Elementarni obor integrace). Nechf y = ¢1(x) a y = ¢o(x) jsou spojité
funkce v intervalu (a,b) a necht ¢,(x) < ¢o(x) pro vSechna x € (a,b). Pak mnozinu
M = {[z,y] €Es; a <z <b, ¢1(2) <y < ¢a(2)}

nazyvame elementdrnim oborem integrace vzhledem k ose x.

b) Necht x = 1 (y) a x = 19(y) jsou spojité funkce v intervalu {c, d) a necht 11 (y) <
o(y) pro vSechna y € (c, d). Pak mnoZinu

M = {[z,y] €Ey; c <y <d, P1(y) <z <s(y)}

nazyvdme elementdrnim oborem integrace vzhledem k ose 1.

Obrazky na tabuli.
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UvaZujme elementarni obor integrace vzhledem k ose .

Obr. 10a
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UvaZujme elementarni obor integrace vzhledem k ose .

Obr. 10a

Uvazujme rozdéleni mnoziny M pres niz integrujeme na nekonecné tenké svislé pruhy
(dsecky) napr P(). Je jich nekone¢né mnoho.
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Uvazujme rozdéleni mnoziny M pres niz integrujeme na nekonecné tenké svislé pruhy
(Gsecky) napr P(). Je jich nekone¢né mnoho.

Nyni integrujme funkci f(x,y) na kazdé takové dsecce. Protoze x je pevné, jedna se tedy

o funkci proménné y.
p2(x)

Fz) = [b oy

Vysledek samoziejmé zavisi na x (pro jaké x to byla dsecka).
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Uvazujme rozdéleni mnoziny M pres niz integrujeme na nekonecné tenké svislé pruhy
(Gsecky) napr P(). Je jich nekone¢né mnoho.

Nyni integrujme funkci f(x,y) na kazdé takové dsecce. Protoze x je pevné, jedna se tedy
o funkci proménné y.

b2 (z)
F(x):[b() fz,y)dy

Vysledek samoziejmé zavisi na x (pro jaké x to byla dsecka).

Pak seCtu vysledky pres vSech nekonecné tseCek = integruju F'(z) jako funkci proménné
x od a do b.

Zformulujeme to jako vétu:
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Fubiniho véta

Véta (Fubiniho véta pro dvojny integral). a) Nech! M je elementdrni obor inte-
grace vzhledem k ose x. Necht funkce f(x,y) je spojitd v M. Pak

/ flx,y) dedy = / (/¢(2())f(x,y) dy) dz.

b) Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose y. Necht funkce f(x,y) je
spojita v M. Pak

d P2 (y)
de dy = dx | du.
/Mf(af,y) x dy /c(/wl(y) f(z,y) 33) Y

Integralim na pravé strané (jsou to dva jednoduché integraly) se fika dvojndsobné. Tj.
Fubiniho véta pfevadi dvojny integral na dvojnasobny.



CVUT, Fakulta strojni, letni semestr 2018-19

T. Neustupa

Priklady na dvojny integral

Na tabuli.

PloSny obsah rovinného obrazce

Na tabuli.



























