CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr J. Valasek

Matematika I — prednaska 8

Shrnuti co bylo minule

Zakladni vlastnosti funkci.

Co bude dnes

Zékladni pojmy diferencialniho poctu. Posloupnosti redlnych Cisel

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).
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Matematika I — prednaska 8

I1. Diferencialni pocet (realné funkce jedné realné promeénné)

Nékteré pomocné pojmy

Rozsifena mnozina realnych cisel: R*:= R U {—oo} U {+oc}
prvky —oo a +o00 ... tzv. nevilastni body
ostatni prvky (tj. ¢isla z R) . .. viastni body
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Nekteré aritmetické operace lze pfirozenym zptisobem rozsifit z R na R*:

a) pro x € R definujeme:
T+ (+00) = 400, x4+ (—00)=—00, z— (+00)= —o00,
r—(—0) =400, z/(+00)=2x/(—00)=0;

b) (+00) + (+00) = 400, (—00)+ (—00) =—00, (+00)— (—00) = +o00,
(~00) ~ (+00) =~
(+00) - (+00) = 400, (400) - (—00) = —00, (—00) - (—00) = 400;

¢) pro x € R — {0} definujeme:
x - (+00) = +00 (Ge-liz >0) nebo = —o0 je-li (x <0),
x-(—00)=—00 (je-liz >0) nebo = +oo (je-li (z <0),
(+o00)/z =sgnz - (+00), (—o0)/z =sgnz-(—00).
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Nedefinované operace:
déleni nulou, (+00) — (+00), (—00) — (—00), (400) + (—00), (+o0)/(£oc) a
0-(00). (Rikdme, Ze tyto operace nemaji smysl.)

Na mnozinu R* 1ze z R roz$ifit usporddani, definované pomoci relace ,,<”’: Pro libovolné
x € R definujeme: —oo < x < 400.

Misto +oo budeme dale vétSinou psat pouze co.
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Okoli bodu v R*

Je-li zy € R, pak okolim bodu xy nazyvame kazdy interval (zo—e,x¢+¢), kde € > 0.
Znaceni: U.(zy) nebo pouze U(zy).

prstencové okoli bodu zy € R: mnozina typu U(zg) — {x0};
znaeni: P(zg)

okoli oo (a zaroven prstencové okoli oo:) jakykoliv interval typu (a,o00) (kde a € R);
znaceni: P(o0) nebo U(o0)

okoli —oo (a zaroven prstencové okoli —oo:) jakykoliv interval typu (—oo, a)
(kde a € R); znaCeni: P(—o0) nebo U(—o0)

levé okoli bodu xy € R: kazdy interval typu (zg — €, z¢), kde € > 0;
znaceni: P_(x)

pravé okoli bodu zy € R: kazdy interval typu (z, xo + ), kde € > 0;
znaCeni: Py (xg)

M1 T.Neustupa



Extrémy mnozin v R

maximum mnoziny M (C R): Cislo y € M takové,ze Vxe M : x <y
znaceni: max M

minimum mnoziny M (C R): &islo z € M takové,ze Ve e M : x>z
znaCeni: min M

Maximum a minimum mnoziny M souhrnné nazyvame extrémy mnoZziny M.

Ne kazda mnozina M v R musi mit maximum a minimum.
Jinymi slovy: max M (nebo min M) miiZe, ale nemusi existovat.

Priklady: viz TABULE |T8.1

Supremum a infimum mnoZziny. Na tabuli.

M1 T.Neustupa



I1.2. Posloupnosti realnych cisel

Definice (posloupnost). Posloupnosti redlnych cisel (kratce pouze posloupnosti)
nazyvame zobrazeni mnoziny prirozenych Cisel N do mnoZziny redlnych Cisel R.

Posloupnost, kterd pfirozenym ¢islim n pfifazuje redlna Cisla a,,, se znaci
{a1, as, ag, ...} nebo pouze {a,}.

ay, ... n-ty ¢len posloupnosti {a,}

Je-li M C R a a, € M, pro vSechna n € N, pak {a,} nazyvame posloupnosti v M.
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Definice (posloupnost omezena). Posloupnost {a,} nazyviame
— omezenou shora, existuje-li K € R tak,ze Vn e N: a, < K,
— omezenou zdola, existuje-li L € R tak,ze Vn e N: a, > L,
— omezenou, je-li tato posloupnost omezena shora i zdola,

Priklady: viz TABULE

Definice (posloupnost rostouci, klesajici). Posloupnost {a,} nazyvidme
— rostouct, jestlize Vn € N: a, < apy1;
— klesajict, jestlize Vn € N: a, > ap11.

Priklady: viz TABULE

Definice (posloupnost neklesajici, nerostouci). Posloupnost {a,} nazyviame
— neklesajict, jestlize Vn € N: a, < anpy1;

— nerostouct, jestlize Vn € N: a, > a,y1.
Priklady: viz TABULE
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posloupnosti rostouci

posloupnosti klesajici } posloupnosti ryze monoténnt

posloupnosti neklesajici

; j osloupnosti monotonni
posloupnosti nerostouci } p p

Poznamka. Kazda ryze monoténni posloupnost je zaroven monoténni posloupnosti.

Limita posloupnosti

Motivace. Nekteré posloupnosti {a,} maji tu vlastnost, Ze a, se ,,blizi” k néjakému
Cislu a € R*, jestlize indexy n ,,jdou do nekonecna”. Jak toto piesn€ popsat?

Definice (limita posloupnosti). Cislo a € R* nazyvame limitou posloupnosti {a,},
jestlize

[VU(a)] [AnoeN] [VneN]: (n>ny) = (a, € Ula)).

PiSeme: lim a,, = a nebo lim a, = a.
n—odo
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Priklady: viz TABULE

Definice (posloupnost konvergentni, divergentni). Je-li lim a,, € R (coZ znamena:
limita existuje a je kone¢na), fikame, Ze posloupnost {a,, } je konvergentni.

Jestlize lim a,, = oo nebo —oo nebo limita neexistuje, fikdme, Ze posloupnost {a, }
je divergentni.

Poznamka. Konec¢nou limitu téZ nazyvame viastni limitou, nekonecnou limitu téZ nazy-
vame nevlastni limitou.

Véta. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Dukaz: viz TABULE

M1 T.Neustupa




Definice (vybrana posloupnost). Necht {k,} je rostouci posloupnost pfirozenych
Cisel. Pak posloupnost

{akl, Afoy Akgy -+ oy A, }

nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}. Tuto vybranou posloupnost
znacime kratce {ay, }.

Priklad: viz TABULE

Véta. Md-li posloupnost {a,} limitu rovnou a, pak jakdkoliv vybrand posloupnost
z posloupnosti {a,} md tuté? limitu a.

Poznamka. Pokud posloupnost {a, } obsahuje dvé vybrané posloupnosti (= podposloup-
nosti), které maji rizné limity, pak lim a,, neexistuje.

Priklad: viz TABULE
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vvvvvv

prikladech na cviceni. Postupy jsou zaloZeny zejména na nasledujicich vétach.

Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu posloupnosti).

a) lim (a, +b,) = lim a, + lim b,

b) lim (a, —b,) = lim a, — lim b,
c) lim (a,-b,) = lim a, - lim b,,
a lim a
lim = = — "
d) hm o™ = b,

pokud pravé strany maji smysl (tj. limity na pravych strandch existuji a uZité operace
maji smysl).

Véta (o limité seviené posloupnosti). Nechi {a,}, {b,}, {c.} jsou posloupnosti,
pro které plati lim a,, =limc, =1 a VneN: a, <b, <c, Pak lim b, = 1.

Priklady: viz TABULE
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