CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr J. Valasek

Matematika I — prednaska 3

Shrnuti co bylo minule

Linearni zavislost a nezavislost, Dimenze a Baze vektorového prostoru, podprostory.

Co bude dnes

Matice, hodnost matice, Gaussuv algoritmus.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednisku).



Matematika I — prednaska 3

1.2. Matice

Definice (matice). Matici typu m x n nazyvame obdélnikové pole, tvorené z m - n
redlnych ¢isel (tzv. prvkii matice), zapsanych v m fadcich a n sloupcich.

Priklady.
Prvky matice A jsou znaceny a;;, kde
j
aiy, a2, ..., Qip . , ,
4 4 4 1 = 1,....mayj 5 = 1,...,n. Prvni
21 22 ¢t 2n . v 7 . 7 v 7

A= o ’ index iikd, v jakém fadku se prvek
nachdzi, a druhy index fika, v jakém

am1l, Am2, ---, Gmn

sloupci se prvek nachizi.



0, 2, 3, 4 8 =5 . .
B je matice typu 3 X 6.
B = 2, 3, 5 -1, 9, 17 (Ma 3 radky a 6 sloupcu.)
3, -8, 7, 6, —4, 23 A

Definice (rovnost dvou matic). Dvé matice pokladame za sobé rovné, jsou-li stejného
typu a maji li na odpovidajicich si mistech stejné prvky.

Predpoklddejme, Ze A = (a;;) je matice typu m X n.

Definice (hlavni diagonala). Prvky aii, aso, ... tvofi v matici A tzv. hlavni dia-
gondlu.

Definice (horni trojihelnikova matice). Jsou-li v matici A v§echny prvky pod hlavni
diagondlou rovny nule, nazyvame A horni trojiihelnikovou matict.

Definice (nulova matice). Matici, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule, nazyvame
nulovou matici.



Definice (transponovana matice). Matici B = (b;;) typu n x m, pro jejiZ prvky plati
bij=a; (i=1,...,n; j=1,..., m), nazyvame transponovanou matici k matici A.

Znacime ji AT,

1. sloupec matice A’ je stejny jako 1. fddek matice A,
2. sloupec matice AT je stejny jako 2. Fddek matice A, atd.

Transponovanou matici A7 ziskdme preklopenim”matice A kolem hlavni diagonaly.
Definice (Ctvercova matice). Matici typu n X n nazyvame c¢tvercovou matict.
Ctvercova matice ma stejny pocet fadkd, jako sloupct.

Definice (jednotkova matice). Ctvercovou matici, kterd ma na hlavni diagonale samé
jednotky a vSude mimo hlavni diagonalu nuly, nazyvame jednotkovou matici. Tuto

matici oznacujeme F.

Priklady: viz TABULE |T3.1




Definice (s¢itani matic). Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice stejného typu m X n,

pak jejich souctem nazyvame matici C' = (¢;;), kterd je rovnéZ typu m X n a pro
jeji prvky plati: ¢;; = a;; +b;; (i =1,...,m; 7 = 1,..., n). Pouzivime zdpis

C=A+B.

Priklad: viz TABULE|T3.2

Poznamka. Matice stejného typu také lze odCitat: Rozdilem matic A a B nazyvame
matici C = A+ (—1)- B. PiSeme C' = A — B.

Definice (nasobeni matic realnymi ¢isly). Je-li A = (a;;) matice typu m X n a
A je redlné Cislo, pak soucinem cisla A a matice A (nebo také \—ndsobkem matice
A) nazyvame matici C' = (c¢;;), kterd je rovnéZ typu m x n a pro jeji prvky plati:
cj=A-a; (i=1,...,n; j=1,..., m). Pouzivame zapis C' = \ - A.

Priklad: viz TABULE|T3.3




Definice (nasobeni matic). Je-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (b;;) matice
typu n X p, pak soucinem matic A a B nazyvame matici C' = (¢;;) typu m X p, pro
jejiz prvky plati:

Cij = a1 bij + Gigbaj + ... + Qi bn;

1,..., p). Pouzivame zéapis: C'= A - B.
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Skaldrnim soucinem aritmetickych vektorQ [uy, uo, ... , u,]afvy, vo,..., v,] zR" na-
zyvame Cislo uj vy +ug vy + ...+ up vy, .

Nyni vidime: Prvek ¢;; v matici C' je skalarnim soucinem i—tého fadku v matici A a
7—tého sloupce v matici B.

Abychom mohli utvofit soucin dvou matic A a B (v tomto poradi), musi mit matice A
tolik sloupcti, kolik ma matice B fadku. Jinak matice A a B nasobit (v tomto poradi)
nelze.

Priklady: viz TABULE T3.4




Pravidla pro operace s maticemi. Predpokladejme, Ze A, B a C' jsou matice a «, [3 jsou
redlni Cisla. Pak plati:

a) A+ B= B+ A, b) (A+B)+C=A+(B+0C),
¢)a-(A+B)=a-A+a-B, d) (a+p)-A=a-A+p5- A,
e) A-(B+C)=A-B+A-C, ) (A-B)-C=A-(B-C),

o) A-E = A, h E-B=B,

i) (A+ B)T = AT + BT, i) (A-B)YT = BT . AT,

(Predpokladame, ze typy matic jsou takové, ze uvedené operace maji smysl.)

Nasobeni matic neni komutativni, tj. obecné neplati,ze A- B =B - A!

Priklady: viz TABULE |T3.5




Definice (hodnost matice). Maximalni pocet linearné nezavislych radkd matice A
(chdpanych jako aritmetické vektory) nazyvame hodnosti matice A. Znac¢ime ji h(A).

Jednduchy priklad: viz TABULE |T3.6

Poznamka. Hodnost matice Ize definovat i jako maximalni pocet linearné nezavislych
sloupcii. Obé definice (tj. ,,fadkova” i ,,sloupcova”) pfifazuji matici totéz ¢islo jakozto jeji
hodnost. (Toto jednoduché tvrzeni neni uplné€ snadné dokéazat.)

Otazka: Jak urcit hodnost zadané matice?

Odpovéd je jednoduchd, pokud matice je horni trojihelnikova (s nenulovymi prvky na
hlavni diagondle):

Véta. Nechf A je horni trojithelnikovd matice typu m X n, kterd md vSechny prvky na
hlavni diagondle riizné od nuly. Pak h(A) = min{m; n}.

Poznamka. Za predpokladd véty plati: h(A) = min {m; n} = pocet nenulovych radka.

Priklady: viz TABULE T3.7




Otazka: Co ale mame délat, kdyZ chceme urCit hodnost matice, kterd neni horni troj-
uhelnikova (s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle)?

Odpovéd’: Pomoci tzv. ekvivalentnich viprav, které neméni hodnost, pievedeme zadanou
matici na horni trojuhelnikovou matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagonale). Jeji
hodnost pak ur¢ime pomoci uvedené véty.

Ekvivalentni ipravy matice. Ekvivalentni Gpravy, které budeme pouZivat, jsou tyto:

a) zména poradi Fdadku,

b) vyndsobeni nékterého rddku nenulovym cislem,

c) pricteni k nékterému vddku linedrni kombinace ostatnich vddkii (specidlné, pri-
Cteni ndsobku jiného rddku),

d) vynechdni Fdadku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich rddkit (specidlné, vyne-
chdni 7ddku obsahujictho samé nuly nebo vynechdni vddku, ktery je ndsobkem
néjakého jiného rdadku).

Upravy z bodt a) — d) 1ze provadeét i se sloupci matice, hodnost se rovnéz neméni.




Postup, jak pomoci ekvivalentnich tprav prevést libovolnou matici na horni trojuhelnikovou
matici (s nenulovymi prvky na hlavni diagondle), se nazyva Gaussuv algoritmus.

Priklad: viz TABULE|T3.8




