
ČVUT, Fakulta strojnı́, zimnı́ semestr J. Valášek

Matematika I – přednáška 3

Shrnut́ı co bylo minule

Lineárnı́ závislost a nezávislost, Dimenze a Báze vektorového prostoru, podprostory.

Co bude dnes

Matice, hodnost matice, Gaussův algoritmus.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobnı́ potřeby a nenahrazuje skripta ani přednášku).
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Matematika I – přednáška 3

I.2. Matice

Definice (matice). Maticı́ typu m × n nazýváme obdélnı́kové pole, tvořené z m · n
reálných čı́sel (tzv. prvků matice), zapsaných v m řádcı́ch a n sloupcı́ch.

Přı́klady.

A =


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n

... ... ...
am1, am2, . . . , amn


Prvky matice A jsou značeny aij, kde
i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. Prvnı́
index řı́ká, v jakém řádku se prvek
nacházı́, a druhý index řı́ká, v jakém
sloupci se prvek nacházı́.
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B =

 0, 2, 3, 4, 8, −5
2, 3, 5, −1, 9, 17
3, −8, 7, 6, −4, 23

 B je matice typu 3× 6.
(Má 3 řádky a 6 sloupců.)

Definice (rovnost dvou matic). Dvě matice pokládáme za sobě rovné, jsou-li stejného
typu a majı́ li na odpovı́dajı́cı́ch si mı́stech stejné prvky.

Předpokládejme, že A = (aij) je matice typu m× n.

Definice (hlavnı́ diagonála). Prvky a11, a22, . . . tvořı́ v matici A tzv. hlavnı́ dia-
gonálu.

Definice (hornı́ trojúhelnı́ková matice). Jsou-li v maticiA všechny prvky pod hlavnı́
diagonálou rovny nule, nazýváme A hornı́ trojúhelnı́kovou maticı́.

Definice (nulová matice). Matici, jejı́ž všechny prvky jsou rovny nule, nazýváme
nulovou maticı́.
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Definice (transponovaná matice). Matici B = (bij) typu n×m, pro jejı́ž prvky platı́
bij = aji (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m), nazýváme transponovanou maticı́ k matici A.
Značı́me ji AT .

1. sloupec matice AT je stejný jako 1. řádek matice A,
2. sloupec matice AT je stejný jako 2. řádek matice A, atd.

Transponovanou matici AT zı́skáme ”překlopenı́m”matice A kolem hlavnı́ diagonály.

Definice (čtvercová matice). Matici typu n× n nazýváme čtvercovou maticı́.

Čtvercová matice má stejný počet řádků, jako sloupců.

Definice (jednotková matice). Čtvercovou matici, která má na hlavnı́ diagonále samé
jednotky a všude mimo hlavnı́ diagonálu nuly, nazýváme jednotkovou maticı́. Tuto
matici označujeme E.

Přı́klady: viz TABULE T3.1
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Definice (sčı́tánı́ matic). Jsou-li A = (aij) a B = (bij) matice stejného typu m × n,
pak jejich součtem nazýváme matici C = (cij), která je rovněž typu m × n a pro
jejı́ prvky platı́: cij = aij + bij (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n). Použı́váme zápis
C = A+B.

Přı́klad: viz TABULE T3.2

Poznámka. Matice stejného typu také lze odčı́tat: Rozdı́lem matic A a B nazýváme
matici C = A+ (−1) ·B. Pı́šeme C = A−B.

Definice (násobenı́ matic reálnými čı́sly). Je-li A = (aij) matice typu m × n a
λ je reálné čı́slo, pak součinem čı́sla λ a matice A (nebo také λ–násobkem matice
A) nazýváme matici C = (cij), která je rovněž typu m × n a pro jejı́ prvky platı́:
cij = λ · aij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m). Použı́váme zápis C = λ · A.

Přı́klad: viz TABULE T3.3
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Definice (násobenı́ matic). Je-li A = (aij) matice typu m × n a B = (bij) matice
typu n × p, pak součinem matic A a B nazýváme matici C = (cij) typu m × p, pro
jejı́ž prvky platı́:

cij = ai1 b1j + ai2 b2j + . . .+ ain bnj

(i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , p). Použı́váme zápis: C = A ·B.

Skalárnı́m součinem aritmetických vektorů [u1, u2, . . . , un ] a [ v1, v2, . . . , vn ] z Rn na-
zýváme čı́slo u1 v1 + u2 v2 + . . .+ un vn .

Nynı́ vidı́me: Prvek cij v matici C je skalárnı́m součinem i–tého řádku v matici A a
j–tého sloupce v matici B.

Abychom mohli utvořit součin dvou matic A a B (v tomto pořadı́), musı́ mı́t matice A
tolik sloupců, kolik má matice B řádků. Jinak matice A a B násobit (v tomto pořadı́)
nelze.

Přı́klady: viz TABULE T3.4
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Pravidla pro operace s maticemi. Předpokládejme, že A, B a C jsou matice a α, β jsou
reálná čı́sla. Pak plati:

a) A+B = B + A, b) (A+B) + C = A+ (B + C),

c) α · (A+B) = α · A+ α ·B, d) (α + β) · A = α · A+ β · A,

e) A · (B + C) = A ·B + A · C, f) (A ·B) · C = A · (B · C),

g) A · E = A, h) E ·B = B,

i) (A+B)T = AT +BT , j) (A ·B)T = BT · AT .

(Předpokládáme, že typy matic jsou takové, že uvedené operace majı́ smysl.)

Násobenı́ matic nenı́ komutativnı́, tj. obecně neplatı́, že A ·B = B · A !

Přı́klady: viz TABULE T3.5
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Definice (hodnost matice). Maximálnı́ počet lineárně nezávislých řádků matice A
(chápaných jako aritmetické vektory) nazýváme hodnostı́ matice A. Značı́me ji h(A).

Jednduchý přı́klad: viz TABULE T3.6

Poznámka. Hodnost matice lze definovat i jako maximálnı́ počet lineárně nezávislých
sloupců. Obě definice (tj. ,,řádková” i ,,sloupcová”) přiřazujı́ matici totéž čı́slo jakožto jejı́
hodnost. (Toto jednoduché tvrzenı́ nenı́ úplně snadné dokázat.)

Otázka: Jak určit hodnost zadané matice?

Odpověd’ je jednoduchá, pokud matice je hornı́ trojúhelnı́ková (s nenulovými prvky na
hlavnı́ diagonále):

Věta. Necht’ A je hornı́ trojúhelnı́ková matice typu m× n, která má všechny prvky na
hlavnı́ diagonále různé od nuly. Pak h(A) = min{m; n}.

Poznámka. Za předpokladů věty platı́: h(A) = min {m; n} = počet nenulových řádků.

Přı́klady: viz TABULE T3.7
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Otázka: Co ale máme dělat, když chceme určit hodnost matice, která nenı́ hornı́ troj-
úhelnı́ková (s nenulovými prvky na hlavnı́ diagonále)?

Odpověd’: Pomocı́ tzv. ekvivalentnı́ch úprav, které neměnı́ hodnost, převedeme zadanou
matici na hornı́ trojúhelnı́kovou matici (s nenulovými prvky na hlavnı́ diagonále). Jejı́
hodnost pak určı́me pomocı́ uvedené věty.

Ekvivalentnı́ úpravy matice. Ekvivalentnı́ úpravy, které budeme použı́vat, jsou tyto:

a) změna pořadı́ řádků,

b) vynásobenı́ některého řádku nenulovým čı́slem,

c) přičtenı́ k některému řádku lineárnı́ kombinace ostatnı́ch řádků (speciálně, při-
čtenı́ násobku jiného řádku),

d) vynechánı́ řádku, který je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch řádků (speciálně, vyne-
chánı́ řádku obsahujı́cı́ho samé nuly nebo vynechánı́ řádku, který je násobkem
nějakého jiného řádku).

Úpravy z bodů a) – d) lze provádět i se sloupci matice, hodnost se rovněž neměnı́.
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Postup, jak pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav převést libovolnou matici na hornı́ trojúhelnı́kovou
matici (s nenulovými prvky na hlavnı́ diagonále), se nazývá Gaussův algoritmus.

Přı́klad: viz TABULE T3.8
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