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Matematika I – přednáška 22

Shrnut́ı co bylo minule

Určitý integrál.

Co bude dnes

Vybrané vlastnosti a výpočet Riemannova integrálu.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
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Matematika I – přednáška 22

Zobecněnı́ věty z konce minulé přednášky:

Věta (Leibniz, Newton). Je-li f po částech spojitá a omezená funkce v intervalu 〈a, b〉
a F je primitivnı́ funkce k f v 〈a, b〉, pak∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x)

]b
a

(
= F (b)− F (a)

)
.

Přı́klady. Vypočı́tejte určité integrály (pokud existujı́).

1)
∫ π

0

sinx dx 2)
∫ 5

−5

dx

x
3)
∫ 2

0

x2 dx 4)
∫ 2

−1
(4x3 − 2x2 + x+ 4) dx

Řešenı́: viz TABULE
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Integrace per–partes v Riemannově integrálu.

Věta (o integraci per partes v Riemannově integrálu). Předpokládejme, že funkce
u a v majı́ spojité derivace v intervalu 〈a, b〉. Potom∫ b

a

u′v dx =
[
uv
]b
a
−
∫ b

a

uv′ dx.

Přı́klad. Vypočı́tejme
∫ 1

−2
2x ex dx.

Užijeme integraci per–partes:

[
u′ = ex, v = 2x

u = ex, v′ = 2

]
. Dostáváme:

∫ 1

−2
2x ex dx =

[
2x ex

]1
−2 −

∫ 1

−2
2 ex dx = 2e− 2(−2)e−2 −

[
2ex
]1
−2

= 2e + 4e−2 − 2e + 2e−2 = 6e−2.

Dalšı́ přı́klady: viz TABULE
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Substitučnı́ metoda v Riemannově integrálu.

Věta (o integraci substitucı́ v Riemannově integrálu). Necht’ funkce g má spojitou
derivaci v intervalu 〈a, b〉 a zobrazuje 〈a, b〉 do intervalu J . Necht’ funkce f je spojitá
v J . Potom ∫ b

a

f(g(x)) g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(s) ds.

Přı́klad. Vypočı́tejme
∫ 3

0

s√
s+ 1

ds.

Užijeme substituci:


√
s+ 1 = x, s = 0 . . . x = 1,

tj. s = x2 − 1, s = 3 . . . x = 2

ds = 2x dx

. Dostáváme:

∫ 3

0

s√
s+ 1

ds =

∫ 2

1

x2 − 1

x
2x dx =

∫ 2

1

(
2x2 − 2

)
dx =

[
2
3x

3 − 2x
]2
1

= 16
3 − 4− 2

3 + 2 = 14
3 − 2. Dalšı́ přı́klady: viz TABULE
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Riemannův integrál jako funkce hornı́ meze.

Věta (Riemannův integrál jako funkce hornı́ meze). Předpokládejme, že f je inte-
grovatelná funkce v intervalu 〈a, b〉. Pak

a) funkce P (x) :=

∫ x

a

f(t) dt je spojitá v 〈a, b〉,

b) rovnost
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x) platı́ ve všech bodech x ∈ (a, b), ve kterých

je funkce f spojitá.

Princip důkazu: viz TABULE
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Poznámka. Výrok b) lze modifikovat i pro přı́pady, kdy x = a nebo x = b:

b)’ je-li f spojitá zprava v bodě a, pak P ′+(a) = f(a),

b)” je-li f spojitá zleva v bodě b, pak P ′−(b) = f(b).

Odtud vidı́me:

1) Je-li funkce f spojitá v intervalu 〈a, b〉, pak P je primitivnı́ funkce k f v 〈a, b〉.
2) Výpočet určitého integrálu a derivovánı́ podle hornı́ meze jsou inverznı́ (= opačné)

operace.

Důsledek: Je-li F nějaká (obecně jiná) primitivnı́ funkce k f v intervalu 〈a, b〉, pak

F (x) = P (x) + C pro x ∈ 〈a, b〉.

Dosad’me x = a. Dostáváme: F (a) = P (a) + C = C.

Dosad’me x = b. Dostáváme: F (b) = P (b) + C =

∫ b

a

f(x) dx+ F (a).

Odtud plyne: F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx. Což je odvozenı́ Leib.-Newt. formule.
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