CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr Jan Valasek

Matematika I — prednaska 22

Shrnuti co bylo minule

Urcity integral.

Co bude dnes

Vybrané vlastnosti a vypocet Riemannova integrélu.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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Matematika I — prednaska 22

Zobecnéni véty z konce minulé pirednasky:

Véta (Leibniz, Newton). Je-li f po &dstech spojitd a omezend funkce v intervalu {a, b)
a F je primitivni funkce k f v {(a,b), pak

b
| 1@ do = [F@], (= F®) - F@).

Priklady. Vypocitejte urcité integraly (pokud existuji).

m 5 2 2
/ sinz dz — / 2% da / (42 — 20 + o +4) do
0 0 _

-5 1
ReSeni: viz TABULE
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Integrace per—partes v Riemannové integralu.

Véta (o integraci per partes v Riemannové integralu). Predpoklddejme, Ze funkce
u a v maji spojité derivace v intervalu {a, b). Potom

b b
/u'v dr = [uv]i—/ wv' dz.

1

Priklad. Vypocitejme / 2 e” dx.
—2

!/ — ol

. Dostavame:

UZijeme integraci per—partes: [

1 1
/ 2ee’ dx = [2xez]1_2 —/ 2¢" dz = 2e —2(—2)e? — [26“7]1_2
_ —2

2
= 2¢e+4e 2 -2 +2 2% = 6e 2

Dalsi priklady: viz TABULE
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Substitu¢ni metoda v Riemannové integralu.

Véta (o integraci substituci v Riemannové integralu). Nechf funkce g md spojitou
derivaci v intervalu {(a, b) a zobrazuje {a,b) do intervalu J. Necht funkce f je spojitd

v J. Potom
/ flg(z)) g (z) dz = / f(s) ds
g(a)

3
s
Priklad. Vypocitejme / ds.
YPOSTITE J Vst1
Vvs+1=ux, s=0... =1,
UZijeme substituci: | tj. s = 22 — 1, s=3...cv=2 |. Dostdvame:
ds = 2z dx
3 2 9 2
S v —1 2
ds = 2¢ dr = 202 —2) de = [22° — 2z
| A== [ = [ e =2) do = 30— 2a];
=P -4-24+2=H-2 Dalsi piiklady: viz TABULE
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Riemannuyv integral jako funkce horni meze.

Véta (Riemannuyv integral jako funkce horni meze). Predpokiddejme, Ze f je inte-
grovatelnd funkce v intervalu (a,b). Pak

a) funkce P(z):= /w f(t) dt je spojita v (a,b),

d x
b) rovnost P / f(t)dt = f(z) plative vSech bodech x € (a,b), ve kterych
x a

je funkce f spojitd.

Princip dukazu: viz TABULE
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Poznamka. Vyrok b) Ize modifikovat i pro pfipady, kdy £ = a nebo x = b:
b)’ je-li f spojitd zprava v bodé a, pak P! (a) = f(a),
b)” je-li f spojitd zleva v bodé b, pak P’ (b) = f(b).
Odtud vidime:
1) Je-li funkce f spojita v intervalu (a, b), pak P je primitivni funkce k f v (a, ).
2) Vypocet urcitého integralu a derivovani podle horni meze jsou inverzni (= opacné)
operace.
Dusledek: Je-li /' néjaka (obecné jind) primitivni funkce k f v intervalu (a, b), pak
F(z) = P(x)+C pro z € {(a,b).
Dosadme x = a. Dostdvame: F(a) = P(a)+C = C.
Dosadme x = b. Dostdvame: F(b) = P(b)+C = / f(z) dz + F(a).

Odtud plyne: / f(z) dz. Cozje odvozeni Leib.-Newt. formule.
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