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Matematika I – přednáška 18

Shrnut́ı co bylo minule

Primitivnı́ funkce. Neurčitý integrál. Metoda per partes.

Co bude dnes

Substitučnı́ metoda. Integrace funkcı́ sinmx · cosnx.

Tyto slidy jsou na adrese

(pro osobnı́ potřeby, nenahrazuje přednášku ani skripta).
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ČVUT, Fakulta strojnı́, zimnı́ semestr T. Neustupa

Matematika I – přednáška 18

Substitučnı́ metoda (otočenı́ pravidla pro derivovánı́ složené funkce)

Motivace. Předpokládejme, že F je primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu I . Pak∫
f(x) dx = F (x) + C pro x ∈ I.

Je-li x = g(t) pro t v intervalu J , pak podle vzorce pro derivaci složené funkce je

[F (g(t))]′ = F ′(g(t)) g′(t) = f(g(t)) g′(t) pro t ∈ J.

To znamená, že ∫
f(g(t)) g′(t) dt = F (g(t)) + C pro t ∈ J.

Vidı́me, že pravé strany obou formulı́ jsou stejné, dosadı́me-li x = g(t). Tudı́ž se (za
podmı́nky x = g(t)) rovnajı́ i levé strany. Následujı́cı́ věta vše shrnuje a upřesňuje.
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Věta (o integraci substitucı́). Předpokládejme, že funkce f(x) je spojitá v intervalu
I , funkce x = g(t) má spojitou derivaci v intervalu J a zobrazuje tento interval na
interval I . Pak platı́∫

f(x) dx =

∫
f(g(t)) · g′(t) dt pro x ∈ I , t ∈ J , x = g(t).

Uvedenou formuli lze použı́t dvěma směry:

I. Chceme vypočı́tat integrál vpravo a problém převedeme na výpočet integrálu vlevo.

II. Chceme vypočı́tat integrál vlevo a problém převedeme na výpočet integrálu vpravo.

Oba způsoby dále popı́šeme podrobněji.

I. Chceme vypočı́tat integrál vpravo. Položı́me g(t) = x a g′(t) dt = dx. Tak zı́skáme
integrál vlevo. Tento integrál vypočı́táme (pro x ∈ I ). Do výsledku pak dosadı́me x =
g(t).

Toto má smysl tehdy, je-li integrál vlevo jednoduššı́, než integrál vpravo.
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Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

sin5 t · cos t dt.

Užijeme substituci:

[
x = sin t

dx = (sin t)′ dt = cos t dt

]
.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
sin5 t · cos t dt =

∫
x5 dx = 1

6 x
6 + C = 1

6 sin6 t+ C pro t ∈ (−∞,∞).

Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

ln2 s

s
ds.

Užijeme substituci:

 x = ln s

dx = (ln s)′ ds =
1

s
ds

.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
ln2 s

s
ds =

∫
x2 dx = 1

3 x
3 + C = 1

3 ln3 s+ C pro s ∈ (0,∞).
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Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

ex
2

x dx.

Užijeme substituci:

[
y = x2

dy = (x2)′ dx = 2x dx =⇒ x dx = 1
2 dy

]
.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
ex

2

x dx =

∫
ey 1

2 dy = 1
2 e

y + C = 1
2 e

x2

+ C pro x ∈ (−∞,∞).

Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

sin(5x) dx.

Užijeme substituci:

[
y = 5x

dy = (5x)′ dx = 5 dx =⇒ dx = 1
5 dy

]
.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
sin(5x) dx =

∫
sin y 1

5 dy = −1
5 cos y + C = −1

5 cos(5x) + C pro x ∈ (−∞,∞).
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Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

f ′(x)

f(x)
dx, kde f je nenulová funkce se spojitou derivacı́

v intervalu I .

Užijeme substituci:

[
f(x) = u

f ′(x) dx = du

]
.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
f ′(x)

f(x)
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln |f(x)|+ C pro x ∈ I .

II. Chceme vypočı́tat integrál vlevo, což je
∫
f(x) dx. V tomto integrálu položı́me

x = g(t) a dx = g′(t) dt. Tı́mto způsobem převedeme integrál
∫
f(x) dx na integrál

vpravo, tj. na
∫
f(g(t)) g′(t) dt. Tento integrál vypočı́táme pro t ∈ J . Výsledek ještě

transformujeme do proměnné x. K tomu potřebujeme, aby k funkci g (v intervalu J) exis-
tovala inverznı́ funkce g−1. Do výsledku tedy dosadı́me t = g−1(x), čı́mž se dostaneme
zpět k proměnné x.

Toto má smysl tehdy, je-li integrál vpravo jednoduššı́, než integrál vlevo.
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Přı́klad. Vypočı́tejme
∫

dx

9 + x2
.

Užijeme substituci:

[
x = 3t

dx = (3t)′ dt = 3 dt

]
.

Dosazenı́m do integrálu dostaneme:∫
dx

9 + x2
=

∫
3 dt

9 + 9t2
=

1

3
arctg t+ C =

1

3
arctg

x

3
+ C pro x ∈ (−∞,∞).

Dalšı́ přı́klady:

1)
∫

dx

x− a
(a ∈ R) 2)

∫
ln2 x+ 1

x
√
lnx

dx 3)
∫

dx√
2− 8x2

4)
∫ √

1 + x

x
dx 5)

∫
1√

2x + 1
dx 6)

∫
e2x

1 + e2x
dx

Návod k řešenı́: viz TABULE
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Integrace funkcı́ typu sinm x · cosn x

I. Přı́pad, kdy alespoň jedno z čı́sel m, n je liché.

Předpokládáme, že napřı́klad n je liché, tj. n lze vyjádřit: n = 2k + 1, kde k je celé
čı́slo. Pak∫

sinm x cosn x dx =

∫
sinm x cos2k+1 x dx =

∫
sinm x (cos2 x)k · cosx dx

=

∫
sinm x (1− sin2 x)k · cosx dx.

V integrálu
∫

sinm x (1− sin2 x)k cosx dx pak užijeme substituci sinx = t.

Pokud je lichým čı́slem m, postupujeme analogicky.
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Přı́klad.
∫

sin4 x cosx dx

[
sinx = t

(sinx)′ dx = cosx dx = dt

]

=

∫
t4 dt = 1

5 t
5 + C = 1

5 sin5 x+ C pro x ∈ (−∞,∞)

Přı́klad.
∫

sin3 x cos4 x dx =

∫
sin2 x sinx cos4 x dx

=

∫
(1− cos2 x) cos4 x sinx dx

[
cosx = t

(cosx)′ dx = − sinx dx = dt

]
= −

∫
(1− t2) t4 dt = . . . tento integrál již umı́me vypočı́tat

Přı́klad.
∫

dx

sinx
=

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx

[
cosx = t

− sinx dx = dt

]

= −
∫

dt

1− t2
= . . . tento integrál již umı́me vypočı́tat

Integrace funkcı́ typu sinm x · cosn x 9 / 10



II. Přı́pad, kdy obě čı́sla m, n jsou sudá.

Použijeme vzorce

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

Tyto vzorce přı́padně použijeme vı́ckrát, až obdržı́me integrál, kde bud’ sinus nebo kosi-
nus jsou v liché mocnině. Pak postupujeme jako v přı́padě I.

Přı́klad.
∫

sin2 x cos2 x dx =

∫ (1− cos 2x

2

)(1 + cos 2x

2

)
dx

=
1

4

∫ (
1− cos2 2x

)
dx =

1

4

∫ (
1− 1 + cos 4x

2

)
dx

=
1

8

∫
dx− 1

8

∫
cos 4x dx

[
t = 4x

dt = 4dx =⇒ dx = 1
4 dt

]

=
x

8
− 1

32
sin 4x+ C pro x ∈ (−∞,∞).

Integrace funkcı́ typu sinm x · cosn x 10 / 10


