CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr Jan Valasek

Matematika I — prednaska 18

Shrnuti co bylo minule

Primitivni funkce. Neurcity integral. Metoda per partes.

Co bude dnes

Substitu¢ni metoda. Integrace funkci sin™x - cos"x.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potteby, nenahrazuje prednasku ani skripta).



CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr T. Neustupa

Matematika I — prednaska 18

Substituéni metoda = (otoCeni pravidla pro derivovani sloZzené funkce)

Motivace. Predpoklddejme, Ze F' je primitivni funkce k funkci f v intervalu /. Pak

/f(x) de = F(x)+C prox € [.
Je-li x = g(t) pro t v intervalu J, pak podle vzorce pro derivaci sloZené funkce je
[F(g(t)] = F'(g(t)g'(t) = f(g(t))g'(t) proteJ
To znamena, Ze

/ F(9(t) g'(t) dt = F(g(t)) +C prote J

Vidime, Ze pravé strany obou formuli jsou stejné, dosadime-li =z = ¢(t). TudiZ se (za
podminky = = ¢(t)) rovnaji i levé strany. Nasledujici véta vSe shrnuje a upfestiuje.



Véta (o integraci substituci). Predpokiddejme, Ze funkce f(x) je spojitd v intervalu
I, funkce x = ¢(t) md spojitou derivaci v intervalu J a zobrazuje tento interval na
interval 1. Pak plati

/f(:z:) de = /f(g(t)) -g(t)dt | prox el teJ, x=q).

Uvedenou formuli 1ze pouZit dvéma sméry:
I. Chceme vypocitat integral vpravo a problém prevedeme na vypocet integralu vlevo.
II. Chceme vypocitat integral vlevo a problém prevedeme na vypocet integralu vpravo.
Oba zpiisoby dale popiseme podrobné;ji.

I. Chceme vypocitat integral vpravo. Polozime ¢(t) =z a ¢'(t) dt = dz. Tak ziskdme
integrél vlevo. Tento integral vypocitame (pro = € [ ). Do vysledku pak dosadime x =

g(1).

Toto ma smysl tehdy, je-li integral vlevo jednodussi, nez integral vpravo.



Priklad. Vypocitejme / sin®t - cost dt.

r =-sint

UZijeme substituci:
! [ dz = (sint)’ dt = cost dt

Dosazenim do integralu dostaneme:

/sin5t-costdt = /335 dz = $2°4+C = {sin®t+C prot € (—o0,00).

In® s

Priklad. Vypocitejme / — ds.

r=1Ins

UZzijeme substituci: 1
= (Ins) ds = —ds
s

Dosazenim do integralu dostaneme:

1
/Eds = /xzda: = 12°+C = IIn’s+C  pros e (0,00).



Priklad. Vypocitejme / e 2 da.

UZijeme substituci: Y
! | dy=(2Y) dz=22rdr = zdzr=3dy

Dosazenim do integralu dostaneme:

/eIQ:z:dx = /ey%dy = 2e/+C = %e$2+C pro x € (—00,00).

Priklad. Vypocitejme / sin(hz) dx.

Y = Ox

1

Uzii bstituci:
Z71jcme suostitucl [ dy _ (5.17)/ dr =5 dzr — dr = gdy

Dosazenim do integralu dostaneme:

/sin(5m) dr = /siny%dy = —: cosy + C = —% cos(bz) + C proz € (—o0,00).
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Priklad. Vypocitejme / dx, kde f je nenulova funkce se spojitou derivaci

v intervalu /.

| @)=
Uzijeme substituci: .
fl(x)dz = du

Dosazenim do integralu dostaneme:

II. Chceme vypocitat integral vlevo, coz je [ f(x) dx. V tomto integrélu polozime
= g(t) a dz = ¢'(t) dt. Timto zpisobem pievedeme integral [ f(x) dx na integral
vpravo, tj. na [ f(g(t)) ¢'(t) dt. Tento integral vypocitdime pro ¢ € J. Vysledek jesté
transformujeme do proménné x. K tomu potiebujeme, aby k funkci g (v intervalu J) exis-
tovala inverzni funkce ¢g_;. Do vysledku tedy dosadime ¢ = ¢g_;(z), ¢imZ se dostaneme
zpét k proménné x.

Toto ma smysl tehdy, je-li integral vpravo jednodussi, nez integral vlevo.



dx
9 4 2

Priklad. Vypocitejme /

=3t
UZijeme substituci: [ ix _(31) dt = 3 dt ] :

Dosazenim do integralu dostaneme:

/ de / 3di 1act t+C 1act x+0 rox €
_— _— — — aro = — ar —
91 22 9oz 38 3 e P
Dalsi priklady:
dx Inz+1 dx
0 R /—daz /—
/x—a ( ) zVInzx V2 — 8x2
V1i+zx 1 e
dx —— dx dx
L V2'+1 14 e

Navod k reseni: viz TABULE

(—00, 00).



Integrace funkci typu sin™ z - cos” x

I. Pripad, kdy alespon jedno z cisel m, n je liché.

Predpokladame, Ze naptiklad n je liché, tj. n lze vyjadfit: n = 2k + 1, kde k je celé
Cislo. Pak

/sinm x cos"x dr = /sinm z cos™ My dr = /sinm z (cos? 2)F - cosz dz
= /sinma: (1 —sin*2)* - cos z da.

V integralu / sin™ 2 (1 — sin® 2)* cosz do pak uZijeme substituci sinz = ¢.

Pokud je lichym cCislem m, postupujeme analogicky.



sinx =t
(sinz) dx = cosz dx = dt

Priklad. / sin*z cosz dx
= /t4 dt = %t‘r’—l—C =1 sin®xz 4+ C  prox € (—o0, 00)
Priklad. / sin®z cos*z dz = / sin’z sinx costz dz

cosx =1
/( cos”x) cos” x sinz dx [(cosflz)'dflf —sinx dxdt]

= — / (1—t*t*dt = ... tento integrl jiZ umime vypo&itat

Priklad. / dx _ / 81r12x dr — / sin x dn cos.x =1
sin & sin” x 1 —cos?zx —sinx dxr = dt

dt . oo s v/
= — / = ... tento integrdl jiZ umime vypocitat

a 1 —¢2



II. Pripad, kdy obé cisla m, n jsou suda.

PouZijeme vzorce

. 9 1 — cos2x 9 1 4 cos 2z
SmeT, COSQZ‘ZT

Tyto vzorce pifpadné pouzijeme vickrat, az obdrzime integral, kde bud’ sinus nebo kosi-
nus jsou v liché mocniné. Pak postupujeme jako v pripade I.

1— 2 1 2
Priklad. / sin?z cos®z dor = / ( cos x) ( +cos :c) dx

2 2

1 1 1 4
= —/(1—C0822£C) dr = —/(1——+COS x) dx
4 2

4

1 1 t =4x
=—/dm——/cos4xdx )

8 8 dt =4dr — dxzzdt

T 1

= §—3—281n4x+c pr0$€(—00700)-



