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Shrnuti co bylo minule

Tayloriv polynom.

Co bude dnes

Primitivni funkce, neurcity integral, metoda per partes.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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III. Integralni pocet realné funkce jedné realné proménné




Primitivni funkce, neurcity integral

Primitivni funkce. Funkci F' nazyvame primitivni funkci k funkci f v intervalu I,
jestlize ' = f v I.

Poznamka. Oznalme a, b koncové body intervalu /. Pfedpokladejme, Ze —oco < a <
b < oo. Vyrokem I’ = f v intervalu [ se pfesné mini toto:

a) F'(z) = f(x) provsechna z € (a,b),
b) F'(a) = f(a) (pokuda € I),
c) F'(b) = f(b) (pokudb € I).



Poznamka. N¢ékolik dalSich prednasek bude vénovano otazce, jak k zadané funkci f
nalézt primitivni funkci F'.

Nalézt primitivni funkci je problém opacny, nez vypocitat derivaci.
Primitivni funkce je diilezita zejména pfi
(1) vypocltu tzv. urCit€ho integralu (uvidite jesté v tomto semestru),

(i) vypoctu tzv. dvojnych a trojnych integralt (tj. integral funkci dvou a tff proménnych,
uvidite ve druhém semestru),

(ii1) feSeni diferencidlnich rovnic (uvidite ve tietim semestru).

Prvni otdzkou pfi hledani primitivni funkce k funkci f v intervalu [ je otdzka, zda primi-
tivni funkce existuje.

Véta (o existenci primitivni funkce). Je-li funkce f spojitd v intervalu I, pak primi-
tivni funkce k f v intervalu I existuje.

Dalsi dililezitou otazkou je otazka jednoznacnosti primitivni funkce.



Véta (k otazce jednoznacnosti primitivni funkce). a) Je-li F' primitivni funkce
k funkci f v intervalu I a C je libovolnd konstanta, pak F'+ C je také primitivni funkci
k funkci f v intervalu I.

b) Jsou-li F a G dvé primitivni funkce k funkci f v intervalu I, pak existuje redlnd
konstanta C takovd, Ze G = F +C v I.

Dukaz: viz TABULE

Uvedena véta tikd, Ze pokud k funkci f existuje slespon jedna primitivni funkce F' v in-
tervalu /, pak takovych primitivnich funkci jiz existuje nekone¢né mnoho. VSechny se ale
navzdjem lisi pouze o néjakou konstantu. MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f
v intervalu / ma tedy strukturu: {F(z)+C; z € I, C € R}.

Neurcity integral. Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f v intervalu [
nazyvame neurcitym integrdlem funkce f v intervalu .

Pouzival/ne / f(x)dx pro z € I nebo struénéji pouze / f(z)dx nebo jenom / fdax.
oznaleni:



Poznamka. Je-li F' primitivni funkce k funkci f v intervalu I, pak vzhledem k tomu,
jakou m4 mnoZzina vSech primitivnich funkeci strukturu, logicky piSeme:

/f(l’)dl’: F(zx) + C prox el

Konstantu C' nazyvame integracni konstantou.

Problém nalezeni (= vypoctu) neurcitého integralu funkce f v intervalu [ je tedy identicky
s problémem nalezeni primitivni funkce k funkci f v intervalu .

Na vétu o existenci primitivni funkce mizeme tedy také nahlizet jako na vétu o existenci
neurcitého integralu. Primitivnich funkci se tyka véta:

Véta. Jsou-li F' a G primitivni funkce k funkcim f a g v intervalu I pak F + G je
primitivai funkci k f + g v intervalu I.

Je-li F' primitivni funkce k f v intervalu I a o € R, pak oF je primitivni funkci k o f
v intervalu 1.

Dukaz: viz TABULE



Dusledek. Maji-li funkce [ a g neurcité integrdly v intervalu I a o € R, pak

/[f(:z:)+g(:v)]d:c:/f(:c)der/g(x)dx prox € [

/ozf(x) dz = cy/f(x) dz prox € I.

Poznamka. Zde se presné¢ vzato jedna o rovnosti mezi mnozinami funkci. Napfiiklad
prvni rovnosti je tieba rozumét takto:

Libovolnou funkci z mnoZiny vlevo je mozné vyjadrit jako soucet néjaké funkce z mnoziny
[ f(z)dz a n&aké funkce z mnoziny [ g(z) dx. Naopak, soucet libovolné funkce z
mnoziny [ f(x)dx alibovolné funkce z mnoZiny [ g(x)dx patii do mnoZiny [[f(z)+

g(x)] da.

Zobecnéni. Maji-li funkce fi, ..., f, neurcité integrdly v intervalu I a jsou-li o, . .., o,
redlnd Cisla, plati

/[oqfl —|—oznfn :oz1/f1d$—|— an/fndx prozx € I.



Tabulka zakladnich neurcitych integrali. Oto¢enim vzorcu pro derivace elementarnich
funkci dostavame vzorce pro nékteré neurcité integraly:

1.044—1
dx = *Adr = -1
/OSL‘ C /x x oz+1+c (v # —1)
/cosx dr =sinxz + C /sin:v dr = —cosx + C
1 1
/ — de =tgz+C /_2 dr = —cotgx + C
cos? x sin“ x
/ ! d inr + C / ! d tgx + C
——— dx = arcsinx T = arctg x
V1 — 22 1+ 22 &
/exdx:ex+0 /axdx:a +C (a>0,a#1)
Ina
1
/—dx:1n|x\+0
T

KaZzdy ze vzorct plati v libovolném intervalu, obsaZzeném v def. oboru integrované funkce.



Poznamka. Jak vyplyva posledni vzorec (integral 1/x) ze vzorce pro derivaci logaritmu?
Viz TABULE

Poznamka k integralim 1/v/1 — 22 a 1/(1 + 2*) — viz TABULE

Priklady. Vypocitejte integraly

/5 dx /7:33 dx

/(3x2 +5x +2) do /(7 sinz + 522 — 3e*) da

5 2 4 3
_ d (—— 2 42046 2) d
/<sin2x —1—1‘2) T / x2+x+ T + bx x
Reseni: viz TABULE

Poznamka. Zatimco derivovani je vice-méné automaticka procedura, tak pro integrovani
toto neplati. Neexistuje Zadné obecné pravidlo (postup), jehoZ uzitim by bylo mozné
vypocitat jakykoliv integral. Existuji pouze pravidla (postupy, metody), kterd lze apli-
kovat na riizné specidlni tiidy funkci.



Integrace per partes (neboli otoceni pravidla pro derivovani soucinu)

Motivace. Derivace souinu: (uv) = u'v + wv'. Odtud plyne: u'v = (uv) — uv'.
Integrujeme-li ob& strany, obdrzime: [ u'v = uv — [uv'. Presn& vSe shrnuje tato véta:

Véta (o integraci per—partes). Maji-li funkce u a v spojité derivace v intervalu I, pak

/u'(m)v(az) dz = u(z)v(z) — /u(a:)v'(:v) de | prozx el

Priklady. Vypocitejte integraly

/xex dx /xQSin:c dx /lna: dx
/ex cosx dx /xlnx dx /:L‘ arctg x dx

Navod k feSeni: viz TABULE



