CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 12

Shrnuti co bylo minule

Derivace funkce.

Co bude dnes

Derivace funkce. Diferencidl funkce. Derivace vysSich rada, L’Hospitalovo pravidlo.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potteby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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Véta (o derivaci inverzni funkce). Nechf y = f_i(x) je inverzni funkce k funkci
f. Md-li funkce f v bodé y nenulovou derivaci f'(y), md inverzni funkce v bodé x
derivaci: 1 1

@) = 5705 < Frm@)

Pomoci téchto vét 1ze odvodit vzorce pro derivace dalSich elementarnich funkeci:
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(In x)':é (a®)' =a"-Ina (a>0)

(log, z)" = (@>0,a#1)

Tr-1ln a

Kazdy z téchto vzorct plati pro ta z, pro kterd ma leva i prava strana smysl.

Logaritmicka derivace. Ma-li funkce f derivaci v bodé = aje-li f(x) > 0, pak

1 /
[In f(z)] = oR f(z) = ];((x)) . tzv. logaritmickd derivace funkce f.
x T
Azx) —
Nevlastni derivace. Je-li lim flwo + Az) = flzo) = +o00,
Az—0 Ax

pak hodnotu této limity rovnéz oznacujeme f'(xg) a nazyvame ji nevlasini derivaci.

Poznamka. Funkce milize mit v né¢jakém bodé nevlastni derivaci a piesto nemusi byt
v tomto bodé spojitd.  Priklad: viz TABULE
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Diferencial. Pfedpokladejme, Ze funkce f ma v bodé x( derivaci f'(x).

'

flag+d) |
Yo +dy

Yo = f(xo)

o xo +dz

Linearni funkce
y = yo+ f'(w0) - (x — x0)

ze vsech linearnich funkci nejlépe aproximuje funkci f v okoli bodu z.
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Hodnoty funkce f v bodech z v malém okoli bodu z( lze pomoci této linearni funkce
priblizné vypocitat:

f(x) =yo+ f'(x0) - (¥ — o).

PiSeme-li x = x( + dz, pak

f(xo+dx) = yo +| f'(x0) - do

znaCime: dy

Vyraz dy := f'(z¢) - dz se nazyva diferencidlem funkce f v bodé x.
Misto z se Casto piSe pouze x. Pii tomto znaceni plati:

flx+dz)=f(z) +dy, kde dy= f'(z)-dz.
Priklad. Pomoci diferencidlu pfiblizné vypocitejte sin 47°.

ReSeni: viz TABULE
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Poznamka. Vidéli jsme, Ze diferencial funkce f v bodé z( (ktery se zna¢i dy nebo df a
plati: dy = f'(z¢) dx) existuje pravé tehdy, ma-li funkce f derivaci v bodé€ .

Odtud je odvozen nasledujici termin: o funkci, kterd ma derivaci v bod¢€ x(, fikdme, Ze je
v bod¢€ x( diferencovatelnd.

Podobné, ma-li funkce f derivaci v intervalu 7, fikdme, Ze tato funkce je diferencovatelnd
v intervalu 1.
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Derivace vyssSich radu. Derivaci druhého rddu funkce f rozumime derivaci funkce f’.
Znaceni: f”

Podobné, derivaci tietiho Fdadu funkce f rozumime derivaci funkce f”. Znaleni: [
ATD.

Derivaci n—tého fadu funkce f znacime f(™),

Pro defini¢ni obory plati:  D(f) D D(f") D D(f") > D(f") o ...

- . d2 d3 dn
Derivace vysSich fadu téZ znacime —f, —f, - —f, ... apod.
dx?’  da3 da”

Leibniziiv vzorec. Na priniku D(f™) a D(¢™) Ize derivaci n—tého ¥ddu soucinu f - g
vypocitat:

n n n n— n n— n n
g = f g4 (1> fen) g (2> Fo gy <n)fg( ).
Priklady: viz TABULE
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ty
s, (P4 v 2 s , f<b>
Nésledujici véta ma velky vyznam
zejména pii nasledném odvozovani
riznych vlastnosti funkci, které maji v
né¢jakém intervalu [ derivaci. fla)| AL
T
a 19 b

Véta (Lagrangeova). Nechf funkce f je spojitd v uzavieném intervalu {(a, b) a necht
md derivaci v otevieném intervalu (a,b). Pak existuje bod & € (a,b) takovy, Ze

£(0) = f(a)

e = L2
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0 s,z 7
I1.6. Uziti derivace pri vypoctu limit typu 2 nebo o (tzv. neurcité vyrazy)
00

Véta (I’Hospitalovo pravidlo). Pfedpoklddejme, Ze xo € R* a Ze limity lim f(z) a

T—X0
lim g(x) jsou bud obé rovny +oo nebo obé rovny 0. Pak plati
T—X0
/
lim M = lim / (x)’ existuje-li limita vpravo.
o g(@) | eom gl(a)

(Stejna tvrzeni plati i pro limitu zleva a limitu zprava.)
Priklady: viz TABULE
Co presné znamenaji réeni, Ze pii vypoctu limit
,,exponenciela vZdy vyhrdvd nad jakoukoliv mocninou”

anaopak, ,,logaritmus vZdy prohrdvd s jakoukoliv mocninou” ?

Vysvétleni: viz TABULE
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