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Integrace racionalnich funkci

Raciondlni funkce:
P(x)
Q(x)
Naucime se integrovat racionalni funkce, které maji ve jmenovateli polynom stupné
nejvyse tri.

funkce typu , kde P, () jsou polynomy a stupeini polynomu () je > 1.

Stupeiti polynomu P (pripadné ()) zna¢ime deg P (pripadné deg (). Zkratka pochézi z an-
glického slova ,,degree” (= stupen).
Priklady racionalnich funkci:

5 2 +4x — 2 322 + 42 — 2 4a% — 2z + 4
20 + 2 2?2 —3x+1’ r—1 (x — D) (z+3)(x —2)




Bez ujmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze | deg P < deg () ‘ .

V opacném piipadé pouzijeme tzv. CasteCné déleni — viz nasledujici priklad.

a4+ 222 —4x + 2

, tak nej
o ak nejprve

Priklad. Mame-li integrovat raciondlni funkci
pouzijeme CasteCné déleni a zjistime, Ze
(52® +22% —4x +2) : (22 =32 +2) = 5z + 17,
zbytek = 37z — 32.

To znamena, ze

5x3+2:c2—4a:+2: S 17+ 37x — 32
22 —3x+2 22 —-3r+2°
Prvni Cast vyrazu vpravo, tj. 5z + 17, jiz integrovat umime. Zbyvajici ¢ast, tj. zZlomek
37x — 32
22 —3x+2

je raciondlni funkce s polynomem v Citateli stupné mensiho, nez je stupenl polynomu ve
jmenovateli.



Budeme tedy integrovat racionalni funkce typu P(z)/Q(z), kde P a () jsou
polynomy, pricemz 1 < deg@ <3 a deg P < deg@.

Krok 1: rozklad polynomu ()

Rozklad polynomu () na soucin linearnich polynomi (tzv. korenovych cinitelit) a pripadné
téZ kvadratickych polynomd je prvnim krokem integrace.

Je-li deg Q) = 1, pak @ je linearnim polynomem a neni tfeba jej déle rozkladat.
Diéle se tedy budeme zabyvat ptipady, kdy

I deg@ =2
nebo

IL. deg@ = 3.



L deg@Q=2: Qz)=qz*+qr+q (kdeg#0)

Jsou tfi moZnosti (grafy () — viz TABULE):

I'a) @@ nemd v redlném oboru Zadny kofen a v redlném oboru jej tedy nelze rozlozit.
(Diskriminant je < 0.)

I'b) @ md v reidlném oboru jediny (dvojndsobny) kofen «. (Diskriminant je = 0.)
Pak () 1ze rozlozit takto:

Q(x) = q(x — a)

I¢) @ ma v redlném oboru dva riizné (jednoduché) koteny «, 3. (Diskriminant je > 0.)
Pak () 1ze rozlozit takto:

Qz) = q(x —a)(x—pB).

Priklady. RozloZzme v realném oboru polynomy
a) Q(z)=a2*—-3x+3 b) Q(z) = 22% — 122 + 18 ¢) Q(z) = 3z* — 3z — 18
(je-li to mozné). Reseni: viz TABULE



IL deg@Q=3: Q@)=qz’+qz*+q@r+q (kdeq #0)

Jsou Ctyfi moznosti: (grafy ) — viz TABULE):

IT a) @ ma jediny redlny kofen o, ktery je jednoduchy. Pak () 1ze rozlozit takto:
Qz) = q(z —a) (2* +rz+s),

pficemz kvadraticky polynom (z? + 7z + s) v redlném oboru rozloZit nelze (jeho
diskriminant je zaporny).

ITb) @ ma jediny redlny kofen «, ktery je trojnadsobny. Pak () 1ze rozlozit takto:
Q(x) = q(x — ).

IT¢) ) ma v redlném oboru jeden jednoduchy kofen « a jeden dvojnasobny kofen (.
Pak (@) je mozné rozlozit takto:

Q(x) = q(x —a)(z — B)~
ITd) @ ma v redlném oboru tii rizné kofeny «, (3, v. Pak () 1ze rozloZit takto:

Qlx) = q(x—a)(x—p)(xr—7).



Poznamka. Kofeny polynomu 3. stupné Ize vyjadrit pomoci tzv. Cardanovych vzorcu. Je-
likoZ tyto vzorce jsou pomérné sloZité, tak se pfi rozkladu polynomu ) stupné 3 omezime
na pripady, kdy minimalné jeden koten 1ze uhodnout.

Priklad. RozloZme v redlném oboru polynom Q(x) = 23 — 322 — 18z + 40.

Snazime se uhodnout jeden koten. Proto za x postupné dosazujeme Cisla 0, —1, 1, —2, 2,
atd. a testujeme, zda Q(z) = 0:

Q(0) = 40 Q(—1) =54 Q(1) =20
O(—2) = 56 0@2)=0...



Poznamka. Kofeny polynomu 3. stupné Ize vyjadrit pomoci tzv. Cardanovych vzorcu. Je-
likoZ tyto vzorce jsou pomérné sloZité, tak se pfi rozkladu polynomu ) stupné 3 omezime
na pripady, kdy minimalné jeden koten 1ze uhodnout.

Priklad. RozloZme v redlném oboru polynom Q(x) = 23 — 322 — 18z + 40.

Snazime se uhodnout jeden koten. Proto za x postupné dosazujeme Cisla 0, —1, 1, —2, 2,
atd. a testujeme, zda Q(z) = 0:

Q(0) =40 Q(—1) = 54 Q1) =20
Q(—2) =56 Q(2) =0... mame to
Cislo a = 2 je kofenem polynomu Q. Polynom Q je tedy beze zbytku délitelny
kofenovym Cinitelem (x — 2). Délenim obdrzime:
(23 — 322 — 18z +40) : (x —2) = 2% — x — 20.
Kvadraticky polynom jiz umime rozlozit: 2% —x —20 = (z —5)(z + 4).

Celkové tedy mame: 2° — 322+ 1 +2 = (z—2)(x —5)(x +4).



Krok 2: rozklad racionalni funkce P(z)/Q(x)

Rozklad racionalni funkce P(x)/Q(x) na soulet tzv. parcidlnich (= Cdstecnych) zlomkii
je druhym krokem integrace. Postup zavisi na tom, jak je rozlozen polynom ().

Pfipomenime, Ze predpokldddme deg P < deg ().
Bez Gjmy na obecnosti miZeme déle predpokladat, Ze polynomy P a () nemaji zadného
spolecného délitele, jimz by byl polynom stupné€ > 1. V opacném ptipad¢ zlomek

P(z)/Q(x) spoleénym délitelem kratime.

Nyni postupné projdeme vSechny uvazované pripady I a) — II d) a ukdZeme, zda a jak lze
P(x)/Q(z) rozlozit.



I. |deg@ =2

ITa) P(x)/Q(x) nelze v redlném oboru rozlozit — je to jiz parcidlni zlomek

. Ple) Pl A B
V tomto pripadé 0w ~ wlr—aR x—a+ e

Io) Q@) =ap(—a)(z-pB) (#p)

V tomto piipadé = = +

Vypocet Cisel A a B — ukdZeme na konkrétnich piikladech.

Priklady: viz TABULE



II. |deg@ =3

Ma) Q(x)=q(x —a)(z*+rz+s)

P(x) P(x) A Bx + D
Qz)  qr—a)(a?+ro+s) x—a+x2+m+s

V tomto piipadé

IIb) Q) =q(x—a)

V tomto pripadé Plz) = P(x) = A + b + D
prip Q(m)_qo(x—a)3_:1:—oz (x—a)? (r—a)

ITe) Qz) =q(x—a)(z—p)°

V tomto piipadé ) = = +
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IId) Qx)=qy(x—a)(z—7p0)(x—")

P(z) P(x) A B D
Qz) @wr—-—a)(z—-pF)z—-y) z—-a x—5 x-—7y

V tomto pripadé

Priklady: viz TABULE

Krok 3: integrace jednotlivych parcialnich zlomku

(In|z —a]+C (k=1)
1

dz. ) - +C (k= 2)
1

| 2emap ¢ BEY

prox € (—oo,a)ax € (,00)  (uZitim substituce u =z — «)



P
2) /2i dz, kde degP <1 (tj. P(x) =ax+b)
e +rr—+s

a polynom z? 4 rx + s neni rozloZitelny v redlném oboru

(coZ znamen4, Ze nema redlné koreny, neboli diskr. < 0)
Nejprve provedeme rozklad
b 2 : B
axr + _ 4 T+

2+rr+s 24rr+s x2+rr+s

(Na prikladu ukaZeme, jak najit koeficienty A a B — viz TABULE.)

Prvni zlomek vpravo ma tu vlastnost, Ze Citatel je roven derivaci jmenovatele.
Integral tohoto zlomku vypo&itdme pomoci substituce v = 2 + rx + s:

2 d
x4 +rr+s U

= In|2* +rz+s|+C

pro z € (—o0, 00).



3)

7/ Y Ve dx
Nakonec zbyva integral - .
T +rr+s
Oznaéme D = r? —4s. Pfipomeiime, Ze D < 0.
MiiZete si bud pamatovat vzorec
20+

/ dx 2 L
2+rz+s /=D v—D

nebo postup, kterym se integral vypocita, a ktery si ukaZzeme na konkrétnim prikladu.

arctg pro x € (—o0,00)

Priklad: viz TABULE



