CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 16

Shrnuti co bylo minule

Asymptoty, pribéh funkce, oskulacni kruznice.

Co bude dnes

Taylorniv polynom.

Tyto slidy jsou na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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Matematika I — prednaska 16

Tayloriv polynom, Taylorova véta

Motivace. Pfedpoklddejme, Ze funkce f ma derivace az do fddu n (vCetné) v bodé x.
Hledejme polynom T, stupné nejvyse n, ktery v okoli bodu z nejlépe aproximuje funkci
f. Polynom miizeme psat ve tvaru

T.(x) = ap + a1 (x —xg) + az- (x—20)* + ... + a,- (x—x0)",

kde koeficienty ay, a1, ..., a, teprve budou urceny.
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CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 16

Taylorav polynom, Taylorova véta

Motivace. Predpokladejme, Ze funkce f ma derivace az do fadu n (vCetné€) v bod€ z.
Hledejme polynom 7, stupné nejvyse n, ktery v okoli bodu x( nejlépe aproximuje funkci
f. Polynom mizeme psat ve tvaru

To(x) = ag + a1-(x —x) + as-(x —x0)? + ... + a, - (z—x0)",

kde koeficienty ayg, a4, ..., a, teprve budou urceny.

PoZadavek nejlepsi aproximace respektujeme takto: polynom 7T;, konstruujeme tak, aby
mél v bodé z stejnou hodnotu a také stejné derivace aZ do fadu n, jako funkce f:

To(wo) = f(wo), Tilwo) = f'(wo), Ti(xo) = f"(x0), -\ Ta"(wo) = f) (o).
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Toto je n + 1 podminek. Z téchto podminek vypocitame:

~ f(wo) o f" (o) F (o)
ST T g |

ay = f(iUo), ai

Odvozeni: viz TABULE
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Dosazenim do 7,,(z) dostaneme:

f’(.’L’()) fll(m()) n
1 5 (x — x0)".

Toto je tzv. Tayloriiv polynom stupné n funkce f o stfedu v bodé x. Je-li xyp = 0, uziva s
téZ nazev Mac Laurinuv polynom.

T,(z) = f(zo) + (x — x9) + (x—20)® + ... + °

Sestavte Taylorlv polynom 5. stupné

_/fﬁhﬁ A X°=O.

S /2

0 = 2* lo) =4 4 s (X)
g "(k:] -2 ”(D) =7
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Dosazenim do 7,(x) dostaneme:
f' (o) /" (o)
1! 2!

Toto je tzv. Tayloriiv polynom stupné n funkce f o stredu v bodé x. Je-li xy = 0, uziva se
téz nazev Mac Lauriniiv polynom.

f<”)(x0)

n!

T.(z) = f(xo) + (x — ) + (x—20)? + ... +

(x — x)".

Dulezité priklady:
A x"
e T e

1) Mac Lauriniv polynom funkce e” stupné n:  7T,,(z) = 1 + T '

2) Mac Laurinav polynom funkce sin z stupné n = 2k — 1, kde k € N:

3 5 T L o
Top = — — 4+ = - =+ ... 1) (ET )
-1(z) = P T (=1) 2k —1)! 2k()

3) Mac Laurinav polynom funkce cosz stupné n = 2k, kde k € N:

33'2 $4 .’136 x?k‘
Tor(x) = 1 — o + T + ...+ (—1)k W (E T2k+1(x)>.

Dalsi priklady:
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Maclaurinovy fady bé&znych funkci [ editovat | editovat zdroj]

* Maclaurinova fada polynomu je tentyz polynom.
« aproximovanou hodnotu funkce e” v blizkosti bodu & = 0 uréime tak, Ze se omezime pouze na n &len(i Taylorova rozvoje, éimz ziskame Taylor(v polynom stupné n-1

2 3 % i
o TN _
Taylorliv rozvoj: €* =1+ + 21 + 30 + —; a pro z € (—oo, 00)
2 3 i
aproximovana hodnota funkce: e* 1+:E+—+—+‘“+ ad .
3! (n)!
1 2 3 C- T
-1—:1+;c+;c + +---=Ea‘: proxz € (—1,1)
—x
o0 T
. 7 7 r—k+1 r-(r—1)---(r—n+1)
o (L+2x) =1+(1)w+(2)£ +(3) =Z( )a:" pror € R,z € (—1,1)  kde (n)=H N = -
n= k=1
e e o z"
. In(1 =z - — 4+ — -+ ... = -1t e (-1,1
n(l+z)=z 2+3 4-|—5 ;() nprox(,}
In 2 n? 3 In® > (zlna)”
car=14 222 TR0 T AL upma“ﬁﬂ,we(—m,m}
1! 2! 3! =0 n!
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Goniometrické funkce:



InZenyr po smrti prijde k nebeské brané a chce vstoupit. Svaty Petr se ale
omlouva, Ze maji plno a Ze ho nemiZe pustit. Ale inZenyfi vZdycky konci
v nebi, oponuje inZenyr. To mas pravdu, ale bohuzel to nejde. A kam mam
ted jit? Tak jdi do pekla, tam maji jeSté volno. Inzenyr ho tedy poslechne.
V pekle se divi, co tam inZenyr chce, ale ten jim to vysvétli a nabidne své
sluzby. Po piil roce jde na navstévu biih a divi se, Ze v pekle maji vSechno

INAI e

Ze je to diky inZenyrovi, kterého v nebi nechtéli. Biih fika, Ze to tak
nenecha a Ze chce inZenyra nazpétek. Dabel ho ale nechce dat. Tak ja té
zazaluju, rozcili se blih. No to chci vidét jak, sméje se mu d’'abel, kdyz jsou
vSichni pravnici v pekle.



V bodech = # 1z obecné neplati 7,,(x) = f(z). Nahradime-li tedy f(x) polynomem
T, (x), dopustime se jisté chyby. Oznaéme ji R, ,1(z). Pfesné tedy plati rovnost

f(ilf) - Tn(x) + Rn+1(x)'

Toto je tzv. Tayloriiv vzorec. Vyraz R, 1 (x) se nazyva zbytek po n—tém ¢lenu. Dosadime-
li za T),(x), dostavame Tayloriv vzorec ve tvaru

f'(x0) J (x)

n!

flz) = f(zo) +

(x —xg) + ...+

(x —20)" + Rpt1(2).

Nasledujici véta poskytuje informaci o tom, jak lze zbytek vyjadrit (a tudiZ 1 odhadnout).

Véta (Taylorova). Nechf funkce f md derivace az do Fadu n+ 1 (véetné) v intervalu
(a,b) a nechi xy € (a,b). Pak ke kaZdému x € (a,b) existuje bod & leZici mezi x a

tak, z
B Fr(e)

(n - 1)' )n—i—l.

Ryi(z) = oz — o

Priklad uziti: viz TABULE Dalsi priklady:
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Pi: Jaké nejvétsi chyby se dopustime pfi pouziti T5(x) s x0 = 0 pro aproximaci f-ce sin x
i na intervalu (-1,1) ? A pro T6(x) ?



PE-‘ Pro jak velky interval je maximalni chyba mensi nez 107-2 pri ndhradé f-ce In(x)
— ,
pomoci T3(x)sx 0 =17



Pr.: Jaky stupen Taylorova polynomu se stfedem v bodé 0 musim pouzit,
kdyz chci spocitat Eulerovo cislo s presnosti na 10"-5?

~—




