CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 13

Shrnuti co bylo minule

Derivace funkce. Diferencidl funkce. Derivace vyssich rada, L’Hospitalovo pravidlo.

Co bude dnes

Uziti derivace, intervaly monotdnie, konvexni a konkavni funkce.

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching
(pro osobni potfeby, nenahrazuje prednasku ani skripta).
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CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 13

IL.7. Uziti derivace: intervaly monotonie, konvexni a konkavni funkce

(j. intervaly, ve kterych je funkce rostouci nebo klesajici, pfipadné neklesajici nebo ne-
rostouci — nalezeni pomoci derivace)

Je-li I interval v R, pak mnozinu vSech vnitinich boda tohoto intervalu nazyvame vnitrek
intervalu I a znaCime ji [°.

Naptiklad: I = (a,b) ... I° = (a,b),
I=(0,1)... I°=(0,1), apod.
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Véta. Necht [ je spojitd funkce v intervalu I. Pak plati implikace

a) f'>0v I° = [ jevintervalu I rostouci,

b) f"<0v I° = f jevintervalu I klesajic.

Princip dukazu: viz TABULE
Priklady wziti: viz TABULE
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Poznamka. Podobnd tvrzeni lze odvodit v pfipadech, ze f/ > 0 v I°, f/ < 0 v I°,
piipadné f' = 0 v I°: Nechi f je spojitd funkce v intervalu I. Pak plati implikace

c) f'>0v I° = [ jevintervalu I neklesajict,
d) f'"<0 v I° = [ jevintervalu I nerostouct,

e) f'=0v I° = [ jevintervalu I konstanmni.

[1.7. Uziti derivace: intervaly monotonie, konvexni a konkavni funkce
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Poznamka. Podobna tvrzeni lze odvodit v pifipadech, ze f' > 0 v I°, f/ < 0 v I°,
piipadné ' = 0 v I°: Nechi [ je spojitd funkce v intervalu I. Pak plati implikace

c) f'>0v I° = [ jevintervalu I neklesajici,
d f'<0v I° = [ jevintervalu I nerostouci,

e) f'=0v I° = [ jevintervalu I konstantni.

Konvexni a konkavni funkce. (VySetfeni pomoci druhé derivace)

Motivace:
Funkce f ma v intervalu [ vlastnost:

Pro libovolné tfi body =1 < xo < 3
v intervalu / bod Q2 = [x2, f(x2)] lezi
pod nebo na secné, prochazejici body

Q1 = [z1, f(21)] 2 Q3 = [z3, f(x3)].

I I9 T3
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Definice (konvexni funkce). Funkci f nazyvame konvexni v intervalu I, je-li I C
D(f) a jestlize pro kazdé tfi body z1, zo, w3 € [ takové, Ze x; < xy < z3, plati:

Bod @y = [x2, f(x2)] lezi pod nebo na seéné Q1Qs, kde Q1 = [z1, f(z1)] a Q3 =
[333, f($3)]

Poznamka. Konvexni funkci f v inter-
valu [ l1ze charakterizovat timto vyrokem:
mnoZina bodit nad grafem funkce f v in-
tervalu I (tj. mnoZina G

G={lz,yszel, y>f(z)})
je konvexni.
Pfipomindme, Ze mnoZinu G nazyvame

konvexni, je-li mnozné kazdé dva body
.. 7 v pd i Ve ]
v (G spojit dseckou, kterd lezi celd v G.
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Definice (konkavni funkce). Funkci f nazyvame konkdvni v intervalu |, je-li | <
D(f) a jestliZe pro ka zdé tfi body X1, X2, X3 € | takové, Ze X1 < X2 < X3, plati:
Bod Q2 = [X3, f(%)] lezi nad nebo na se ¢né Q103, kde Q1 = [x1, F(§)] a Q3 =
[x3, f(%)]

Poznamka. Konkdvni funkci f v intervalu Ize charakterizovat vyrokem: mnoZina bodii

pod grafem funkce f vintervalu | (1. mnozina G := {[x, yI;x €1, y < f(x)})je
konvexni.
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Definice (konkavni funkce). Funkci f nazyvame konkdvni v intervalu I, je-li I C
D(f) a jestlize pro kazdé tfi body z1, x2, z3 € [ takové, ze x; < w9 < x3, plati:
Bod Q3 = [z2, f(x2)] lezi nad nebo na se¢né Q1Q3, kde Q1 = [z1, f(x1)] a Q3 =
3, f(23)]-

Poznamka. Konkavni funkci f v intervalu Ize charakterizovat vyrokem: mnoZina bodi

pod grafem funkce f v intervalu I (tj. mnoZina G == {[z,y]; x € I, y < f(x)}) je
konvexni.

Obrazky: viz TABULE

Véta. Predpoklddejme, Ze funkce f je spojitd v intervalu 1. Pak plati implikace

1) f">0v I° = [ jevintervalu I konvexni,
2) f"<0v I° = f jevintervalu I konkdvni,

Priklad uziti: viz TABULE
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Funkce ryze konvexni a ryze konkavni

Nahradime-li v definici konvexni funkce slova ,,pod nebo na” slovem ,,pod”, ziskdme
definici funkce ryze konvexni v intervalu [ .

Nahradime-li v definici konkavni funkce slova ,,nad nebo na” slovem ,,nad”, ziskame
definici funkce ryze konkdvni v intervalu [ .

Obrazky: viz TABULE
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Funkce ryze konvexni a ryze konkavni

Nahradime-li v definici konvexni funkce slova ,,pod nebo na” slovem ,,pod”, ziskdme
definici funkce ryze konvexni v intervalu I.

Nahradime-li v definici konkavni funkce slova ,,nad nebo na” slovem ,,nad”, ziskame
definici funkce ryze konkdvni v intervalu I.

Obrazky: viz TABULE

Poznamka. Ryze konvexni funkce je specidlnim piipadem konvexni funkce a ryze konkavni
funkce je specidlnim pripadem konkdvni funkce.

Poznamka. Posledni vétu 1ze modifikovat v tom smyslu, Ze za stejného predpokladu
(tj. spojitosti funkce f v intervalu /) plati implikace:

a) f">0v I° = [ jevintervalu I ryze konvexni,

b) f"<0v I° = f jevintervalu I ryze konkdvni.

Ukol. Rozmyslete si sami, co lze fici o funkci f, pokud f” =0 v I°.
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Poznamka. V definici konvexni a konkavni funkce se vyskytuji vyroky

,,bod ()7 lezi pod nebo na se¢né (1Q)3”

a ,,bod ()s lezi nad nebo na secné (01Q)3”,

kde Q= [z1, f(z1)], Qo = [2, f(72)] a Q3 = [x3, f(x3)].
Rozmyslete si sami, Ze naptiklad prvni vyrok, tj. ,,bod ()- leZi pod nebo na se¢né ()1()3”,

lze presné vyjadrit nerovnici

4 f(x3) — f(z1)

T3 — 1

f(x2) < f(x1)

. (SUQ — SE1>.
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Inflexni body

teCna

Definice (inflexni bod). Predpokladej-
me, Ze funkce f ma v bodé =z, deri-
vaci. (Tudiz v bodé [z, f(xg)] existuje
teCna ke grafu funkce f.) Te¢na déli ro-
vinu zy na dvé poloroviny. Prechdzi-li
v bod€ [xg, f(xo)] graf f z jedné polo-
roviny do druhé, nazyvame x inflexnim
bodem funkce f.
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Véta (nutna podminka pro inflexni bod). Je-li x( inflexnim bodem funkce f a
existuje-li f"(xy), je f"(xg) = 0.

Poznamka. Rovnost () = 0 neni podminkou postatujici pro to, aby z; byl inflexnim
bodem funkce f. Piiklad: f(z) = z*, 2o = 0.

Dusledek. Najdeme-li body, kde f”(x() = 0, pak mame pouze , kandiddty” na inflexni
body. Jak ale zjistime, ktery z téchto , kandidatd” je opravdu inflexnim bodem?
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Véta (nutna podminka pro inflexni bod). Je-li x inflexntm bodem funkce f a
existuje-li f"(xq), je f"(xo) = 0.

Poznamka. Rovnost f”(z) = 0 neni podminkou postacujici pro to, aby x; byl inflexnim
bodem funkce f. Piiklad: f(x) = 2%, 29 = 0.

Disledek. Najdeme-li body, kde f”(z() = 0, pak mame pouze ,.kandiddty” na inflexnf
body. Jak ale zjistime, ktery z téchto , kandidati” je opravdu inflexnim bodem?

Véta (postacujici podminky pro inflexni bod). Je-li f"(x0) =0 a f"(x0) # 0, pak
xg je inflexnim bodem funkce f.

Poznamka: Je-li f"(zq) = 0a f"(xq) = 0, pak o tom, zda x( je inflexnim bodem funkce
f, nemuzeme (bez dalSich informaci) usoudit viibec nic. Priklady: viz TABULE
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Véta (nutna podminka pro inflexni bod). Je-li x| inflexnim bodem funkce f a
existuje-li f"(xy), je f"(x¢) = 0.

Poznamka. Rovnost f”(xy) = 0 neni podminkou postacujici pro to, aby x byl inflexnim
bodem funkce f. Pfiklad: f(x) = 2%, 27 = 0.

Dusledek. Najdeme-li body, kde f”(xy) = 0, pak mame pouze ,,kandidaty” na inflexn{
body. Jak ale zjistime, ktery z téchto ,,kandidatd” je opravdu inflexnim bodem?

Véta (postacujici podminky pro inflexni bod). Je-li f"(xq) =0 a f"(x¢) # 0, pak
xg je inflexnim bodem funkce f.

Poznamka: Je-li f”(x¢) = 0a f"”(xy) = 0, pak o tom, zda x( je inflexnim bodem funkce
f, nemiZeme (bez dalSich informaci) usoudit viibec nic. Priklady: viz TABULE

Poznamka. Pokud zjistime, Ze f”(zy) = 0 a ze znaménka f” usoudime, Ze funkce f je
konvexni v néjakém pravém okoli bodu z( a konkdvni v néjakém levém okoli x( (nebo
naopak), pak x, je inflexnim bodem funkce f. (V tomto pfipadé nemusime pocitat f".)

Priklad: viz TABULE
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