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Shrnut́ı co bylo minule
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Co bude dnes
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Def nice (limita funkce). Předpokládejme, že x0 ∈ R∗ a že def ničnı́ obor funkce
f obsahuje některé prstencové okolı́ P (x0) bodu x0. Platı́-li pro každou posloupnost

{xn} v P (x0) implikace

limxn = x0 =⇒ lim f (xn) = a ,

pak řı́káme, že funkce f má v bodě x0 limitu rovnou a. Pı́šeme: lim
x→x0

f (x) = a.

a∈R .. . vlastnı́ limita
a=±∞ . . . nevlastnı́ limita

x0∈R .. . limita ve vlastnı́m bodě
x0 =±∞ . . . limita v nevlastnı́m bodě

Poznámka. Existence a hodnota limity funkce f v bodě x0 jsou určeny výhradně
chovánı́m funkce f v okolı́ bodu x0, nikoliv v bodě x0 samém.
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Poznámka. Skutečnost, že lim xn = x0, se někdy také zkráceně zapisuje: xn → x0.
Podobně, mı́sto lim f(xn) = a můžeme krátce psát: f(xn) → a. Užijeme-li toto
značenı́, můžeme implikaci v definici limty funkce psát takto:

xn → x0 =⇒ f(xn)→ a.

Při výpočtu hodnot konkrétnı́ch limit je důležitá tato věta:

Věta (o limitě součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́). Necht’ lim
x→x0

f(x) = a a

lim
x→x0

g(x) = b. Pak platı́:

a) lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = a+ b,

b) lim
x→x0

[f(x)− g(x)] = a− b,

c) lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = a · b,

d) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

a

b
,

pokud výrazy na pravých stranách majı́ smysl.
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Velmi užitečné jsou také následujı́cı́ věty o limitách složených funkcı́:

Věta (1. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) = λ, λ ∈R a necht’ funkce

f je spojitá v bodě λ. Pak platı́: lim
x→x0

f (g(x)) = f (λ).

Př ı́klady: viz TABULE

Věta (2. věta o limitě složené funkce). Necht’ lim
x→x0

g(x) =∞

(respektive −∞ ). Necht’ lim
y→∞

f (y) = L (respektive lim
y→−∞

f (y) = L ). Pak platı́:

lim
x→x0

f (g(x)) = L .

Př ı́klady: viz TABULE
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II.4. Spojitost funkce

Motivace. Jaký je rozdı́l mezi funkcemi f a g?

- -

6 6

x x

y y

ppppp
pppp
x0

f

rb
ppppp
ppppp
x0

g

Definice. O funkci f řı́káme, že je spojitá v bodě x0 ∈ D(f), jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).
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Poznámka. Aby funkce f mohla být spojitá v bodě x0, musı́ být definovaná v nějakém
okolı́ bodu x0.

Definice. O funkci f řı́káme, že je spojitá zprava v bodě x0 ∈ D(f ),jestliže

lim
x→x0+

f (x) = f (x0)

Analogicky definujeme funkci spojitou zleva v bodě x0.

Poznámka. Z uvedených definic snadno plyne toto tvrzen ı́: Funkce f je spojitá v bodě
x0 právě tehdy, je-li v tomto bodě spojitá zprava i zleva.
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Definice. Necht’ I je interval v R s krajnı́mi body a a b, a < b. Řı́káme, že funkce f

je spojitá v intervalu I , jestliže

a) f je spojitá v každém bodě x ∈ (a, b),

b) f je spojitá zprava v bodě a (pokud a ∈ I),

c) f je spojitá zleva v bodě b (pokud b ∈ I).

Dalšı́ obrázky a přı́klady: viz TABULE
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Věta. Polynomy, goniometrické funkce, cyklometrické funkce, mocninná funkce, expo-
nenciálnı́ funkce a logaritmická funkce jsou spojité v každém intervalu, který je částı́
jejich definičnı́ho oboru.

Věta (o spojitosti součtu, rozdı́lu, atd. v bodě x0). Jsou-li funkce f a g spojité
v bodě x0, pak též funkce f + g, f − g, f · g a |f | jsou spojité v bodě x0. Je-li navı́c
g(x0) 6= 0, je i funkce f/g spojitá v bodě x0.
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Poznámka. Věta platı́ i tehdy, když ,,spojitost v bod ě x0” nahradı́me ,,spojitostı́ zprava
v bod ě x0”, přı́padně ,,spojitost ı́ zleva v bod ě x0”. V d ůsledku toho v ěta plat ı́ i tehdy,
nahradı́me-li ,,spojitost v bod ě x0” ,,spojitost ı́ v intervalu I ”. (V tomto p řı́padě je t řeba
v poslednı́ části věty předpokládat, že g(x) 6= 0pro všechna x ∈ I.)
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Věta (o spojitosti složené funkce v bodě x0). Je-li funkce gspojitá v bodě x0 a funkce
f spojitá v bod ě g(x0), pak slo žená funkce f ∗ g(tj. funkce y = f (g(x))) je spojit á
v bodě x0.

Obdobné tvrzenı́ lze dokázat i ohledně spojitosti složené funkce v intervalu:
Je-li funkce g spojitá v intervalu I , funkce f je spojitá v intervalu J a je-li g(I) ⊂ J,
pak rovněž složená funkce f ∗ gje spojitá v intervalu I .
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Věta (o spojitosti složené funkce v bodě x0). Je-li funkce gspojitá v bodě x0 a funkce
f spojitá v bod ě g(x0), pak slo žená funkce f ∗ g(tj. funkce y = f (g(x))) je spojit á
v bodě x0.

Obdobné tvrzenı́ lze dokázat i ohledně spojitosti složené funkce v intervalu:
Je-li funkce g spojitá v intervalu I , funkce f je spojitá v intervalu J a je-li g(I) ⊂ J,
pak rovněž složená funkce f ∗ g je spojitá v intervalu I.

Některé důležité vlastnosti spojitých funkcı́:

Věta (o nab ývánı́ mezihodnot). Je-li funkce f spojitá v intervalu I a jsou-li x1

a x2 dva libovolné body z I , pak ke každému čı́slu η ležı́cı́mu mezi f (x1) a f (x2)
existuje bod ξ ležı́cı́ mezi x1 a x2 takový, že f (ξ) = η.



Věta (o spojitosti inverzn ı́ funkce). Je-li funkce f spojitá a prost á v intervalu I ,
f (I) = J, pak inverzńı funkce f−1 je spojitá v intervalu J .
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Definice (extrémy funkce). Řı́káme, že funkce f nabývá v bodě x0 ∈ D(f) svého
maxima, jestliže pro všechna x ∈ D(f) platı́: f(x) ≤ f(x0). Pı́šeme f(x0) = max f .

Řı́káme, že funkce f nabývá v bodě x0 ∈ D(f) svého minima, jestliže pro všechna
x ∈ D(f) platı́: f(x) ≥ f(x0). Pı́šeme f(x0) = min f .

Maximum a minimum funkce f nazýváme souhrně extrémy funkce f .

Definice (Supremum a infimum funkce). Supremum množiny hodnot funkce f
(H(f)) nazýváme supremem funkce f . Pı́šeme sup f .

Infimum množiny hodnot funkce f (H(f)) nazýváme infimem funkce f . Pı́šeme inf f .

Pozn. Supremum množiny hodnot funkce f na množině M (H(f |M)) nazýváme supre-
mem funkce f na množině M . Pı́šeme supM f .
Analogicky infimum funkce f na množině M .
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Věta (o spojitosti inverznı́ funkce). Je-li funkce f spojitá a prostá v intervalu I ,
f(I) = J, pak inverznı́ funkce f−1 je spojitá v intervalu J .

Věta (o existenci maxima a minima). Necht’ funkce f je spojitá v uzavřeném a
omezeném intervalu 〈a, b〉. Pak extrémy max

x∈〈a,b〉
f(x) a min

x∈〈a,b〉
f(x) existujı́.
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