CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 10

Shrnuti co bylo minule

Funkce, limita funkce.

Co bude dnes

Spojitost redlnych funkci jedné redlné proménné.

Tyto slidy najdete na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching

(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).
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Def nice (limita funkce). Pfedpoklddejme, ze Xo € R* a Ze def ni¢ni obor funkce
f obsahuje nékteré prstencové okoli P (Xg) bodu Xg. Plati-li pro kazdou posloupnost
{Xn} v P(Xo) implikace

limx, =% = Ilimf(x,) =a,

pak fikdme, Ze funkce f ma v bodé Xg limitu rovnou a. PiSeme: lim f(x) = a.
X Xo
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Poznamka. SkuteCnost, Ze lim x,, = x(, se nékdy také zkracené zapisuje: =, — .
Podobné, misto lim f(x,) = a miZeme kratce psat: f(z,) — a. UZijeme-li toto
znaceni, miZeme implikaci v definici limty funkce psat takto:

Ty — 9 = f(z,) — a.

Pri vypoctu hodnot konkrétnich limit je dalezita tato véta:

Véta (o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci). Nechi lim f(x) =a a
T—X0

lim g(z) =b. Pak plati:

a) lim [f(z) +g(z)] = a+b
b) lim [f(z) —g(z)] = a=b,
¢) lim [f(z)-g(z)] = a-b
g lm L&) _ @

za0 g(x) b

pokud vyrazy na pravych strandch maji smysl.
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Velmi uZitecné jsou také nésledujici véty o limitach sloZzenych funkci:

Véta (1. véta o limité sloZzené funkce). Nechf lim g(x) = A, A €R a nechf funkce

X—= Xo

f je spojitd v bodé A. Pak plati: XIIr)T(I f(a(x)) =f(A).
= Xo

Véta (2. véta o limité sloZzené funkce). Necht Xllrp g(Xx) = x
= Xo
(respektive — ). Necht y|im f(y) = L (respektive ylir_n f(y) = L). Pak plati:
lim f(g(x)) =L.
X=Xo

M1 T.Neustupa



CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 10

Shrnuti co bylo minule

Funkce, limita funkce.

Co bude dnes

Spojitost redlnych funkci jedné redlné proménné.

Tyto slidy najdete na adrese
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching

(pro osobni potieby a nenahrazuje skripta ani prednasku).

M1 T.Neustupa



CVUT, Fakulta strojni, zimni semestr 2020 T. Neustupa

Matematika I — prednaska 10

I1.4. Spojitost funkce

Motivace. Jaky je rozdil mezi funkcemi f a g?

Zo Zo

Definice. O funkci f fikdme, Ze je spojitd v bodé xy € D(f), jestlize

lim f(z) = f(zo).

T—Xo
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Poznamka. Aby funkce f mohla byt spojitd v bodé Xo, musi byt definovana v néjakém
okoli bodu Xp.

Definice. O funkci f fikdme, Ze je spojitd zprava v bodé xo € D(f ), jestlize

lim f(x) = f(xo)
X=X+

Analogicky definujeme funkci spojitou zleva v bode Xo.

Poznamka. Z uvedenych definic snadno plyne toto tvrzeni: Funkce f je spojitd v bodé
Xo pravé tehdy, je-li v tomto bodé spojitd zprava i zleva.
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Definice. Nechf I je interval v R s krajnimi body a a b, @ < b. Rikdme, 7e funkce f
je spojitd v intervalu I, jestlize

a) f je spojitd v kazdém bodé x € (a, b),
b) f je spojitd zprava v bodé a (pokud a € 1),
c) f je spojita zleva v bod€ b (pokud b € ).

Dalsi obrazky a priklady: viz TABULE
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Véta. Polynomy, goniometrické funkce, cyklometrické funkce, mocninnd funkce, expo-
nencidlni funkce a logaritmickd funkce jsou spojité v kaZdém intervalu, ktery je cdsti
jejich definicniho oboru.

Véta (o spojitosti souctu, rozdilu, atd. v bodé€ x(). Jsou-li funkce f a g spojité
v bodé x, pak té? funkce f + g, f— g, [ g a |f|jsou spojité v bodé x. Je-li navic
g(xo) # 0, je i funkce /g spojitd v bodé x,.
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Véta. Polynomy, goniometrické funkce, cyklometrické funkce, mocninnd funkce, expo-
nencidlni funkce a logaritmick d funkce jsou spojit é v kaZdém intervalu, ktery je cdsti
jejich defini¢niho oboru.

Véta (o spojitosti sou ¢tu, rozdilu, atd. v bodé xq). Jsou-li funkce f a g spojité
v bodé Xo, pak téZ funkce f + g f— g - g a |f|jsou spojité v bodé Xo. Je-li navic
9(x0) & Q jei funkce f/q spojitd v bodé Xo.

Poznamka. Véta plati i tehdy, kdyzZ ,,spojitost v bod € X’ nahradime ,,spojitosti zprava
v bodé Xp”, pfipadné ,,spojitosti zleva v bod € Xp”. V dusledku toho v éta plati i tehdy,
nahradime-li ,,spojitost v bod € Xg” ,,spojitosti v intervalu /. (V tomto pfipadé je tieba
v posledni ¢asti véty predpokladat, Ze g(x) 6=po vSechna X € [.)
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Véta (o spojitosti slazené funkce v bod€ Xq). Je-li funkce g spojitd v bodé Xg a funkce
f spojitd v bod é g(X), pak slo Zend funkce f % g(1j. funkce y = f (g(X)) je spojitd
v bodé Xo.

Obdobné tvrzeni 1ze dokazat i ohledné spojitosti sloZené funkce v intervalu:
Je-li funkce g spojitd v intervalu |, funkce f je spojitd v intervalu | aje-li g(l) C J,
pak rovnéZ sloZend funkce f * Qje spojitd v intervalu | .
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Véta (o spojitosti slozené funkce v bod€ Xg). Je-li funkce g spojitd v bodé Xq a funkce
f spojitd v bod é g(X), pak slo Zend funkce f % g(tj. funkce y = f (g(X)) je spojitd

v bodé Xo.

Obdobné tvrzeni lze dokazat 1 ohledné spojitosti slozené funkce v intervalu:
Je-li funkce g spojitd v intervalu | , funkce f je spojitd v intervalu | a je-li g(I) < J,
pak rovnéZ sloZend funkce f * g je spojitd v intervalu |.

Nékteré dulezité vlastnosti spojitych funkci:

Véta (o nab yvani mezihodnot). Je-li funkce f spojitd v intervalu | ajsou-li X1
a X dva libovolné body z |, pak ke kazdému Cislu n lezicimu mezi f (X1) a f(Xx2)

existuje bod & lezici mezi X1 a X3 takovy, Ze f (&) = n
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Véta (o spojitosti inverzn i funkce). Je-li funkce f spojitd a prostd v intervalu |,
f(l) =/, pakinverzni funkce f_1 je spojitd v intervalu | .
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Definice (extrémy funkce). Rikdme, Ze funkce f nabyvéa v bodé zy € D(f) svého
maxima, jestlize pro vSechna z € D(f) plati: f(x) < f(x). PiSeme f(x¢) = max f.

Rikdme, 7e funkce f nabyva v bodé xy € D(f) svého minima, jestlize pro viechna
x € D(f) plati: f(x) > f(z). PiSeme f(xy) = min f.

Maximum a minimum funkce f nazyvame souhrné extrémy funkce f.

Definice (Supremum a infimum funkce). Supremum mnoZiny hodnot funkce f
(H(f)) nazgvame supremem funkce f.PiSeme sup f.

Infimum mnoziny hodnot funkce f (H(f)) nazyvame infimem funkce f.PiSeme inf f.
Pozn. Supremum mnoziny hodnot funkce f na mnoziné M (H(f|ys)) nazyvame supre-

mem funkce f na mnoZziné¢ M. PiSeme supy; f.
Analogicky infimum funkce f na mnoZiné M.

M1 T.Neustupa



Véta (o spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f spojitd a prostd v intervalu I,
f(I) = J, pak inverzni funkce f_1 je spojitd v intervalu J.

Véta (o existenci maxima a minima). Nechi funkce f je spojitd v uzavieném a

omezeném intervalu (a,b). Pak extrémy max f(z) a min f(x) existuji.
x€(a,b) x€{a,b)

I1.4. Spojitost funkce M1 T.Neustupa 8/ 8




