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Abstrakt: Tato prace se zabyva odvozenim matematického modelu a naslednou im-
plementaci problému interakce nestlacitelné tekutiny a elastického télesa. Jedna se o
sdruzeny problém. Nejprve je cela problematika popsana parcialnimi diferencialnimi
rovnicemi, véetné podminek na spole¢ném rozhrani. Kvili nezndmému tvaru roz-
hrani je nutno pouzit ALE metodu. Pak je odvozen numericky model pro jednotlivé
oblasti — proudéni nestlacitelné tekutiny a deformace elastického télesa. Pro pro-
storovou diskretizaci byla zvolena metoda kone¢nych prvki v obou piipadech, pro
¢asovou diskretizaci proudéni je implementovana zpétna Eulerova metoda, pro de-
formaci elastického télesa pak Newmarkova metoda. Dale tato prace obsahuje popis
implementace, véetné algorimtu feSeni sdruzeného problému. Na zavér jsou zafazeny
vysledky numerickych experimenti.
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Abstract:  This diploma thesis deals with the derivation of mathematical model
and following implementation of interaction between incompressible flow and elastic
body. It is a coupled problem. First both problems are described by partial differen-
tial equations, including conditions on the common interface. Due to the unknown
shape of interface it has to be applied ALE method. Then it is derived the numerical
model for separate domains — incompressible flow and deformation of elastic body.
For space discretization it is used the finite element method in both cases, for time
discretization of flow problem it is implemented the backward Euler method, for
deformation of elastic body it is used the Newmark method. Further this thesis con-
tains the description of implementation including the algorithm of coupled problem.
At the end the numerical experiments are included.
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Uvod

Interakce proudici tekutiny s elastickym télesem je komplexni a nejen po mate-
matické strance velmi zajimavy problém. Ma velké vyuziti jak v technické praxi,
napiiklad pii modelovani obtékani profilu kiidel letadel, tak v oblasti biomechaniky
s medicinskymi aplikacemi. Zde jako ptriklad mizeme uvést zkoumani proudéni krve
v cévach nebo model, na ktery jsme se orientovali v této praci — simulace tvorby
lidského hlasu, ktery hraje velmi dilezitou roli v kvalité lidského zivota. Simulace
lidského hlasu je dulezita kvili nemoznosti provadét fyzikalni méfeni in vivo a proto
zde matematické modelovani hraje nezastupitelnou roli pii pochopeni tohoto dé¢je.
Bohuzel nebyly dosud vSechny detaily tvorby hlasu plné vysvétleny.

Tvorba hlasu je slozity biologicky proces. Proud vzduchu ptichazi z plic, obtéka
hlasivku a svym tlakem ji rozvibruje. Hlasivka pak kmit4 na frekvencich blizkym
svym vlastnim frekvencim. V hrtanu se nachézeji dalsi dutiny hlasového tustroji,
které ovliviwuji tento zakladni tén. Kone¢nd modulace hlasu pak nastava v dutiné
ustni. V této praci se budeme zabyvat jen kmitdnim hlasivky pod tlakem proudiciho
vzduchu, presto se stile jedn& o tzv. sdruzeny problém, kdy feseni obou problému
na sobé vzajemné zaviseji.

Uz i tento model je dostatecné komplexni a je tfeba u néj skloubit dynamiku te-
kutin, deformaci pruzného télesa a jejich vzajemnou interakci. V nasi praci rfesime
oddélené rovnice proudici tekutiny a rovnice popisujici vibraci hlasivky. Mazeme tak
pouzit metody, které jsou vice efektivni pro dany typ tlohy. Pro tcely na$i prace
jsme se omezili posléze na dvojrozmérné modely. Pro né jsme odvodili matematicko-
fyzikalni popis obou 1loh a jejich vzajemné interakce. Na zakladé tohoto popisu jsme
odvodili numericka schémata fesici jak deformaci elastického télesa, tak i proudéni
nestlacitelné tekutiny, a popsali jsme, jak obé schémata skloubit pfi feseni vzajemné
interakce. Na zakladé této casti jsme pak implementovali program, ktery modeluje
dynamickou tlohu linearni elasticity a stacionérni i nestacionarni problém nestlaci-
telného proudéni. Na implementaci vzajemné interakce déle pracujeme.

V prvni kapitole této prace jsou shrnuty zakladni pojmy z funkcionédlni analyzy a
uvedeny nékteré véty, které dale pouzivame.

Druha kapitola obsahuje matematicky popis deformace elastického télesa pomoci
parcidlnich diferencidlnich rovnic a odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic pro
nestlacitelné proudéni ze zakonu zachovani a jejich preformulovani pomoci ALE
metody. Ta ndm dovoluje modelovat tlohy s ¢asové proménnou vypocetni oblasti
a s neznamou polohou rozhrani. Na konci této kapitoly jsou pak uvedeny rovnice
popisujici tento sdruzeny problém.



Ve treti kapitole jsou odvozena numerickd schémata pro oba dva problémy. Puvodni
parcialni diferencialni rovnice jsou prevedeny do slabé formulace, je zaveden pojem
slabého Teseni a nésledné je slaba formulace prostorové diskretizovina pomoci me-
tody kone¢nych prvki. Pro néaslednou ¢asovou diskretizaci elastického télesa byla
pouzita Newmarkova metoda, resp. pro proudéni tekutiny zpétné Eulerovo schéma.
Déle je zde predstaveno nékolik moznosti, jak linearizovat nelinearni soustavu rovnic
a jak vyftesit vzniklou soustavu linearnich rovnic ve tvaru sedlového bodu. Na konci
této kapitoly je uveden celkovy algoritmus numerického feseni sdruzeného problému.

Do ¢tvrté kapitoly jsou zarfazeny nékteré aspekty praktické realizace. Je zde i po-
psdna modalni analyza a spektralni analyza signalu, dvé metody, které ndm dovoluji
ziskat a porovnat zakladni vlastni frekvence kmitani elastického télesa. Ve zbylé ¢asti
této kapitoly jsou uvedeny ziskané vysledky numerickych experimentii.

Zavér obsahuje zhodnoceni dosazenych vysledku v této praci.



Kapitola 1

Matematicky aparat

V této kapitole zavedeme nékolik pojmu a vét z funkcionalni analyzy, na které se bu-
deme v celé praci odvolavat. Pro pfehlednost budeme v celé praci indexovat velic¢iny
spojené s popisem tekutiny pomoci horniho indexu f (z angl. fluid), resp. pro popis
elastického télesa budeme pouzivat index s (z angl. structure). Pro elegantnéjsi zapis
budeme pouzivat Einsteinovu sumacni konvenci.

1.1 Zavedeni pouzitych prostori a norem
Pro vlastnosti funkénich prostori, které budeme definovat, je dilezité, nad jakou
oblasti jsou sestrojeny:

Definice 1 (viz [14]). Necht Q C R% d € N je omezend oblast. Rekneme, Ze hranice
oblasti 0S) je lipschitzovsky spojitd, kdyZ spliiuje ndsledujici podminku: Pro libovolné
z € 00 existuje okoli U = U(z) takové, Ze mnozinu UNOQY lze v néjakém kartézském
soutadnicovém systému (xy1,- -, xq) vyjadiit ve tvaru

xa = F(r1, -, 2a 1), (1.1)
a mnoZinu U N Q lze vyjddrit nerovnosti

g < F(xy,--- ,x4-1), (1.2)
kde F je lipschitzovsky spojitd funkce.

Poznamka. Oblast s lipschitzovsky spojitou hranici ma definovany jednotkovy vek-
tor vnéjsi normaly skoro vSude na Of).

Pro zjednodu$eni budeme dale pouzivat znaceni zavedené v nasledujici definici.

Definice 2. Derivaci podle multiindezu o = (o, ..., aq), kde oy € No rozumime

o a_ ol _d
parcidlni derivace D* = T o kde |a| =), a; ad e N.



Mezi zakladni prostory funkei patii prostor LP(2), kde 1 < p < oo. Tyto prostory
jsou definovany pomoci Lebesqueovy miry a integralu. Prostor LP(£2) obsahuje ta-
kové funkce f : Q2 — R, pro které plati

/|f]p dr < 0. (1.3)
Q

Prostory L”(Q2) jsou Banachovy prostory s normou

1
ll oy = llull, = ( [ da:) , (1.4)

pro 1 < p < 0o. Pro p = 0o je norma volena jako esssupf, viz [1].
Poznamka. Obdobné pracujeme s prostory LP(952), kde 0f) je hranice oblasti €.

Specidlné prostor L?(2) je Hilbertiiv, nebot na ném existuje skalarn{ sou¢in defino-
vany pfedpisem

(u, )13 = /qu dz. (1.5)

V dalsim textu budeme ozna¢ovat skalarni soucin na L?(2) zkracené jako (-, -)q.Pro
vektorové prostory [L%(Q)]¢,d € N definujeme skalarni soucin jako

d

(f,8)a = Z(fugi)a, (1.6)

=1
kde funkce f, g € [L2(2)]? a f;, g; znadi jejich i-tou slozku.
Pro k e Na 1l <p < oo muzeme definovat Soboleviiv prostor
WkEP(Q) = {f € LP(Q)| Va, |a| < k, D*f € LP(Q)}, (1.7)

kde symbolem D je oznacena derivace podle multiindexu . Normu na tomto pro-
storu zavadime jako

1
iy = lullopn = 3 ( [ dx) . (1.8)

o<k

Kromé normy pracujeme na tomto prostoru také se seminormou

hesooy = lulipn = 3 ([ 10up de)" (19)
Q

|a|=k

Bude-li z kontextu jasné, ptes jakou oblast integrujeme, budeme tento index 2 vy-
nechévat.

Nejvice pouzivany vektorovy prostor v této praci [IW12(Q)]? oznacime jako W(S).

O hodnoté funkce na hranici oblasti  C R? mizeme mluvit pouze v pripadé, kdy je
2k > d a ze Sobolevovych vét plyne vnoteni WHP(Q) do C(Q), viz [4]. V ostatnich
pripadech pouzivame vétu o stopach, zde uvedenou bez dikazu:

4



Vé&ta: 1. Nechl je oblast Q C R? s lipschitzovsky spojitou hranici. Pak ezistuje pr e
jeden omezenyj linedrni operdtor T : W*P(Q) v L2(0Q) takovy, Ze Yu € C*(Q)
plati, Ze Tu = ulgq.

Znéni a diukaz viz [17].

Nyni, kdy jiz mé& smysl mluvit o hodnoté funkce f € W*P(Q) na hranici, mtzeme
zavést prostor V, ktery pouzijeme pii slabé formulaci problému elasticity, takto

V ={f e WH(Q%)|f = 0 na I}, ve smyslu stop} C WH?(Q*). (1.10)

Prostor V' ma4 stejnou normu jako prostor W12(Q).

Pokud budeme pozadovat integrovatelnost i vyssich derivaci, lze tento prostor jesté
zobecnit na

VE = {f e WF(Q)[f = 0 na T}, } € WH(Q"). (1L.11)

Prostor vSech omezenych lineadrnich funkciondli definovanych na prostoru V' ozna-
¢ime jako V*, mluvime pak o tzv. dudlnim prostoru. Na tomto prostoru definujme
normu pro F' € V* vztahem

I, = max 20

) 1.12
ueV HUHV ( )

Pro teSeni ulohy rovinné pruznosti zavedeme znaceni kartézského soucinu Sobole-
vovych prostori jako V.=V x V = [{f € W2(Q)|f = 0na '}, }]*. Na tomto
prostoru definujeme normu vztahem

Jullv =/l

7 teorie Sobolevovych prostorti vyuzijeme i prostor funkci s kompaktnim nosi¢em,

?28,1,2 + [|ug] ?25,1,2- (1.13)

Wy (Q) = C’(‘)’O(Q)H'HV, tj. uzavér nekone¢né hladkych funkeci s kompaktnim nosi¢em

na oblasti {2 v normé prostoru V', viz napf. [20]. Pro jednoduchost pak znacime
1,2

W () = [Wy ()]

1.2 Dailezité vztahy

Déle budeme pouzivat nasledujici vztahy.

Véta: 2 (o substituci). Necht P, R C R? a f je prosté spojité requldarni zobrazeni
otevicené mnoziny P na R, které md nenulovy Jacobidn |f'(z)|. Necht M C R. Pak
pro libovolnou méritelnou funkci g plat?

/ g(x)dz = / g(F (@) (@)]d. (1.14)

M f=1(M)



Znéni a dikaz viz [10].

Véta: 3 (Greenova véta). Necht Q C R? je oblast s lipschitzovskou hranici 0 a
necht funkce f,g € WH2(Q). Pak plati

of B o dg
/axigdx—/fgnldS /faxidx, (1.15)
Q o9

Q

kde n; je i-td souradnice jednotkového vektoru vnéjsi normdly.

Znéni a dukaz viz [14].

Véta: 4 (Friedrichsova nerovnost). Necht Q C R™ je oblast s lipschitzovskou hra-
nici 0 a I' C INQ je jeji éast s kladnou Lebesqueovou mirou. Pak existuje kladnd
konstanta Cr zdvisld jen na Q a T takovd, Ze pro kaZdou funkci u € WH2(Q) plati

d 2
0
lulli, < Cr /qu:rz+ > /(a:?) dx (1.16)
T =17 ¢

Znéni a dukaz viz [17].

Véta: 5 (Kornova nerovnost). Necht'V je uzavieny podprostor W (Q?%), kde W (%) C
V C W(Q¥). Necht Py = PNV a Qv je ortogondlni doplnék mnoziny Py v prostoru
V, tedy V = Py @ Qv. Pak existuje kladnd konstanta Cx > 0, Ze plati

2
Ze%(ll)? > CKZ (g;%) Yu € Qy, (1.17)
0,J J

i?j

kde e;; je tenzor malijch deformacﬂ a P je podprostor rotacﬂ v prostoru W (2%).

Znéni a dukaz viz [14].

Véta: 6 (Lax - Milgram). Necht V je Hilbertiv prostor, a(-,-) je bilinedrni forma
na V a necht L je linedrni omezeny funkciondl na V. Necht ddle plati

1. na V omezend, tj. (3K > 0), Ze (|a(u,v)| < K|ju||12||v|[12 Vu,v € V)

2. na V koercivni, nebo-li (3o > 0,) Ze (Vv € V)(la(v,v)| > a|[v]7,)

Pak ezistuje prave jedna funkce u € V takovd, Ze L(v) = a(u,v) Vv € V. Navic
plati Jull < Z|L]..

Znéni a dukaz viz [17].

16% je definovan vztahem 1) ve druhé kapitole
2To jsou takové funkce v € W(Q?), 7ze v =a+ b x v a tudiz je pro né e;;(v) = 0, vice v [14].
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Kapitola 2

Matematicky popis modelu

V této kapitole odvodime rovnice popisujici nejprve elastické téleso a pak proudici
tekutinu. V obou pfipadech zanedbame realnou strukturu latek a budeme predpokla-
dat, ze latky maji spojitou konzistenci. Nahradime je tedy modelem matematického
kontinua, vice viz [2]. Pfedpokladame-li, Ze vySetfované veli¢iny jsou dostatecné
hladké, lze fyzikalni zdkony formulovat matematicky pomoci diferencialnich rovnic.

Problém deformace elastického télesa budeme Fesit na referencni oblasti 2° = 2], C
R3, kde budeme vychéazet z Langrangeova popisu. Proudéni tekutiny budeme mode-
lovat na ¢asové proménné oblasti Qf = Qf(t) c R, t € (0,T). V piipadé proudéni
bez interakce s elastickym télesem je oblast Q{ = Qg nezavisla na c¢ase. To odpovida
Eulerovu popisu, opét viz dale. Déle tento popis zobecnime pomoci ALE metody,
ktera ndm dovoluje modelovat proudéni na ¢asové proménné oblasti Qf .

V celé praci predpokladame, ze obé oblasti Q° a Qfef jsou disjunktni, tedy 2° N
foef = (). Zaroven ale predpokladame, Ze maji spole¢nou neprazdnou hranici roz-

hrani I'w,, = QN ﬁf, jak je znézornéno na obrézku 1) Pro jednoduchost uva-

7ujeme, 7e Qfef = Qg je oblast proudéni okolo nedeformovaného télesa Q°. Pri
Vcaset = 0 V libovolném case t
B e N
+ | 5 I
M | N .

/
-

- S
Deformovana oblast Qref

Obrézek 2.1: Znazornéni modelu hlasivky a vypocetni oblasti proudéni nestlacitelné
tekutiny.



modelovani z hlediska elastického télesa uvazujeme toto rozhrani ¢asové neménné
(I'w,,,), zatimco z pohledu proudici tekutiny bude ¢asové proménné (I'v,).

2.1 Elastické téleso

V této podkapitole popiseme matematicky model elastického télesa, viz napt. [2],
[14]. Navazujeme na piedchozi praci [23], kde je uvedeno podrobnéjsi odvozeni. Zde
nejprve uvedeme rovnice popisujici statickou rovnovahu poddajného télesa a z nich
nasledné pomoci D’Alembertova principu odvodime rovnice popisujici dynamicky
problém.

2.1.1 Statické rovnice elastického télesa

Nejprve predpokladejme veskeré veli¢iny casové nezavislé a téleso modelujme ome-
zenou oblasti 2° C R3 s lipschitzovsky spojitou hranici 9Q°. Uvazujeme pisobent sil
dvojtho druhu, objemové sily s objemovou hustotu oznacenou f* a sily plosné. Jejich
pisobeni na plastické téleso je popsano pomoci vektoru napéti a tenzoru napéti.

.-...------..._-.
-
»
»

an®
an
an® -

[ s ']
L .,
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* -
. -
-
o te
o S - ‘e
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* *
.. ‘.
0
o bt
o -
- *
Y *
P .
> - By
¥ *
L4
- n e
- -
* *
‘ Qs '
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Obrézek 2.2: Znazornéni hranic elastického modelu hlasivky a ptsobeni plo$nych sil
na objemovy element V.

Vektor napéti T*(7) udava vliv plosnych sil na téleso v bodé x € OV ve sméru
obecného vektoru v, ktery je obecné nezavisly na sméru vnéjsi normaly 77, jak je
zobrazeno na obrazku (2.2)). Jako T*(17) budeme oznacovat vektor napéti pisobici
ve sméru vnéjsi normaly k uvazovanému povrchu objemu 0V v bodé x. Déle ozna¢me

(2
jako T? vektor napéti pusobici na plosku kolmou k ose z; s norméalou shodné ori-
entovanou s touto osou. Tenzor napéti 75 je definovan jako prumét tohoto vektoru

(2
napéti T® do sméru jednotlivych soufadnych os

7

=75 (i=1,2,3). (2.1)

J )
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Tenzor 7;; je symetrickym tenzorem druhého fadu. Pomoci odvozenti silové rovnovahy
plosnych sil na infizitimalné malém ¢tyithelniku — vice v [2], Ize ziskat vyjadieni pro
slozky obecného vektoru napéti ve formé

T3 (7)) =150, (1=1,2,3), (2.2)

% ji

kde n; jsou slozky jednotkové normaly k plosce S = OV, na kterou pisobi vektor
napéti T°(1).

Podminky rovnovahy

Silova rovnovaha kontinua je dédna touto integralni rovnici

£ dz + [ T*(R)dS =0, (2.3)
frae|

\% S

kde prvni integral vyjadiuje ptisobeni objemovych sil na vybrany objem elastického
télesa V' a druhy integral udava plosné sily ptisobici na plose S, kterd objem V
uzavird, jak je zndzornéno na obrazku . Pouzitim Gaussovy véty, dosazenim za
T*(77) z a a uzitim symetrie 7;; ziskame vztah

/(ff + @) dz =0, (2.4)

&xj
\%

ktery musi platit pro libovolny objem V. Vztah (2.4) mizZe byt splnén pro libovolny
objem V jen tehdy, pokud je roven nule integrand. Odvodili jsme tak tii rovnice
statické rovnovahy pro elastické téleso

or?

s L, =1.2.3) v Q°. 2.5
ft g =0 i=123)v (2.5)

Kromé podminky rovnovahy sil, musi byt téz zachovina podminka rovnoviahy mo-
ment sil. Jak je ukdzéno napi. v [2], tato podminka je ekvivalentni symetrie tenzoru
napéti 7.

Deformace télesa

Deformace elastického télesa reprezentovaného oblasti ° je popsana vektorovou
funkei posunuti u = (uy, ug, uz), kterd udava primeéty deformace daného bodu = €
Q* do soutadnych os.

Tenzor konefné deformace zavedeny vztahem (viz [2])

¢ — 8uj n 8uk 4 (‘)uz 8u1
gk 8xk (‘9xj al’j aZL’k

), (j,k=1,2,3), (2.6)



vyjadiuje zménu vzijemné vzdélenosti dvou infinitizimélné vzdélenych bodu. Pro
malé vychylky zanedbévame c¢len se smiSenymi derivacemi a definujeme tenzor ma-

lIych deformaci
. 1/ 0u; Ouy
ejk 2(81% + 8xj> ( 7)

Tenzor malych deformaci je symetricky tenzor druhého Fadu. Vice viz [2].

Hooketv zakon

Hooketiv zakon popisuje linearni zavislost slozek tenzoru deformace na slozkach ten-
zoru napéti pomoci tenzoru ¢tvrtého fadu Cjju

75 = Cijkl € (2.8)

kde 7%, ef; jsou tenzory druhého radu, k, [ s¢itaci indexy. Tenzor ¢tvrtého radu Cjjx
je symetricky v indexech i a j, k a [. Veli¢iny Cjjz; nazyvame elastickymi koeficienty.
Obecné mé 15 nezavislych slozek, ale pro homogenni izotropni téleso se jejich pocet
redukuje na dvé. V této praci se omezime pouze na tento piipad a tenzor Cjju
budeme popisovat pomoci Lamého konstant A° a p®. Zobecnény Hooketv zédkon
(2.8) pak lze zapsat

T = N0 0 4 2p°€; (2.9)

IR
kde invariant 6 = e, = ef; + €3, + €33 = div u pfedstavuje kubickou dilataci télesa.
Lamého koeficienty lze urcit ze znamych materialovych konstant — Youngova modulu
pruznosti £ a Poissonovy konstanty o, podle vztahu

s FEo FE

N = 0roa-2) " Taizo)

(2.10)

Déle budeme uvazovat parametry A°, u® (dle materidlového zastoupeni) po ¢astech
konstantni.

2.1.2 Dynamické rovnice elastického télesa

Nyni odvodime z rovnic statické rovnovahy pohybové rovnice. Proto budeme pied-
pokladat, Ze funkce u;, 7,5 a f7 jsou funkcemi nejen soufadnic z, ale i Casu ¢.

Pouzitim D’Alembertova principu ziskdme pohybové rovnice elastického télesa tak,
ze k puvodnim rovnicim (2.4) vyjadiujicim rovnovahu sil plosnych a objemovych
pridame ¢len popisujici silu setrvacnou. Z D’Alembertova principu plyne, Ze setr-
vacné sila télesa se rovna zapornému soucinu jeho hmoty a zrychleni. Na objemovy

element V pak pisobi setrva¢né sila — [ ps%ZT‘; dx, kde p° je hustota télesa. Uvazime-
v

li setrvacnou silu v silové rovnovaze dané rovnici (2.4)), ziskdime dynamické rovnice
elastického télesa

aQU‘ oTs.
— 5 ‘d Y Sdx =0 2.11
/p g 4zt axﬁfz x =0, (2.11)
1% |4
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které jsou vztazeny k libovolnému objemu télesa V' C Q°. Protoze rovnice (2.11]) musi
platit pro libovolny objem télesa, dostavame opét t¥i pohybové rovnice elastického
télesa

32ul- 87—{3
—p° =0 Q° =1,2,3). 2.12
o =0 v (=129 212)

Ve skute¢nosti mechanické systémy ztraceji energii tfenim. Doplnénim rovnic ([2.12])
o tlumeni ziskdme rovnice elastického télesa s disipativnim ¢lenem

0%u; ou; Ot
—p*— 4+ Cp°— L+f=0 v, (i=1,23 2.13
P am T patJrﬁIjJrfz v, (i=1,2,3), (2.13)
kde vyraz C’ps%, C > 0, predstavuje disipativni tlumeni systému. Dale nebudeme

tlumeni uvazovat z diivodu zjednoduseni zapisu.

Rovinna pruznost

V této praci budeme feSit rovinnou deformaci télesa, omezime se tedy dale jen na
feSenf v oblasti Q° C R?, tj. budeme hledat funkce posunuti u = (uy,us) v kaz-
dém bodé télesa na zékladé zadanych objemovych sil a okrajovych a pocatecnich
podminek. Tento postup je vhodny pro symetrickd télesa nebo télesa s prevladaji-
cimi rozméry v ose z. Komplementarni problém rovinné pruznosti, kdy je hledana
nezméané funkce napéti, lze ziskat snadnou apravou rovnic — [3].

Okrajové a pocatec¢ni podminky

Pro tplnou matematickou formulaci dynamického problému je tfeba rovnici
doplnit piredepsdnim okrajovych a poc¢atec¢nich podminek. Pfedpokladejme, ze mame
dvé disjunktni, neprazdné ¢asti hranice I'});, a I'},, referen¢ni oblasti (2° takové, ze

fir U Sew = 09, jak je zndzornéno na obrazku (2.2)). Dale v této praci ztotoznime
hranici I}, s rozhranim 'y, = I'w, mezi tekutinou a télesem. Podminky na
rozhrani jsou podrobné popsany na konci této kapitoly.

Rozlisujeme tfi zakladni typy zadani okrajovych podminek — Dirichletovy, Neu-
mannovy a smiSené okrajové podminky, které uvazujeme v této praci. V pripadé
Dirichletovych okrajovych podminek je na hranici zkoumaného télesa predepsana
funkce posunuti

u(z,t) = upy(z,t) prox eIy, t€ (0,T), (2.14)

v piipadé Neumannovych okrajovych podminek je na hranici zkoumaného télesa
zadano ptsobeni vnéjsich plosnych sil q°, kdy

mi(z, t)nj(z) = ¢/ (x,t) prox €I}, t€(0,T), (i=1,2), (2.15)
a 7;; muzeme dale vyjadrit pomoci Hookova zakona, n; jsou slozky vnéjsi jednot-

kové normdly k hranici I'},,. Tyto plosné sily q* ale v této praci predstavuji aero-
dynamické sily, kterymi ptlisobi obtékajici tekutina na téleso. Funkce q° neni tedy
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predepsana, ale bude urcena z aerodynamickych veli¢in. Piredpokladame, ze slozky
Uup;;); jsou z prostoru C(I'%). ) a 75 € C'(I'%.,.). Tyto predpoklady lze dale zeslabit.
Dir J Neu

SmiSené okrajové podminky predstavuji kombinaci obou pfedem zminénych.

V case t = 0 dale predepiSeme pocateéni podminky pro deformaci a rychlost elas-
tického télesa

u(z,0) =up(z) proxe Q) (2.16)
g—?(m, 0) =u(z) prozxe Q°. (2.17)

Jak bylo fe¢eno v tivodu, pro jednoduchost predpoklddédme, 7e ug = 0, pripadné i
u; = 0. Tento predpoklad nam dovoluje zaménovat Q% a 27, I'w,, a I'w,, a téz QJ

f
S Qref.

2.2 Proudéni nestlacitelné tekutiny

Pro popis proudici tekutiny existuji dva zakladni pristupy — Euleruv a Lagrangetv
popis. Z nich dale vychazi tzv. ALE metoda, které se budeme vénovat pozdéji.

Lagrangetiv popis — ¢i téz materidlovy popis, je motivovan myslenkou sledovat pohyb
kazdého jednotlivého bodu kontinua (resp. elementu objemu) dané tekutiny. Pohyb
takového bodu je pak popsan rovnici

o(t) = #(X,t), X eV, vte(0,T), (2.18)

kde zobrazeni z udava trajektorii bodu X z referen¢ni mnoziny VOf C Qfef do nové

konfigurace v oblasti V;f . Mnozina V;f je tedy tvorena stejnymi Casticemi jako Vof ,
v/ = {z| z(t) = #(X,t), X € V{}. O zobrazeni & budeme déle predpokladat:

e 7(X,0) =X,
e 1 je spojité diferencovatelné,
e pro pevné t je X — (X, t) bijektivni zobrazeni Vof na th,

e Jacobidn zobrazeni & necht je J(X,t) >0, Vt >0, VX € Vof.

Rychlost hmotného bodu X pii Langrangeové popisu je dana jako

o7
V(X 1) = ZL(X, ). (2.19)
ot
FEuleriv popis — nékdy také nazyvany prostorovy popis, zkouma pohyb jednotlivych
bodii kontinua v pfedem uréené pevné oblasti V' c Qf. V kazdém bodé = € V7 je
pak rychlost dana vztahem
oz

Vo, t) = (X, ) = (X, 1), (2.20)

kde X je referenci bodu z, tj. plati (2.18)).
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2.2.1 Zakony zachovani

Zakony zachovani formulujeme v Eulerové popisu. Pro jejich odvozeni pouzijeme
Reynoldsiv transportni teorém, vice napt. viz [6] nebo [7].

Véta: 7. (Reynoldsiv transportni teorém,)
Necht zobrazeni T spliiuje predchozi predpoklady a skaldrni funkce o je spojité dife-
rencovatelnd. Pak plati

& [etwn ae= [ L0 +diviev) @) as (221)

v/ v/

kde funkce v(z,t) je ddna a th C Qf je omezend oblast s lipschitzovsky
spojitou hranici.

Zakon zachovani hmoty

Pouzijme Reynoldsiv transportni teorém (RTT) na bilanci hmoty kontrolniho ob-
jemu tekutiny V,/. Hmotnost tohoto objemu je dana funkei hustoty p(x,¢) jako

m(V/) = /pf(x,t) dz. (2.22)

Protoze vSak v nasem modelu zadna hmota nevznikd ani nezanikéi, je hmotnost
konstantni, a tedy

f
0= 4 ol (x,t) do = / aait(x,t) +div (p'v)(z,t) dz. (2.23)

v/ v/

Rovnice 1) plati pro libovolny kontrolni objem tekutiny V;f , a proto muzeme
rovnici (2.23) prepsat do diferencidlni podoby
op’

2 +div (p'v) =0 v Q. (2.24)

Tato rovnice se nazyvéa rovnici kontinuity, viz téz [6], [7].

Zakon zachovani hybnosti

Aplikujme RTT na zakon zachovani hybnosti. Hybnost je dana jako integral souc¢inu
hustoty a rychlosti uzaviené v objemu th a muze byt zménéna skrze pusobeni
objemové g/ (z,t) resp. povrchové sily b/ (x,t,7) na tento objem resp. povrch

d

o (p’v;)(x, t) dx:/@fgg’)(x,z) dx+/b{(:¢,t,ﬁ) ds. (2.25)

v/ v/ ov/
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Pomoci Cauchyho véty, viz napt. [6], mizeme vyjadiit pusobeni vektoru plosnych sil
b/ (x,t,7) pomoci tenzoru napéti v tekutiné o/ se slozkami alfj, tedy b/ (z,t,7) =
o/(x,t) - i, kde jako 7i ozna¢ujeme jednotkovou vnéjsi normélu k (9th. Pouzitim
Reynoldsovy véty na levou stranu rovnice a Gaussovy véty na pravou stranu
dostaneme tii rovnice pro i =1,2,3

I, Aol
Op’v; (z,t) +div (p/viv)(z,t) do = /(pfgz-f + &)(x,t) dz. (2.26)
ot 8xj
1 v/

Tyto rovnice lze ekvivalentné vektorové zapsat jako

f
agtv(x,t) +div (p'v @ v)(z,t) de = /(pfgf +div o) (z,t) dz, (2.27)

v/ v/

kde ® znaci tenzorovy soucin, zavedeny jako a @ b = ab”, viz [2]. Slozkovy zéipis
nelinedrniho ¢lenu vypada takto

div (p/v @ v)(z,t) = Z %(pfvjvi)(x, t). (2.28)

Z rovnic (2.27) analogicky k zakonu zachovani hmoty vyplyva diferencidlni tvar
zakona zachovani hybnosti, tedy

Oof
g—tv +div (p'vev)=plg +divel vQf (2.29)

nebot stejné jako v piedchozim piipadé musi rovnice (2.26) platit pro libovolny
kontrolni objem th . Tento tvar se nazyva konzervativni, viz nap¥. [7].

Uzitim rovnice kontinuity lze (2.29) ptrepsat do ekvivalentniho, nekonzervativniho
tvaru

Zde chépeme zavorku (p’v - V) jako advekéni operator.

Analogicky bychom odvodili zdkon zachovani momentu hybnosti. Ale jak je
dokéazano napft. v [7], tento zdkon zachovani plati pravé tehdy, kdyz je tenzor napéti
v tekutiné o/ symetricky.

Stejnym zpiisobem lze odvodit zdkon zachovani energie. Ten ale neni nutné v
této praci uvazovat, protoze nepiedpokladame zmény teploty nebo vnitini energie,
vice viz [7].

2.2.2 Nestlacitelné proudéni

Obecné uvazujeme tenzor napéti v tekutiné ve tvaru

ol = (—p+ N divv)I + 2/ D(v), (2.31)
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kde p znadi tlak, I je jednotkova matice, pf, A jsou dynamicka a druh4 viskozita, viz
[2], D(v) je tenzor rychlosti deformace. Prvni ¢len rovnice vyjadfuje normalové
napéti, druhy ¢len predstavuje smykova napéti v tekutiné a stopa tenzoru napéti
mé fyzikalni vyznam zmény objemu zkoumané tekutiny.

V této praci budeme predpokladat pouze newtonovskou tekutinu, tj. linearni zavislost

tenzoru rychlosti deformace na rychlosti ve tvaru D(v); = (2% + %). V dalsim
J 2

budeme povazovat obé viskozity A, 1/ za konstantni.

V nasem modelu uvazujeme pouze nestlacitelné proudéni, tedy takové, pro které
je funkce hustoty popisujici proudici tekutinu konstantni, nezavisla na case t ani
prostorové souradnici x. Pak se rovnice kontinuity zjednodussi na tvar

div v = 0. (2.32)

Nasledné muzeme upravit i rovnici zachovani hybnosti (2.30), kam dosadime za
tenzor napéti v tekuting o/ ze vztahu (2.31). Jeho tipravou dostaneme

0
p! (8_\1: + (v - V)v) =plg! —Vp+p/Av+ (N + p))V(div v). (2.33)
Diky nestlacitelnosti tekutiny je posledni ¢len identicky roven nule. Vysledné rovnice
r(9v f ol
p E—F(V-V)V — W Av+Vp=p'g (2.34)

se nazyvaji Navierovy-Stokesovy.

Clen p/ (%—‘t’ + (v~ V)V) ma4, fyzikalni vyznam zmény hybnosti, ¢len —u/ Av predsta-
vuje disipaci kinetické energie, gradient tlaku Vp je po matematické strance Lagran-
getuv multiplikdtor problému vazaného extrému, kde vazbu reprezentuje rovnice kon-
tinuity. Zbyvajici ¢len p/g/ popisuje hustotu objemovych sil.

Rovnici (2.34) budeme déale uvazovat ve tvaru

ov -

E—F(V-V)v—yfAv—i—Vp:gf, (2.35)

ktery ziskime vydélenim pitvodni rovnice hustotou p/ a zavedenim kinematické

viskozity v/ jako v/ = &; a kinematického tlaku p = £, ktery bude déle znafen bez
p p

horniho indexu .

2.2.3 Bezrozmérny tvar rovnic

Pro potieby numerického feSeni je vhodné pfevést vychozi systém rovnic do bezroz-
mérného tvaru. Toho docilime vztazenim jednotlivych veli¢in na vhodné referen¢ni
veli¢iny, tedy referen¢ni délku (napf. praumér oblasti L) a rychlost (napf. pramérnéa
rychlost vstupniho proudu V). Definujme bezrozmérné veli¢iny

r = —— VvV —= — = — = — = —
LOO Y VOO Y LOO Y p pfvo2o ) g VOQO
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Po ziejmé transformaci jednotlivych ¢leni, jejich dosazenim do obecné&jsi rovnice

e V2 .. ‘. . .
2.34)) a vydélenim vyrazem p’ 1> ziskdme bezrozmérné Navierovy-Stokesovy rovnice
oo

1
Opv' + (V- V)V = =Vup* + EAQC*V* +g*, (2.36)
kde jsme zavedli bezrozmény koeficient Re = pr+V°°, nazyvany Reynoldsovo ¢islo,
"

viz napt. [6]. Toto bezrozmérné ¢islo udava pomér mezi setrvaénymi silami a vniti-
nim t¥enim tekutiny (viskozitou). Podle velikosti Reynoldsova ¢isla rozlisujeme cha-
rakter proudéni. Pro hodnoty do cca 2000 hovoiime o lamindrnim proudéni, pfi
jeho velikosti do 4000 se jedn& o prechodovy charakter proudéni mezi laminarnim a
turbulentnim proudénim a pro vy$si hodnoty je proudéni turbulentni.

Rovnice kontinuity ma stejny tvar i v bezrozmérném ptipadé. Dale v této préci bu-
deme uvazovat stale veli¢iny a rovnice s fyzikalnimi rozméry, ackoliv v numerickych
vypoctech se bezrozmérné veli¢iny ¢asto uzivaji.

2.2.4 ALE metoda

V predchozich odstavcich jsme odvodili rovnice popisujici nestlacitelné proudéni v
¢asové neménné oblasti. Tyto rovnice dale upravime, aby popisovaly proudéni i v
¢asové proménné oblasti, jak to vyzaduje problém s neznamym a proménnym tvarem
rozhrani mezi elastickym télesem a proudici tekutinou. K této tpraveé vyuzijeme tzv.
ALE metodu (z anglického arbitrary Lagrangian—FEulerian method). Jednéa se o dalsi
zobecnéni Eulerova a Langrangeova popisu vysetifované oblasti.

Pii ALE metodé predpokladame, ze je dano difeomorfni zobrazeni A;, které zobra-
zuje referencni oblast Qfef na vypocetni oblast Qf v kazdém case t € [0, T]. Toto

zobrazeni tedy musi splhovat
A0, — 0l i X e, — e =3(X 1) = A4(X) €], (2.37)

kde pouzivame znaceni X pro body v oblasti ﬁfef a x pro body v ﬁ{. O tomto
zobrazeni dale predpokladame

% eC@,;), AO) =09, teo,T). (2.38)

Pak toto zobrazeni nazyvame ALE zobrazeni. Je v8ak tieba dodat, ze ALE zobrazeni
nepopisuje skute¢ny pohyb tekutiny jako pti Langrangeové popisu, ale pouze mapuje
referenc¢ni oblast na proménlivou vypocetni oblast. Situace je zobrazena na obrazku

E)

Nyni muzeme definovat rychlost deformace oblasti wp jako
wp(z,t) = Wp(A;  (x),t), te(0,T), zef (2.39)
kde wp je veli¢ina definovana na Qfef a

d
Wp(X,1) = 2 A(X), te(0,T), X € Q. (2.40)
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Obrazek 2.3: Rozdily mezi Eulerovym, Lagrangeovym popisem (zde reprezentova-
nym zobrazenim L;) a ALE zobrazenim A,.

Nésledn& mizeme zavést tzv. ALE derivaci funkce f = f(x,t) proz € Qf at € (0,T)
jako derivaci vzhledem k pevnému bodu X € Qfef, kde z = A;(X), takto

D4 of
— t)=—(X,t 2.41
2 fat) = 2 x), (2.41)
kde f(X,t) = f(A(X),t). Pouzitim véty o derivaci slozené funkce vice proménnych
ziskame néasledujici vyjadieni ALE derivace

DA 0 0

Dot = L = L vwoen iy, @)
kde wp(zx,t) je rychlost deformace oblasti zavedena rovnici (2.39). Pro podrobnéjsi
vyklad a dukaz pfedchozi rovnosti odkazujeme napf. na ¢lanek |[15].

Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE tvaru

Nyni muzeme preformulovat diive odvozené rovnice v Eulerové popisu do ALE tvaru.
Vyjdeme z rovnic pro nestlacitelné proudéni a ([2.35)). Rovnice kontinuity zi-
stane ve stejném tvaru, protoze v nestlac¢itelném pripadé neobsahuje casovou de-
rivaci. V Navierovych-Stokesovych rovnicich odpovidajicich zakonu zachovani hyb-
nosti pak zaménime klasickou ¢asovou derivaci za ALE derivaci podle vztahu (2.42))

DAy

D —wp-Vv+ (v-V)v—1v/Av+Vp =g/, (2.43)

coz muzeme piepsat do kone¢ného tvaru

DAy

D +((v—wp) -V)v—-1v/Av+Vp =gl (2.44)

Toto je Navierova-Stokesova rovnice v ALE popisu.
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Obrézek 2.4: Znazornéni hranic oblasti vyplnénou proudici tekutinou.
2.2.5 Okrajové a pocateéni podminky

Pro tiplnou formulaci tilohy musi byt Navierovy-Stokesovy rovnice doplnény o okra-
jové a pocatecni podminky. Rozdéleni hranic oblasti Q{ je znazornéno na obrazku
; f f f o Lo 1A y ..

1) Hranice I'yy,, I'y,, g, uvazujeme nezavislé na ¢ase, naopak hranici I'vy,, kte-

rou tvofi rozhrani mezi tekutinou a hlasivkou, bereme jako ¢asové proménnou.

Podobné jako v pripadé elastického télesa uvazujeme na ¢asti hranice oblasti vypl-
néné tekutinou Dirichletovy okrajové podminky ve tvaru
v(z,t)=0 prozell , te(0,T), (2.45a)
v(z,t) = vpu(z,t) prozel] te(0,T). (2.45Db)

In>

Rovnost v = 0 ma fyzikalni vyznam ulpivani vazké tekutiny na hranici oblasti, po-
moci ni modelujeme podminky na pevnych sténach Féir. Okrajova podminka ([2.45D))
je pak jeji pouhé matematické zobecnéni, pomoci kterého ptedepisujeme vstupni
profil proudéni na hranici T, .

Pro vystupni ¢ast hranice pouzivime tzv. "do-nothing" okrajovou podminku ve
tvaru

(p(z,t) — pref)l — v %(x,t) =0, proxeTll,, te(0,T), (2.46)

kde p,.; znac¢i vhodnou hodnotu referenc¢niho tlaku a 7 jednotkovou vnéjsi normalu
k hranici Fém. Tato podminka piirozené vyplyne pri odvozeni slabé formulace ve
tieti kapitole.

Okrajové podminky pro rozhrani I'w, popiSeme v dalsi podkapitole.
Jako pocatecni podminku méjme zadanu pocatecni rychlost
v(z,0) = vo(z), Ve (2.47)

V dal$im se omezime pouze na 2D ulohu proudéni nestlacitelné tekutiny, podobné
jako pri feseni problému elastického télesa.
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2.3 SdruzZeny problém

Uvazované problémy proudéni a deformace elastického télesa nelze fesit oddélené. Je
treba je feSit dohromady, nebot tvar hranice predstavuje dalsi neznamou veli¢inu,
kterd zavisi na silach mezi deformavanym elastickym télesem a proudici tekutinou.
Tedy jedno teSeni zavisi na druhém a naopak. Pak mluvime o tzv. sdruzeném pro-
blému. Pri jeho popisu nejprve vySetiime podminky na rozhrani.

2.3.1 Podminky na rozhrani

Deformace resp. poloha rozhrani I'y, v Case t je zavisla na (pfedchozim) pusobeni
aerodynamickych a elastickych sil. V kazdém c¢asovém okamziku ¢ se ustali novy
tvar rozhrani v zavislosti na nastoleni nové silové rovnovahy. Naopak i sily zaviseji
na poloze rozhrani I'w,, na kterou piisobi. Proto mluvime o sdruzeném problému.

Vysledkem rovnovahy sil mezi télesem a tekutinou v ¢ase ¢ je zména tvaru hranice

I'w, urcend funkci deformace u. Poloha rozhrani je v kazdém c¢ase dana jako

Pw, = {z € R’|lx = X +u(X,1), X € 'w,, } . (2.48)

Z pohledu télesa musi nastat rovnovaha plosnych sil, které ptisobi na spole¢nou
hranici mezi télesem a tekutinou. Tekutina tlaci na téleso aerodynamickymi silami
danymi vektorem plognych sil b/ (z,t,7), resp. dile formulovanymi pomoci tenzoru
napéti tekutiny z Cauchyho véty a déle vyjadienymi pomoci rovnice (2.31), které se
v piipadé nestladitelné tekutiny zjednodusi na o/ = —pl + 2u/D(v). Téleso klade
odpor silami vystujici proti deformaci ve tvaru T#(77) a dale pfeformulovanymi po-
moci tenzoru napéti télesa vztahem . Celkem tedy piedepisujeme jako okrajovou
podminku na rozhrani pro elastické téleso

2 2

X)) n(X) ==Y ol(@)ni(x), i=12 z€Tlw, Xelw,, (249

J=1 J=1

kde n; znaci slozky normaly k rozhrani I'wy_, sméfujici ven z télesa a x je vypocteno
ze znamé deformace vztahem v rovnici . Podminky (refeq:rozhran2) predepisu-
jeme pouze pro piipad linearni elasticity a tedy malych deformaci, kdy je vzdalenost
bodu x a X mala. Pak tedy muzeme vyjadiit funkci q°, kterou pfedepisujeme jako
Neumannovu okrajovou podminku, takto

Qz'S<X7 t) = _0-1];(:6) nj(x)v i1=1,2, ze€ FWt' (250)

Déle budeme pouzivat znaceni pomoci q° z divodu elegantnéjsiho zapisu a mit na
mysli toto vyjadreni.

Okrajové podminky predepisované pro tekutinu na spole¢ném rozhrani jsou jedno-
dussi. Reflektuji deformaci hranice a predepisujeme zde rychlost shodnou s jejim
pohybem pomoci Dirichletovych okrajovych podminek

v(x,t) = wp(x,t) prox € Ty, t € (0,T), (2.51)
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kde jako wp jsme oznacili rychlost deformace hranice

0
wp(z,t) = 8_1:()(’ t) proxely, Xelw,te(0,T), (2.52)

coz koresponduje s predchozim zavedenim rychlosti deformace oblasti wp rovnici
(2.39) diky shodnosti ALE zobrazeni a deformace v ¢ase ¢ pro body na rozhrani

I'w,-
2.3.2 Rovnice sdruzeného problému
Nyni, kdyz jiz vime, jak formulovat okrajové podminky pro rozhrani, shrneme od-

vozené rovnice, pomoci kterych budeme modelovat sdruzeny problém interakce elas-
tického télesa s proudici tekutinou.

Elastické téleso

Hledame nezndmou funkci deformace u : Q% x [0, T] — R2, Q° C R?, ktera splituje
parcialni diferencialni rovnice

0*u aﬁ}(u)

® — =1 Q° x (0,T 2.53
7o T o v (0.D), (2.55a)
spolu s podminkami
u(z,t) = upy(z,t) prox €Iy, t€[0,T], (2.53h)
iz, t)nj(x) = ¢ (v, 1) prox € Tk, t €[0,7], (2.53¢)
u(z,0) =ug(z) proze Q, (2.53d)
88—;1(17,0) =uy(z) proze Q, (2.53e)

kde je 75 ddno vztahem (2.9), a funkce ¢ jsou stanoveny pomoci rovnice (2.50).
Déle predpokladame, ze plati f7 € C(Q x [0, T]), upi(z,t) € [C(Tpi x [0, T])]%,

¢ € C(Txnew X [0,T]) a ug(z),uy(z) € C() a p* je konstantni. Necht je oblast
Q* C R? omezena a méa lipschitzovsky spojitou hranici 99Q°, T, U g, = 09Q°,

FSDir 7é @

Pak za klasické FeSend rovnic (2.53a)), (2.53b) az (2.53¢)) povazujeme funkei u(z,t) =
(ur,us), kde uy,uy € CA(Q) x (0,T)) N COQ x (0,T)) spliuji rovnice (2.53al)
spolu s podminkami (2.53b} ¢, d, e).
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Proudéni nestlac¢itelné tekutiny

Hledame neznamou funkei rychlosti proudéni tekutiny v : Qf x [0, T] — R2, Qf ¢ R2
a hodnoty tlaku p : Qf x [0, T] — R, které spliiuji parcialni diferencialni rovnice
DAy
Dt

+((v—wp) - VIv—rviAv+Vp=g/ vQl x(0,7T), (2.54a)
divv=0 vQfx(0,T), (2.54b)

a okrajové podminky

v(z,t) = vpi(z,t) naTl, te[0,T], (2.54c)
v(z,t)=0 naTf_ tel0,T] (2.54d)
t
(p(2,t) = Preg)it — 1! ov g:z’ ) _ =0 nall,, tel0,T], (2.54e)
v(xz,t) = wp(z,t) nalw, t€[0,T], (2.54f)

a pfedepsanou pocate¢ni podminku
v(z,0) = vo(z), Vel (2.54g)

kde 2-¥ zna¢f ALE derivaci a rychlost deformace hranice wp je dana rovnici (2.39)).

Dale piedpokladame, ze plati g/ € C(ﬁ x [0,7T]), vpi(z,t) € [C(Tpy x [0, T]))%
vo(x) € C(ﬁf), v! je konstantni, oblast Qf C R? je omezena a ma lipschitzovsky
spojitou hranici 99/ pro vt € [0, T], T4, U Ff ury,, Ulw, =09/, 1L, T #0.
Pak za klasické resent rovnic (2.54a), (2.54b)), (2.54¢) az (2.54g) povazujeme dvojici
funkei v(z,t) = (v1,v2) a p(x, 1), kde v1, v € CO(Q x (0,T)), p € CO(E x (0,T))
splituji rovnice (2.54a)) a (2.54b)) spolu s podminkami d, e, f, g).

Spole¢né rozhrani

Predchozi problémy (2.53a) a (2.54al b) jsou sdruzeny pfes problém neznamé polohy
rozhrani dané rovnici (2.48)) a pomoci okrajovych podminek (2.49) a (2.51)).
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Kapitola 3

Numericky model

V této kapitole je popsan zptisob odvozeni numerickych schémat, které tesi obé
dvé c¢asti sdruzeného problému. Numerické schéma pro problém elastického télesa
je zformulovano v prvni ¢asti této kapitoly, druha ¢ast je vénovina opét problému
proudéni. V obou pfipadech je prostorova diskretizace provedena pomoci metody
kone¢nych prvki. V podkapitole o proudéni je uvedeno nékolik moznosti, jak li-
nearizovat Navierovy-Stokesovy rovnice, a dale jsou popsany dvé metody, jak reSit
soustavu rovnic sedlového bodu. Na zavér je uveden celkovy algoritmus feSeni sdru-
zeného problému.

3.1 Elastické téleso

Nejprve odvodime slabou formulaci rovnic linearni elasticity. Tu diskretizujeme v
prostoru pomoci metody kone¢nych prvkiu. Nasledné pro vzniklou soustavu oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic predstavime vhodnou numerickou metodu k jejich
vyfeSeni.

3.1.1 Prostorova diskretizace

Na konci predchozi kapitoly jsme sestavili rovnice (2.53a)) v tzv. klasickém smyslu.
Pro potfeby metody konec¢nych prvki je pfevedeme do slabé formulace.

Slaba formulace
Vyjdeme z rovnice (2.53al), kterou vynasobime v daném ¢ase ¢ € (0, T) funkci ® =
(¢1, ¢2) z prostoru V.C W(Q°) zavedeném v kapitole o matematickém aparatu.

Po integraci po slozkach ptes celou oblast €2° ziskdme rovnost

S e d o v d — S . d . 1
P Of2 ¢; dx /833]' ¢; dw /fz ¢; dw (3.1)
Qs Qs

Qs
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Pouzitim Greenovy véty, viz véta 3 v matematickém aparatu, dostavime

_ Y . — s 7t — S n. b 2
/ o, ¢; dx /TZ] o, dz / i ny ¢ dS, (3.2)

Qs Qs o0

kde n; jsou slozky vnéjsi normaly k povrchu 0Q°.
7 definice prostoru V a z okrajovych podminek (2.53¢c) plyne

aQS FE]I‘ FS

Neu
o

~~

=0

Zaroven muzeme vyuzit symetrie tenzoru 7;

= a dale upravit [ 75(52) da

iJ\ Ox;
Qs !

s a¢l o 1 s a¢l s a¢] _ / s s
/Tijamj dr = / 5 (Tijaxj + 7 oz, dr = Tijeij(fﬁ) dz. (3.4)

Qs Qs Qs

S pomoci Hookeova zakona miuzeme vyjadiit Ti“;
/Ti‘}efj(q:u) dz = /Oijklezl(u)efj((p) dz. (3.5)
QS Qs

Nyni pfevedeme vyraz s Neumannovou okrajovou podminkou na pravou stranu a
rovnice upravime do vysledné podoby

0?u;
/Psa—;@ dx+/Cijkl€iz(u)efj(‘I’) dz = /fis ¢; da + / g ¢ dS. (3.6)
Qs Qs Qs

s
1—‘Neu

Timto postupem jsme pievedli rovnici (2.53a) spolu s okrajovymi podminkami v
libovolném case t do integralniho tvaru.

Slabym fesenim puvodnich rovnic elastického télesa (2.53a)) v ¢ase ¢ nyni nazveme
takovou funkci u : (0, T) — W(Q?), pro kterou plati:

o u(x,t) =z(x,t)+zo(x,t), z€ W(Q), 29 €V,

o z(x,t) = upy(z,t) Vrel},,

e funkce u spliiuje rovnost pro libovolné ® € V|,
Pu ¢ L2(Q).

Poznamka. Existence a jednoznacnost slabého feSeni pro stacionarni pripad, tj.
2 .. . .

%T;‘ = 0 v rovnici 1) plyne z Laxovy-Milgramovy véty, viz véta 6, kde pro ovéfeni

jejich predpokladi je tfeba uzit Friedrichsovu a Kornovu nerovnost, viz véta 4 a 5.

Podrobnéjsi odvozeni je mozno nalézt v mé bakalarské praci [23].

Poznamka. Pro dokazovani existence slabého feSeni je ¢asto slaba formulace pro-
vedena i v Case, tj. rovnice jsou zintegrovany je§té pies Casovy interval [0, T].
Regenf je pak hledédno v tzv. Bochnerové prostoru, jehoz definici je mozno nalézt
napf. v knize [I]. Dikaz jednoznacnosti a existence slabého feSeni lze nalézt napt. v
[14].
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Diskrétni formulace

Budeme hledat piiblizné feseni slabé formulace problému (3.6) metodou koneénych
prvki v prostoru testovacich funkci V, = Vj, x V}, kde prostor V}, je konecné di-
menzionalni, dim V}, = N,. Piiblizné teSeni u, € V; musi spliovat pro vSechna ®,,
z V), identitu

0*u
/'0 atzh P dx_l—/cljklekl(uh) (®n) dx_/fs'q)h dz + / q*- @, dS. (3.7)

Q s QS QS Ff\leu

Pii oznac¢eni bazovych funkei jako ®; ... ®,n, zvolime bazi bez Gjmy na obecnosti
v prostoru V, takto ®; = (¢Z($)) , PN, = < 0 ) , Gian, = i, 1 =

0 " ¢i+Nh (JJ) "
1,...,N,. Potom miizeme kazdou funkci z prostoru V, a tedy i feSeni tlohy
vyjadiit pomoci linedrni kombinace téchto bazovych funkci. Uvazujeme navic koefi-
cienty linedrni kombinace proménné v case

:jéam(t)cﬁm %am ( )) - % (1) (quo(ar))’ (3.8)

m:Nh+1

kde piedpokliadame, Ze a,,(t) € C® ([0, T]). Pak dosazenim tohoto vyjadfeni do
rovnice (3.7)) ziskdme

:/f‘*-éndx—k/qs-@nds,

QS Ff\TPU

kdy rovnice (3.9) musi platit pro v8echny bazové funkce ®,, € V,. Ty se nyni budeme
snazit pfepsat pomoci maticového zapisu. Z rovnic (3.9) zdménou sumy a integrace
dostaneme

2N, 2N,

m=1 QS m=1
e Hn (3.10)
:/f* <I>ndx+/q5 ®, ds,
Os s

kde jako mum, knm, by, budeme znaéit prvky matic M, K, resp. slozky vektoru b(t).
Pak 1ze rovnice (3.10) zapsat jako

Ma” + Ka = b(t), (3.11)
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kde o = (Ozm)iﬁl je neznamy vektor koeficienti a kde jsou jednotlivé prvky soustavy
dany témito vztahy

Qe
(K),, = b = / Coinaein (B )l () da, (3.12)
Qs
(B(t))n = ba(t) = / £ B, dr + / o - B, dS,
Qs Ts

prom,n=1,...,2N,.

Takto jsme pievedli puvodni parcidlni diferencidlni rovnice (2.53al) na systém oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu s neznamym vektorem koeficienti .

Tento systém jesté musi byt doplnén slabymi verzemi pocate¢nich podminek, které
ziskame aplikaci stejného postupu

Np
Zam(())/@m B, dz = /uo - @, dz, (3.13a)
m=1

Qs Os

—_———
=y
Np
Za;n(())/@m P, dz = /u1 &, dz . (3.13D)
m=1 Qs Qs
—_——
=X
Maticové zapsano
M a(0) = g, MT'(0) = a. (3.14)

Poznamka. Matice K se ¢asto nazyva matici tuhosti a je symetricka a pozitivné
definitni, tedy i regularni. Matici M se fika matice hmotnosti a je také symetricka a
pozitivné definitni.

Tvrzeni 1. Pro Cauchyovu tilohu danou systémem obycejngch diferencidlnich rovnic
druhého Tdadu a pocdtecnimi podminkami existuje pravé jedno resent
aft).

3.1.2 Metoda kone¢nych prvki

Zakladem metody konec¢nych prvku je pravé odvozena prostorovéa diskretizace s ta-
kovou volbou bazovych funkci ®,, prostoru Vy, aby vysledny maticovy systém rovnic
dany maticemi K a M byl snadno FeSitelny i pro velky pocet neznamych. Toho
dosahneme volbou bazovych funkci s co nejmensim nosi¢em, abychom ziskali Fidké
matice.
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C K je trojuhelnik s vrcholy A, B, C.
MnoZina linearnich funkcionall obsahuje
Ly(f) = f(A) Ly(f) = £(B) Ls(f) = F(C).
Prostor funkci volime jako prostor

polynom prvniho stupné.

A B

Obrézek 3.1: Linearni Lagrangetv kone¢ny prvek

V dalsim budeme piedpokladat, ze oblast €2° je polygonélni. Tento piedpoklad ne-
musi byt v realnych situacich vzdy splnén, ale v této préaci se timto problémem
nebudeme zabyvat.

Polygonélni oblast Q° C R? pokryjeme triangulaci 73,, kde parametr h charakteri-
zuje velikost trojihelniki. O vytvorené triangulaci budeme dale predpokladat, ze
je pFipustna, viz [23], tedy specialng, 7e O = Uxker, K, a déle, Ze systém tringu-
laci parametrizovany parametrem h je reguldrni. Déle ozna¢ime sj,, sy, sP'¥ strany
trojuhelnikii z 7,, které lezi na hranici 90, I'ey, Py tedy Doy = Ugegyen S, b =

LJSES}?ir S.

V této praci zvolime konecné prvky jako Lagrangeovské linedrni trojihelniky, viz
obrazek (3.1)). Tedy prostor kone¢nych prvkia V), je tvoren spojitymi, po ¢astech li-
nearnimi funkcemi které jsou nulové na hranici I'}), . Bazové funkce prostoru V, jsou
jednoznac¢né urceny hodnotami ve vrcholech, které nelezi na hranici I'f);,. Ozna¢me
N}, pocet vrcholu triangulace uvnitf oblasti 2° a na hranici I'},,. Slozky bazovych
funkci ®,,(x) jsou funkce ¢;(x), které splituji

i(X;) = b4, (3.15)

kde X; oznacuje j-ty vrchol triangulace. Mimo trojthelniky obsahujici j-ty bod je
bazova funkce ¢; nulova, jak je znazornéno na obrazku

1
X: LT N
j ><> 0
Z
y X
X

Obrézek 3.2: Tvar bazovych funkei linedrnich Lagrangeovych prvki — na levé strané
je vysrafovan nosi¢ bazové funkce od vrcholu Xj;, napravo graf jejiho pritbéhu na
nosici.
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Tato volba aproximac¢niho prostoru V, ndm zarucuje spojitost funkei z Vy,, fidkou
strukturu matic K, M, existenci jednoduchych afinné ekvivalentnich prvkia a praktic-
kou implementaci, viz [19]. Dikaz konvergence piibliznych feSeni uy(z,t) pro dany
¢as t k FeSeni u(z,t) vzhledem k parametru sité h najdeme ve skriptech [19].

Numericka integrace

Dalsi tipravou vztaht (3.12)) a diky aditivnosti intergralu ziskame

mnm:/p@n-q)mdx: Z/;ﬁ@n.q)mdm

Qs KEThK

Ko = / Cirien (el (@) dz =Y / Ciimesy (P)es; (@) dz (3.16)
Qs KEThK

bn(t):/fs-@ndx+ / qQ ®,dS =) /fS-q>ndx+ > /qs-@ndS,
Qs rs Kerp K Sésge“ S

Neu
prom,n=1,...,2N,.

Pro vypocet integralu pies libovolny prvek K € 75, pouZzijeme numerickou integraci

[ @ dom GIKIY w0, .17

K

kde |K| zna&i obsah trojthelniku K a Xi, X5, X3 jsou jeho vrcholy.

K vyjadteni integralu pfes hranici I', resp. hranu trojihelniku Sk vyuZijeme apro-
ximaci

[ e as = 5156l 3 et (318)

Sk

kde |Sk| znaci délku jedné strany trojuhelniku K a Xi, X, jsou vrcholy ohranic¢ujici
tuto stranu.

Tyto numerické aproximace jsou piesné pro polynomy prvniho stupné, viz [19].

3.1.3 Casova diskretizace

V predchozi ¢asti jsme pivodni parcidlni diferenciilni rovnice diskretizovali
v prostoru pomoci metody kone¢nych prvki. Vysledkem je systém obycejnych di-
ferencialnich rovnic druhého radu s pocatecnimi podminkami (3.11)). Nyni
budeme hledat pfiblizné feseni vzniklého systému rovnic numericky. Proto zvolme
déleni ¢asového intervalu [0, T] na N ekvidistantnich dilu, tedy ¢, = to + nAt pro
n=1,...,N, kde At:%.
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Newmarkova metoda

Newmarkova metoda, viz nap¥. [I3], se ¢asto pouZiva pro feSeni pocatecni ulohy
oby¢ejné diferencialni rovnice druhého fadu ve tvaru

y'(t) = ft,y(1),y' (1)) prote (0,T),
0, (3.19)

kde f:]0,T] x R x R — R je spojita funkce a yo,y;, € R. Déle piredpokladejme, 7ze
y splije y € CW((0,T)) N CM([0, T)).

Vyjadieme nyni hodnotu funkce y(¢,,1) pomoci Taylorova rozvoje v bodé ¢,

1 1
y(tn-‘rl) = y(tn) + Aty,@n) + 5At2y”(tn) + 6At3y/,/(tn> + O(At4) (320)

P¥i¢tenim a odectenim ¢lenu (B8y” (t,y1) — By (t,))At? od pravé strany rovnice a
jednoduché upravé ziskdme rovnost

1
twer) = 3lt) + 81y 1) + A (89 00) 4 (G - 00)) = (320
1
— (BY" (tns1) — BY"(t,)) A + BAt?’y’”(tn) +O(AtY),
kde $ € R je parametr.
7 Taylorova rozvoje plyne také nasledujici vztah

Y (tns1) — ' (tn) = Aty (t,) + O(At?), (3.22)

jeho dosazenim do rovnice (3.21) a néslednym zahrnutim ¢lenu ( — 8)At*y”(t,) do
chybu fadu O(At?) dostévame

Y(tnn) = ylta) + Aty (ta) + AP (m/’( wir) + (5 - 5>y"<tn>) + (32
( ) t3 ///( ) + O(At4) .
:O(At3) ’

Pokud nyni vyuzZijeme toho, Ze y"(t,+1) fe$i puvodni rovnici (3.19)), pak obdrzime
Y(tni1) = y(t,) + Aty (t,)+ (3.24)

1
88 (8o u(tnss) o ) + (5 = 8) St/ (0)) + OB
Podobné postupujme pro funkei /()
Y (tnpr) = y'(tn) + Aly" (L) + %AtQQ,/,(tn) + O(At3)~ (3.25)
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Pii¢téme a odectéme v(y" (tn1) — v (tn)) At a upravme

y,(tn+1) = y,(tn) + At('yy”@n—i-l) + (1 - V)y//(tn))_ (3.26)

/i i 1 122
— At(YY (tnyr) — 7" () + §At2y (tn) + O(AL?),

kde v € R je parametr.

Nahrazenim y”(t,.1) — y"(t,) ¢lenem Aty”(t,) + O(At?) a zahrnutim ¢lenu
(2 =Ny (tn) AL + O(At3) do chyby druhého fadu O(At?) dostaneme

Y (tar1) = ¥/ (t) + At(yy" (tae) + (1= 2)y" (ta)) + O(AL). (3.27)

Po dosazeni z rovnice (3.19)) ziska predchozi vztah (3.27) kone¢nou podobu

y/(tn+1> = y/(tn) + (Vf(tn—i—h y(tn—&-l)v y/(tn+1)) + (1 - V)f(tna y(tn), y,(tn)) + O((At2))-
3.28

Pokud zavedeme oznaceni y,, = y(t,), v, = v (tn), fo = f(tn, Yn, ¥,,), vypada nume-
rické schéma nasledovné

Yn+1 = Yn + Aty; + AtQ (ﬁfn-ﬁ-l + (% - ﬁ)fn) ) (329)

Yni1 = Y + AL (Vo + (1 =7)fa) (3.30)

Obecné se pro kazdé (yn41,9,.1) jednad o nelinearni soustavu, kterou je mozno fesit
napiiklad Newtonovou metodou. My vsak fesime systém s konstantnimi koeficienty,
tedy v naSem piipadé je funkce f linearni a soustava , je také linearni,
ale schéma zustava implicitni. Vytvoreni itera¢niho schématu pro rovnice (3.11)) na-
sleduje v dalsi sekci.

Metoda pro volbu parametri v = 1,8 = }l dosahuje druhého Fadu presnosti a je

2
nepodminéné stabilni, viz [13].

Numerické fesSeni

Pti numerickém feSeni rovnice (3.11) vyzadujeme jeji platnost na kazdé casové
vrstvé, tedy

My, + Cy,, + Ky, = by, (3.31)

kde jsme do rovnice (3.31)) navic pfidali ¢len Cy/,, kterym modelujeme tlumeni sys-
tému. Ten je v zminéném pripadé nulovy. Tuto obecnéjsi formulaci budeme uvazovat
i v dalsim odstavci z divodu moZznosti dalsich rozsifeni. Uzitim vztaht a
pro vektorovou funkci y; | a y,41 v rovnici pro t = t,, dostaneme

My, + C (v, + At(1 — 9)yn + Atyyn,,) +

1-2
+K (Yn + Aty + TﬁAtQY + 5At2yn+1) = bpy1, (3.32)
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a prevedenim vSech nezndmych na nové ¢asové vrstvé na levou stranu rovnice do-
stavame vztah

At ,
(14 510+ BAPK) ¥t = s (3:33)

N J/
-~

=A

kde A je iteraCni matice a jako pravou stranu jsme oznacili

At 1-2
7Cyi§ — Ky, — AtKy!, — P

gnt1 = bpi1 — Cy,, — (At)*Ky?".

Postup pfi numerickém feSeni je potom néasledujici:

Na zac¢atku mame zadanu pocatecni alohu, tedy zname vychylky yo a rychlosti yj
v Case ty. Pouzitim prvni rovnice dostaneme linearni soustavu rovnic pro
neznamé zrychleni y{, které vyfesime napiiklad pomoci metody konjugovanych gra-
dient, viz napt. [24]. Pf¥ipomenme, 7e matice K, C, M jsou symetrické a pozitivni
definitnost. Odtud plynou stejné vlastnosti i pro matici A. Proto bude metoda kon-
jugovanych gradientu konvergovat.

Nyni pro libovolné n = 0,1, 2, ... postupujme takto:
Ze znamych hodnot y,,y.,y" a ze soustavy (3.33) vypo¢teme opét metodou konju-

govanych gradientii zrychleniy; ; na nové ¢asové vrstvé. Dosazenim ze vzorcii (3.29)

dopoc¢teme i rychlost y; | a vychylky y,1 pro t,11. Tento postup opakujeme az do
¢asu ty.

Eulerova zpétna metoda

Dalsi moznosti, jak TeSit pocCatecni tlohu, je prevést vznikly systém na soustavu
diferencidlnich rovnic prvniho fadu a nésledné pouzit jedno ze zndmych schémat,
napiiklad zpétnou Eulerovu metodu. Uvazujme tlohu

Y'(t)=F(t,Y), prote (0,T), (3.34)
Y (0) = Yp.

O funkci F' predpokladame, Ze je spojita a lipschitzovskd vzhledem k Y na mnoziné
[0, T] x R.

Ulohu (3.34)) diskretizujeme pomoci zpétné Eulerovy metody jako

Yn - Yn
“T = F(tpi1, Y1) (3.35)

Toto schéma je implicitni, nepodminéné stabilni a prvniho Fadu presnosti, viz [16].

Pouziti Eulerovy metody

Nejprve prevedeme soustavu (3.11)) na tilohu prvniho fadu. Zavedeme nové proménné
1,12 jako m; =y, 2 = y’. Pak méa soustava v novych proménnych tvar

M =12, (3.36)
Moy = b — Cnp — K,
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do kterych jsme opét pro vétsi obecnost pfidali ¢len Crny. Tyto rovnice doplnime
pocatecnimi podminkami

m(0) =mny a n(0) =ny, (3.37)
kde hornim indexem znad¢ime ¢asovou zavislost.

Aplikaci numerického schématu zpétné Eulerovy metody na rovnice (3.36]) dosta-
vame
= Aty =, (3.38)
My + AtKyptt 4+ AtCpy ™t = A" + Mg,

zapsano v maticové podobé

E —AtE 77}“r1 B ny (3.39)
AtK M+ AtC) \nstt) = \Mng + At ) '

kde E znaci jednotkovou matici.

P¥i numerickém FeSeni tedy ze znamych hodnot vychylek n? a rychlosti 19 vypod-
teme ze soustavy linearnich algebraickych rovnic (3.39)) feSeni 7,7 na nové ¢asové
vrstvé. Pro feSeni lze pouzit nap¥. Gaussovu-Seidlovu itera¢ni metodu, nebot se pro
dostate¢né mala At jedna o matici ostfe diagonalné dominantni. Takto postupujeme
pron=1,2,...,N.

3.2 Proudéni

V této podkapitole nejprve odvodime numerické schéma casové diskretizace, které
narozdil od pfedchozi ¢asti az nasledné diskretizujeme v prostoru pomoci metody
kone¢nych prvki. Pak popiseme nékolik moznosti, jak linearizovat nelinearni rovnice
a na zavér uvedeme, jak fesit vzniklou soustavu linearnich rovnic.

3.2.1 Casova diskretizace

Nejprve diskretizujeme problém v ¢ase, vyjdeme pfitom ze stejného ekvidistantniho
rozdéleni ¢asového intervalu jako v pripadé elastického télesa, tedy t,, = to+nAt pro
n=1,...,N, kde At = % Hodnoty funkci na n-té ¢asové vrstvé budeme oznacovat
pomoci horniho indexu: f* = f(¢,). Pro diskretizaci rovnic (2.54a) a (2.54b)) jsme
z palety existujicich metod vybrali a pouzili zpétnou Eulerovu metodu, kterou lze
lehce modifikovat na metodu Crankovu-Nicolsonové.

Numerické schéma Eulerovy metody

Plné se odkazujeme na ptedchozi odstavec [3.1.3] kde byla zpétna Eulerova metoda
vysvétlena. Tuto metodu aplikujeme na predchozi rovnice (2.54a) a (2.54b). Nejprve
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mysime nahradit ALE derivaci pomoci ¢asové diference. Z definice ALE derivace jako
Dov(z,t) = (X, 1), v = A(X) € Qf a nghrady derivace

Dt
ov viHX) —v(X
plyne
DAv v (X)) — v (X v (z,.1) — vz,
Dt (xn+17tn+1) ~ ( )At ( ) = ( +1A)t ( )7 (341)

kde 2,1 = Ay, (X)€Q] aw,=A,(X)e€Q].

tnt1

Oznacime-li V"'(z,41) = v™(x,), tedy V' (Tp41) = v”(Atn(At_nil(an))), lze celé

numerické schéma zapsat nasledovné
Vn+1 — V"
T + ((Vn—H _ W%—H) . V)Vn—H _ Vf Avn+1 + vpn—l-l — gf,n—H (342)

V-v'th=0.  (3.43)

Schéma doplnime pocatecni podminkou vO(z) = vo(z), Vo € Q.

Crankova-Nicolsonové metoda

Crankova-Nicolsonové metoda se pouziva pro FeSeni pocatec¢nich tloh ve stejném
tvaru jako zpétna Eulerova metoda. Jeji numerické schéma se 1i§i pravou stranou

yntt—ynr 1

— = (F(",Y™) + F(¢"*, Y™ ). 3.44
o = (Y P ym) (3.44)

Toto schéma je implicitni, nepodminéné stabilni a druhého fadu presnosti za pied-

pokladu hladkosti funkce F, viz [24].

Numerické schéma vypada nasledovné

Vn+1 — V"

1
g (T = Wi Vvt —p A ) (3.45)
1 1
+5 (V" =wh) - VIV! v AT+ Vp") = o (87" +877)
1
§(V'Vn+l+v-vn):(), (346)

Schéma doplnime stejnou poateni podminkou vO(z) = vo(z), Vz € Q.

. . ] : L1 . ntl_yn 1 1

Poznamka. Pivodni Crankovo-Nicolsonové schéma mé tvar ¥ =~ Y2 = F(t"ra, Y ta),
U e : 1 1

ale pro pravou stranu se b&Zzné pouziva tato aproximace F(t" T2, Y™ 2) ~ 2 (F(t",Y™)+

F(tn+1, Yn—i—l)).

1
2

3.2.2 Prostorova diskretizace

Po ¢asové diskretizaci rovnic (2.54al), (2.54b|) pokracujeme jejich slabou formulaci.
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Slaba formulace

V této ¢asti popiSeme slabou formulaci Navierovych-Stokesovych rovnic v ALE for-
mulaci v pevném, ale libovolném ¢asovém okamziku t,,1 € (0, T). Na slabou formu-
laci pak navazeme v Casti vénované metodé konec¢nych prvkii.

Vynasobme rovnici (3.42)) v ¢asovém okamziku ¢, funkei ¢ z prostoru funkei X =
X x X, kde

X={f¢e€ W1’2( ; +1)] f=0na FDH U F{n U Févt Ve smyslu stop} C Wl’z(Q{nH)
(3.47)

Déle v tomto odstavci budeme vynechavat spodni index vyznacujici ¢asovou zavislost
oblasti Q{ 1> bodobné jako horni index u hodnot funkei vl a p"tlna nt1-ni casové

vrstve, tj. QO = Of

. V:VnJrl ap:anrl

Zintegrujme nyni vzniklou rovnost pies celou oblast Qf

/V_V -<p+((v—wD)-V)v-go—yfAv-<p+Vp-gadx:/gf-godx.

At
Qf Qf
(3.48)
Na tieti a ¢tvrty ¢len pouzijeme Greenovu vétu (viz véta 3)
f ! v ov
— [ VAv.-pdz= | v Vv - Ve dr - FdS (3.49)
o0f

/Vp godx——/pdlvcpdx—k/pcp-ﬁdS, (3.50)

o
a z definice prostoru X plyne (nebof ¢ = 0 na Q\I'J )

/ o gZdS_/ o - gﬁdS a /pgo-ﬁdS:/pgo-ﬁdS. (3.51)

f f f f
o0 r o0 I

Uzitim okrajové podminky 1} na hranici Féut, tedy p(z,t)i—v/ %(x, t) = Dres 1,
a pfevedenim takto spocitanych integralt na pravou stranu obdrzime

/v;tv o+ ((v—wp) V)V o+ 1/ Vv -V —pdiv p dz = (3.52)
o
Z/gf-cpdx— /prefso-ﬁdS,

Out

kde funkce p,.s je referen¢ni hodnota na hranici Po ¢» kterd udava stiedni hodnotu
tlaku na této hranici. Ve vypoctech ji volime rovnu nule.

33



Druhou rovnici [3.43) vynéasobime funkci ¢ z prostoru M = L?(2/) a dostaneme
rovnici

/qdivv dz =0. (3.53)
of

Rovnice (3.52), (3.53)) lze zapsat pomoci skalarntho sou¢inu v L?(Q7), resp. [L2(Q/))?

v —Vv"

(—xg—Plor +((v=wp) - V)v,p)os + v (Vv,Ve)ar — (p,div p)ar = (3.54)
= (gf7 <P)Qf - (p’l‘efv ® - ﬁ)L2(F{)ut)’

(¢, divv)qs = 0. (3.55)

Nyni zavedeme na prostoru W x M trilinearni formu a(, -, -) pfi oznaceni argumentu
V=(wv,pe WxM V*=(v"p)eWxMY=(pq cXxM jako

v
a(VLVY) = (55 @ar + (V' = Wp) - V)v,@)as + 1/ (Vv Vip)os = (3.56)
—(p,div @)qr + (¢,divv)qr.

Trilinearni forma a(-, -, ) je sou¢tem levych stran rovnic (3.54) a (3.55)) bez ¢lenu s
rychlosti v", ktery zahrneme do pravé strany.

Na stejném prostoru definujeme funkcional L(-) jako

N

. v
LY) = (g, e)ar — (Dress - n>L2(Féut) + (E’ P)as, (3.57)

kde jeho vyjadieni dostaneme se¢tenim pravych stran rovnic (3.54) a (3.55)) a ¢lenu
s v".

Pak slabym FeSenim problému (3.42) v ¢ase t,,; nazveme takovou dvojici funkei
V= (v,p), v: W R? p: M+ R, pro kterou plati:

o v(z) =1z(x) +2z(2), z€ W(Q), 2o € X,

e z(x) = vpu(x,ty1) Va e F{n, z(x) = wp(z,t,e1) Vo € Ny,

e dvojice V' = (v, p) spliwje rovnici a(V,V,Y) = L(Y), VY = (¢,q) € X x M.

Poznamka. Dikaz existence a jednoznacnosti stacionarniho slabého feSeni pro-
blému proudéni bez ALE formulace, tj. ve tvaru (v - V)v, @)or + 17 (Vv,V)ar —
(p,div @)ar = (g7, ¢)ar a (¢, div v)qr = 0, lze nalézt napt. v [16]. Tamtéz je
i vysvétleno, Ze pro nestacionarni piipad, tj. pro prvni rovnici doplnénou o ¢len
(%, ©)ars, je obecna otazka existence a jednoznac¢nosti této tlohy je stile oteviena,
resp. je dokdzana pouze pro specifické pripady a zavisi mimo jiné na dimenzi tlohy
a hodnoté viskozity. Podrobnéjsi vyklad lze nalézt v knize [21].
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Diskrétni formulace

Podobné jako v ¢asti vénované elastickému télesu fesime problém proudéni na prosto-
rech s kone¢nou dimenzi X, a Mj,. Pro prehlednost zapisu budeme v této sekci vyne-
chavat horni i dolni index znacici casovou zavislost, tj. v = v"“, p= pZ“, Q{nﬂ =
/. Hledame tedy takovou dvojici funkei Vj;, = (v, pn) € Xp, X My, ktera spliiuje

néasledujici rovnici
CL(V}L, Vh,Yh) = L(Yh) VY, € X, X M,,. (358)
Necht prostory funkci Xj, a M, maji dimenze 2N} a N?. Zvolme v nich baze

Pry- s Ponpel AQonvel 1, - - - Qonrel y NP kde ; = (90Jéfﬂ)) s Pnpel = (¢j+N(;el (:L’)>
PirNpel = Pjs j=1,..., Ny Bézové funkce pro tlak ¢; indexujeme aZ od indexu
2N 41 7z ditvodu pozdéjsiho prehlednéjstho maticového zapisu. Pak miiZzeme vyjé-
drit hledana teSeni vy, a py v téchto bazich jako linearni kombinace bazovych funkei

: 2Nyl 2Ny Ny
s koeficienty B = (8;);=1 ,v = (/yj)j:;N;id—ﬁl’ tedy
N’uel N’Uel ZN;L“?l 0
¥j
=S oe=2a (%) 2 alom) 0w
j=Npel+1 !
2N;;GZ+N;Z
pr(e) = > yae). (3.60)
J=2Npel4+1

Dosadme toto vyjadieni do rovnice za druhy argument V},. Pvni argument
oznacime hvézdickou V;* stejné jako pii definici formy a(-, -, -) a nebudeme jej roze-
pisovat. Treti argument zvolme jako Y}, = (¢,;,0). Po rozepsani jednotlivych ¢leni
dostavame rovnici

QN}IZEZ 2N}'¢L)el 2N’U6l

B ¢; \
DGR edar+ D (Vi —wn) - V)B @ .)ar + Z (VB ;. Ve, )or —
j=1 j=1
(3.61)
2N;l/el+N£ ZN;L)EZ n (P
- Z (i 45, div @;)ar = (87, @i)ar — (Pres, @i - )L2(p 0T Z( ]At]a%)ﬂf,
j=2Npel4+1 j=1

ktera musi byt splnéna pro viechny bazové funkce o, € Xy, tedy i = 1,..., 2N
V této rovnici jsme oznacili asovou zéavislost na koeficientu 7' z predchozi ¢asové
vrstvy pomoci horniho indexu n.

Nyni dosadme do stejné rovnice za tieti argument Y, = (0, —¢;)

2Npel

> (—gi, div Bjp;)ar = 0. (3.62)

Jj=1

Tato rovnice musf platit pro viechna ¢; € My, odtud i = 2Ny +1,... 2N/ + N?.
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KdyZ nyni ozna¢ime jednotlivé ¢leny rovnic (3.61) a (3.62) jako

mij = (@5, @i)as (3.63)
cij = ((vi, = wp) - V)g,, @)ars (3.64)
dij = v (Ve;, Ve )as (3.65)
bij = (—g;, div ¢;)qr (3.66)

2Npel B
9 = (8" i)ar = (Preps i ) 2ot )+ > (5 eidar (3.67)
j=1

lze obé rovnice prepsat do kompaktni maticové formy s nezndmym vektorem koefi-

centt @ (A(vm B) (ﬂ) - (g) , (3.68)

BT o) \y) " \o

kde jsme oznadili A(v,) = 5 M+C(v,)+D. Matice M = (my;), C(vy) = (¢i5), D =
(dij), i,7 € {1,...,2N/°} jsou dény vztahy a7z , matice B = (b;;) a
vektor g = (g;),4 € {1,...,2Ny} 5 € {2Ny+1,..., 2N+ NP} pak vztahy
a (3.67). Vektor vy, je urfen vyjadfenim (3.59). Tento systém rovnic je nelinearn,
nebot prvky c;;(v;) zavisi na hledaném feseni v; = v;,. Matice soustavy ma rozméry
(2Nl + NP) x (2NPet + NP).

Poznamka. Matice M, resp. D se v literatufe bézné nazyva matici hmotnosti, resp.
tuhosti, a obé dvé jsou symetrické a pozitivné definitni. Matice B je diskrétni aproxi-
mace operatoru divergence. Matice C' predstavuje nelinearni ¢len a neni symetrické.
Odlisnou formulaci tlohy lze dosdhnout jeji antisymetrie.

Poznamka. Na stacionarni Stokesovy rovnice, tj. soustavu rovnic (3.68)) bez matic
M a C, lze po matematické strance ekvivalentné pohlizet jako na tlohu vizaného
extrému, kde ~ predstavuje Lagrangeiav multiplikator. Vice viz napf. [16]

Poznamka. Pro vysoka Reynoldsova ¢isla, resp. malé hodnoty v/, je nutné pri-
dat do puvodni formulace problému (2.54al), (2.54b)) dodatecné stabilizaéni ¢leny,
které zaruci kovergenci feSeni i pro tyto piipady. Protoze vSak v této praci vysoka
Reynoldsova ¢isla neuvazujeme, timto jsme se nezabyvali. Vice lze nalézt napt. v
[16].

3.2.3 Metoda kone¢nych prvki

Predpokladame, ze oblast Q{ C R?, na které fesime problém proudéni, je v kazdém
Case t,, € (0,T) polygonalni. Tuto oblast pak pokryjeme p¥ipustnou triangulaci 73,
stejné jako v pripadé elastického télesa. Dale predpokladame, Ze systém triangulaci
Ty, parametrizovany h, je regulérni.

Metoda konec¢nych prvki, pomoci které diskretizujeme v prostoru problém nestla-
¢itelného proudéni, vychazi ze stejnych myslenek jako v piipadé elastického télesa.
Opét tedy volime bazové funkce tak, aby mély co nejmensi nosi¢ a aby vznikla matice
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méla co nejméné prvki. Problém proudéni v8ak je rozdilny v tom, Ze prostory X;,, M}
nemuzeme zvolit libovolné a na sobé nezavislé, ale museji spliiovat tzv. inf-sup pod-
minku, nékdy téz nazyvanou po slavném c¢eském matematikovi Babuskova-Brezziho
podminka. Jeji diskrétni podoba ma tvar

V-
inf sup I9n, V- viJorll (3.69)

an€Mp.an#0 v, eX),,v;#0 HQh HL2 ”Vh ” 1,2,Qf

Inf-sup podminka zarucuje, Ze jadro matice KerB? = {0}, a tim i jednozna¢nou
FeSitelnost vzniklé soustavy rovnic (3.68). Pokud by nebyla splnéna, vede k nestabil-
nimu numerickému schématu, vice viz [16]. V této praci jsme z divodu nejsnazsiho
roz§ifeni existujicitho programu zvolili za kone¢né prvky tzv. Pl-crossgrid/P1 prvky,
které splituji inf-sup podminku, vice viz [16].

Obrézek 3.3: Crossgrid koneény prvek. Tecky ve vrcholech zna¢i neznamé funkce
tlaku, Sipky vyznacuji body, ve kterych jsou dvé neznamé funkce rychlosti.
K, Ky, K3 oznacuji jednotlivé subtrojihelniky.

Tyto crossgrid prvky, jez jsou znazornény na obrazku , pouzivaji pro diskretizaci
tlaku nam jiz znamé Lagrangeovy linearni (L1) prvky. Ty byly podrobné popsany
v odstavci . Pro aproximaci rychlosti jsou pouzity téz linearni bazové funkce,
které maji pro vrcholy trojihelniku stejny tvar jako L1 prvky. K témto bazovym
funkcim doplnime jesté jednu linearni, kterd prislusi stfedu trojihelniku S. Tato
funkce ma na kazdém subtrojihelniku daném dvéma vrcholy a zminénym stiedem S
linearni pribéh, na hrané velkého trojuhelniku je nulova a ve stfedu S rovna jedné.
Tuto bézovou funkci p¥islusnou stfedu trojuhelniku je mozno analyticky vyjadtit
pomoci ti¥i bazovych funkci

905 = 39014 na K27
=3pp na Kj, (3.70)
- 3(100 na K17

kde 4 je bazova funkce prislusejici vrcholu A atd.
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Volba crossgrid kone¢nych prvki zajistuje spojitost funkci z daného aproximac-
niho prostoru, fidkou strukturu matic soustavy (3.68]), existenci jednoduchych afinné
ekvivalentnich prvki i relativné jednoduchou implementaci.

Poznamka. V literatufe se ¢asto oznacCuje metoda, kdy jsou neznamé funkce hle-
dany na odlisnych funkénich prostorech, jako smiSend. Vice o tomto tématu lze
nalézt napiiklad v knize [9].

Numericka integrace

Pii vypoctu jednotlivych prvki globani matice (3.68|) jednotlivé integraly diky adi-
tivnosti miizeme opét pocitat po jednotlivych trojihelnicich z triangulace 7,. Pro
vypocet lokdlnich piispévki do globalnich matic pak vyuzivime numerickou inte-
graci

[ @) domlKI S (X)), (3.71)

K

kde volime pocet kvadraturnich uzla N = 9 a véhu w = %. Uzly X, ve kterych funkci
vycislujeme, volime, jak je znédzornéno na obrazku , tj. vyuzivame stiedu stran
velkého trojuhelniku i subtrojihelnikii. Celkem vy¢islujeme hodnotu integrované
funkce v deviti bodech, resp. Sesti riznych bodech. Tato numericka kvadratura je
presna pro polynomy druhého stupné na velkém trojihelniku.

C

e

A B

Obréazek 3.4: Ctverce ve stiedech stran predstavuji kvadraturni uzly. Na spojni-
cich mezi vrcholy trojihelniku a stfedem S je téz volime ve stiedu. Uvazujeme zde
hodnotu funkce dvakrat, jednou jako limitni hodnotu z jednoho subtrojihelniku,
podruhé z druhého.

3.2.4 Nelinearni problém a jeho linearizace

Existuje nékolik zpusobu, jak linearizovat nelinearni ¢len (v - V)v v ¢ase t,,1. Zde
uvadime nejpouzivanéjsi
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1. Explicitni schéma
a) (v V)V, = (V" V)v" je fadu O(At)

2. Semi-implicitni schéma
a) (v V)V]izt,,, = (V" V)v"H je fadu O(At)
b) (v V)V, = ((2v" = v 1) - V)vH je fadu O(AL?)

3. PIné implicitni schéma
a) (V- V)V|y,,, ~ (vihm . V)v"tbmH Cpostupné pro m = 0,1, ... opaku-
jeme, dokud nenf rozdil [v*™! — v"| dostatené maly, pak pokracujeme dal$im
casovym krokem n + 2, atd.

Explicitni schéma méa vyhodu v tom, Ze nelinedrni ¢len zustava pii casové diskretizaci
na pravé strané a pak je matice A symetrickd. Nevyhodou je podminéné stabilita a
mensi pfesnost feSeni. Semi-implicitni schémata jsou stejné jako explicitni pomérné
jednoduché na implementaci a jejich algoritmus je rychlejsi oproti plné implicitnim.
Jejich nevyhodou je opét jen podminéna stabilita. Pro vySsi pfesnost vypoctu a také
z diivodu stability je proto vhodné vzlasté pro vyssi Reynoldsova ¢isla implementovat
plné implicitni schémata. My v této préaci pouzivame linearizaci pomoci metody 2a),
nékdy téz nazyvanou Oseenova linearizace.

3.2.5 Soustava linedrnich rovnic

Po provedené linearizaci mizeme piistoupit k feSeni soustavy linearnich rovnic ve
tvaru sedlového bodu. Vétsina zakladnich metod jako Gaussova-Seidelova, SOR nebo
metoda konjugovanych gradientii neni schopna soustavu rovnic v tomto tvaru vy-
feSit, protoze neni splnéna podminka pozitivni definitnosti a cely diagonalni blok
globalni matice je nulovy. Proto je tfeba pouzit jiné metody urcené pro tento tvar
rovnic. V této préaci jsme pro jejich vytreSeni implementovali dva feSice.

Vankiv zhlazovad

Vanktiv zhlazovac je iterativni feSic, ktery existuje v nékolika verzich. Zakladni al-
goritmus je ale vzdy stejny — postupné prochazeni celé oblasti po jednotlivych ele-
mentech, sestaveni lokilni soustavy a po jejim vyfeSeni nasledné oprava tlaku. Praveé
velikosti a pfesnymi rozméry této soustavy se lisi jednotlivé postupy. Vzdy se ale
jedna o soustavu ve tvaru sedlového bodu

(o 5) () (5), 572

Tu fesime nésledovné. Vynasobime prvni fadek matici BT A~ zleva a ode¢teme od
néj druhy. Dostaneme

BT'A™'By =B"A'g. (3.73)

39



7 této soustavy pak ziskaime novou hodnotu tlaku. Matice BT A~' B se nazyva Schu-
riv doplnék. Je-li matice A pozitivné definitni a ma-li matice B plnou hodnost
(Ker B = {0}), jedna se o pozitivné definitni matici. Proto mizeme pouzit obvyklé
metody pro vyfeseni nové hodnoty tlaku z této soustavy.

Timto postupem opravime hodnoty tlakt ve vSech uzlech sité. RozliSujeme dvé verze,
jak je znazornéno na obrazku (3.5)):

e uzlova — aktualizaci hodnoty tlaku v jednom vrcholu vypocteme z lokalni sou-
stavy rovnic, kterd se sklada ze vSech sousedu tohoto vrcholu a zvoleného
vrcholu. Od toho vrcholu vybereme vSechny prvky do lokdlni matice, u sou-
sednich vrcholu jen prvky odpovidajici rychlostem v téchto bodech. Bohuzel
na obecné nestrukturované siti se jedna o soustavu s dopiedu neznadmymi roz-
méry. Vyhodou ale je, ze ji potfebujeme vyfesit jenom vici jedné neznamé —
tlaku ve zvoleném vrcholu. Oznac¢ime A, Bjor piislusné prvky matice A, B,
rezp., rez . lokalni rezidua odpovidajici zvolenym stupiiim volnosti a opravy
ve stupnich volnosti A8y, A, jak je rozepsano dale v rovnici (3.74).

e prvkova — opravu hodnot tlaku provadime po celych konecnych prvcich, tj.
na kazdém trojihelniku. Takova soustava ma pak pevné rozméry 11 x 11,
kde jsou 3 neznamé pro tlak a 2 x 4 pro rychlost, tj. vSechny nezndmé na
jednom crossgrid elementu. Tato soustava méa téz tvar sedlového bodu. Po
tiprave je tfeba vyfesit ale jen soustavu 3 x 3 pro nezniamé hodnoty
tlaku, coz je velmi snadné na implementaci. Tento pfistup je vSak vhodny
pro odlisnou volbu prvki, tzv. Rannacher-Turkovy prvky, viz [22], proto jeho
implementace nekonvergovala pii volbé crossgrid prvki.

V obou zminénych piipadech fe$ime soustavu rovnic pro lokilni stupné volnosti

IBlOkU’YlOk ve tvaru
(Al;k Blok) (Aﬁlok) _ (Teziok>. (3.74)
By, 0 Aok T€Z0k
Tyto dvé popsané metody lze jesté dale modifikovat tak, ze misto lokalni matice
budeme Tesit pouze jeji aproximaci, napiiklad z matice A, budeme uvazovat jen
diagonalni prvky. Ziskané teseni lokalni soustavy sice nebude tak piresné, ale uspo-
feny vypocetni ¢as nam dovoli provést vice iteraci. Ziskané feseni A=y, , pak pficteme
k lok&lnim uzlim volnosti
Yiok = Yiok T WpAVio, (3.75)

kde w, predstavuje relaxac¢ni koeficient.

Po opravé tlaku ve vSech vrcholech je t¥eba i aktualizovat hodnoty nezndmych rych-
losti. Pro tento ucel uvazujeme puvodni soustavu (3.72)) ve tvaru

AAB =g — B, (3.76)

kde tlak ~ jiz zname. Protoze se jedné o soustavu s pozitivné definitni matici, fesime
ji pomoci Gaussovy-Seidlovy nebo SOR metody, viz napt [24] nebo [23]. Ziskanou
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0 Vrchol pouze s neznamymi @ Vrchol s rychlostmi i tlakem
rychlostmi

Obrézek 3.5: VySrafovana oblast zobrazuje prvky, z jejichzZ proménnych se sklada lo-
kalni matice. Vlevo je zndzornéna prvkova varianta a vpravo uzlova varianta Vankova
zhlazovace.

opravu TeSeni rychlosti pak opét pfi¢teme k puvodni hodnoté

B=B+uwAB, (3.77)

kde w, je opét relaxacni koeficient.

Vankiv zhlazovac se vét§inou nepouziva jako pfimy fesic¢, ale v rdmci multigridu. V
této praci byl pouzit pouze na Stokestv problém, a to v implementaci plné prvkové
a aproximac¢ni uzlové varianté. Prvné jmenovana varianta nekonvergovala, konver-
grence druhé silné zavisela na volbé relaxacniho parametru w,.

Primy feSi¢c —- UMFPACK

Jako alternativu lze pouzit volné dostupnou matematickou knihovnu UMFPACK,
[5]. Ta je zalozena na LU rozkladu matice, nejprve symbolickém a nasledné numeric-
kém. V dalsim kroku je vypocteno primé feSeni. Pro rychly vypocet primého feSeni
je doporucené pouzivat spravné prilinkovanou, volné dostupnou matematickou kni-
hovnu BLAS. Ta je velmi vykonné v feSeni linedrnich soustav.

Ackoliv v programu pracujeme s jinym formatem matice, UMFPACK obsahuje
funkce na prevedeni seznamu hodnot prvki matice do CCF (Compressed Column
Format) formatu, ktery je pracovni format UMFPACKU. Nésledné vyfeseni sou-
stavy bylo pro naSe jednoduché piiklady radové rychlejsi nez implementace Vankova
zhlazovace, nicméné uziti pfimych feSi¢u je omezeno paméti. Pamétova narocnost
piimych Fesici je o néco mensi nez O(n?) a vypocetni slozitost fadove O(n?), coz
pro realné proudéni nebo rozsiteni tilohy do 3D znamena omezenou pouzitelnost.

41



3.3 Celkovy algoritmus reSeni sdruzeného problému

Nyni, kdyZz jiz mame pfipravené fesi¢e obou dvou oblasti sdruzeného problému,
popiSeme, jak je skloubit v jeden algoritmus. Obecné existuje vice piistupt, my zde
uvadime dva zékladni.

e Semi-implicitni schéma: Vyjdeme ze znamych hodnot v°, p° ug,q, Ay, 2

f
to*

Pak pron =0,1,... provadime

1.

5.

Na zakladé odvozeného schématu pro problém deformace (3.33) ziskame
nové feSeni u, 4 na n+1-ni casové vrstvé, kde q;,,; extrapolujeme z qj.

. Nyni médme stanovenou novou polohu rozhrani v case I'y, ., 7€ znamé
N n

1
deformace u,; vztahem (2.48)), a tim i tvar vypocetni oblasti Q{nﬂ.
Z definice ([2.37) muzeme ur¢it i ALE zobrazeni A4, ,, a na jeho zaklads

dopoditat rychlost deformace oblasti w7, aproximované jako Wit (X) ~

At"“(XA);At"(X), tedy wiy™ (z) = Wi (A, ! (x)) pro kazdy bod z € Q{nH.

Pak provedeme vypocet problému proudéni na vypocetni oblasti Qf o 7
rovnic (3.68). Ziskame tak FeSeni pro rychlost a tlak na n+1-ni ¢asové

vrstvé vt prtl

Ze znamého feseni v, p"t! dopocitdme piisobeni aerodynamickych sil
na rozhrani a tedy i hodnoty Neumannovy okrajové podminky q;_, ze
vztahu (2.50) v case t,,41. Takto mame plné zadan problém linedrni elas-
ticity.

Polozime n :=n + 1 a jdeme opét na prvni krok.

e PIné implicitni schéma — schéma je velmi podobné, lisi se pouze ¢tvrtym a
patym krokem

4.

5.

Jako piedtim ze znamych hodnot rychlosti a tlaku v"*! p"*! dopodi-
tame pusobeni aerodynamickych sil na rozhrani ze vztahu (2.50)), které
ale oznacime q; ;.
Ovéiime, jestli je splnéna podminka |q, — q; 1| < €, kde € je vhodné
zvolena konstanta.
e Pokud ano, polozime n :=n + 1 a pokracujeme prvnim krokem.
e Pokud ne, poloZzime q;,_; := q,,, a pokracujeme prvnim krokem, tj.
iterujeme ve vnitinim cyklu, dokud neni tato podminka splnéna.

Vyhodou semi-implicitniho schématu je vétsi rychlost vypoctu a jednodu$si imple-
mentace, naopak nevyhodou je podminéné stabilita a dostate¢na pfesnost eSeni jen
pro relativné malé rychlosti a deformace. Pro vys$si rychlosti je nutno implementovat
plné implicitni schéma.
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Kapitola 4

Vysledky numerické simulace

Tato kapitola obsahuje tfi ¢asti. Nejprve predstavime obecné aspekty provedené
implementace. V druhé ¢asti pak popiSeme dvé metody, pomoci kterych lze ziskat
zakladni charakteristické frekvence kmitani elastickych téles. Na zavér jsou predsta-
veny vysledky numerickych experimentii.

4.1 Technické aspekty implementace

Program fesici odvozend numerickd schémata je napsan v programovacim jazyku
C. Vytvofeny program umi nadist sit ze souboru ve formétu .msh, vyplnit fidkou
matici tuhosti a vektor pravé strany, vzniklou soustavu vyfteSit a feSeni ulozit do
souboru ve formatu .vtk. V nésledujicich odstavcich popiseme jeho zakladni celky,
podrobnéjsi popis pak lze nalézt v [23].

4.1.1 Triangulace

Triangulaci oblasti 2 vygenerujeme v programu Gmsh. Tento program je volné do-
stupny, viz [8], ma interaktivni prostiedi, podporuje vytvareni nestrukturovanych

vvvvvv

geometrickych dtvart a téles.

Popis modelované oblasti, resp. télesa nac¢teme ze souboru ve formatu .geo. Vyhodou
je moznost oznacit vSechny mozné elementi sité pomoci specidlniho indexu pro
odliseni riaznych okrajovych podminek nebo parametrii oblasti. Program vygeneruje
triangulaci s pozadavanou velikosti sité a ulozi ji ve formatu .msh.

4.1.2 Implementovany program
Vyvinuty program nejprve nacte sit ze vstupniho souboru .msh a ulozi potiebné

data do pripravenych struktur. Pak naalokuje potifebné mnozstvi paméti pro sesta-
veni fidkych matic. Jako pracovni forméat fidkych matic program pouzivid maticovy
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seznam hodnot, nékdy nazyvany jako Triplet. Ten dovoluje rychly vypocet vSech
prispévki do globalni matice v jednom priichodu pfes vSechny trojuhelniky. Toto
provadi procedura FILLtriplet (), kterd je jadrem programu. Ta spocita veskeré
prispévky Fidkych matic a vyplni vektor pravé strany. Pii vypoctu pouziva k vycis-
leni integralti numerickou integraci. Vysledkem této procedury je seznam piispévku
od jednotlivych stupit volnosti, ktery musi byt néasledné setiizen. Tento seznam
setiidime pomoci algoritmu Quicksort a seCteme piispévky se stejnymi indexy do
jednoho. Pro potieby modalni analyzy jsou vypsany fidké matice popisujici elas-
tické téleso do textového souboru. Ten je pak nacten a zpracovan matematickym
programem Matlab, viz [12].

Poté vyresime takto sestaveny systém rovnic. Pro elastické téleso pouzivame Gaussovu-
Seidelovu itera¢ni metodu, pro nestlac¢itelné proudéni pak vybirdme mezi implemen-
tovanym Vankovym zhlazovacem a feSicem z matematické knihovny UMFPACK.
Pokud fesime stacionarni piipad, vypiseme ziskané feseni do vystupniho souboru ve
formatu .vtk pro dalsi zobrazeni, dealokujeme vSechny dynamické datové struktury
a skonc¢ime. Je-li implementovan nestacionarni piipad, po vyfeSeni soustavy a vy-
pisu feseni do vtk souboru nebo textového souboru pokracujeme na novou ¢asovu
hladinu. Tento algoritmus opakujeme, dokud neni dosazeno kone¢ného ¢asu 7.

4.1.3 Zobrazeni vysledki

K zobrazeni vysledki pouzivime program Paraview a format dat .vtk. Jedna se
o freeware program pro védecké a interaktivni vizualizace, viz [18], kde 1ze nalézt
i potfebnou dokumentaci. Byl navrzen pro paralelni praci se soubory na velkych
superpocitacich, ale lIze ho spustit i na osobnich pocitac¢ich. Jeho vyhodou je, 7ze
dokaze pracovat s velmi velkymi objemy dat a vytvaret animace. Jeho zobrazovaci
rezim poskytuje nastaveni mnoha detaili.

4.2 Urceni charakteristickych frekvenci kmitajicich
téles

Ze sestavenych rovnic elastického télesa lze pomoci modéalni analyzy ziskat
zakladni charakteristické frekvence kmitani. Tyto charakteristické frekvence predsta-
vuji pro technickou praxi velmi dilezité hodnoty, které udavaji, pti jakych frekven-
cich dochézi k rezonanci kmitani, a tedy které frekvence jsou vhodné pro zamyslené
vybuzeni kmitani, resp. které frekvence jsou nebezpecéné pii nezamysleném buzeni
jako naprtiklad u stavebnich konstrukci. Pro ovéfeni ziskanych vysledki jsme imple-
mentovali i spektralni analyzu signélu, ktera vyuziva Fourierovu transformaci.

4.2.1 Modalni analyza

V predchozi ¢asti prace jsme odvodili a implementovali pro rovnici (2.53a) pro-
storovou diskretizaci pomoci metody kone¢nych prvki. Nyni spo¢itame aproximaci
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vlastni frekvence kmiténi elastického télesa. Vyjdeme z rovnice (3.11]) popisujici kmi-
tajici soustavu bez tlumeni a bez buzeni

Mu" + Ku = 0, (4.1)

kde M je matice hmotnosti a K je matice tuhosti, které jsou dany vzorci (3.12]).

Obecné feSeni této soustavy je dano superpozici kmitani s jednotlivymi frekvencemi
N
_ Tw,t
u= E e'“tuy, (4.2)
Jj=1

kde u; jsou v tomto piipadé jednotliva reSeni.

Nyni budeme pfedpokladat feseni ve u = e’“i'u;, tj. soustava bude kmitat pouze s
jedinou frekvenci w;. Toto feSeni dosadime do rovnice (4.1)

e'“’(—wi Mu; + Kuy) = 0, (4.3)
odkud plyne

(K — wiM)u; = 0. (4.4)

Tato rovnice predstavuje tzv. problém zobecnénych vlastnich ¢isel. Je to homogenni
soustava linearnich algebraickych rovnic pro nezndmé slozky vektoru u;. Tato sou-
stava ma netrivialni feSeni pravé tehdy, je-li jeji determinant nulovy

det(K — wi M) = 0. (4.5)

Rovnici se Iika charakteristickd rovnice soustavy (4.1)), jeji kofeny nazyvame
zobecnénd vlastni ¢isla \; = wjz, ktera jsou nezaporna diky pozitivni definitnost a
symetrii matic K a M. Pro w; plati w; = \/A_] Cisla w; nazyvame vlastni frekvence
a je jich stejné jako pocet stupnii volnosti soustavy, tedy N. Jejich dosazenim do
soustavy rovnic (4.4)) ziskame singularni soustavu, jejichz feSeni jsou vlastni vektory
u;. Jednotlivé vlastni vektory reprezentuji vlastni kmity télesa, ve fyzice se jim iika
mody télesa.

vvvvvv

toze vyssi frekvence jsou jejimi nasobky. Frekvence ve fyzikdlnim rozméru Hz do-
stavame jako

_ Y
fJ—Qﬂ'.

(4.6)

Pti implementaci pro feSeni problému nejmensich vlastnich ¢isel pouzijeme program
Matlab. Do néj exportujeme z nasSeho programu obé ridké matice a najdeme nejmensi
vlastni ¢isla tohoto problému pomoci funkce eigs ().
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4.2.2 Fourierova transformace

V nésledujici ¢asti bude uzitecné bude uzitecné zobrazit spektralni analyzu zvole-

ného signalu, napt. vychylky ur¢itého bodu v case. K tomu pouzivime diskrétni

Fourierovu transformaci, coz je zobrazeni mezi dvéma obecné komplexnimi posloup-
. N N 2

nostmi {u;};2g a {yx}1—o dané vztahem

N 2
ye =Y _uje NI (4.7)

J=0

kde i je komplexni jednotka. Fourierovu transformaci lze chapat jako rozvoj posloup-
nosti do baze tvofené funkcemi sin(k25x;) a cos(ks25x;), k = 0,1,..., N.Tedy
tato transfromace prevadi vychylky na frekvence, kde nejvétsi slozky nového vektoru
urcuji dominantni zastoupeni jednotlivych frekvenci. Takto muzeme urcit nejvyzna-

mé&jsi frekvence kmitani dané koeficienty wu;.

Pti implementaci opét vyuzijeme program Matlab. Do néj nacteme vyexportovany
textovy soubor z hlavniho programu s diskrétnimi hodnotami casového vychylek
predem zvolenych bodu elastického télesa. Na posloupnost téchto vychylek pak apli-
kujeme funkci ££ft () a z vysledku odec¢teme dominantni frekvence kmitani. Ty pak
muzeme porovnat s vysledky ziskanymi modalni analyzou.

Poznamka. Abychom mohli rozpoznat danou frekvenci pomoci Fourierovy trans-
formace, doporucuje se volit ¢asovy krok béhem feSeni casové tlohy asi 30 — 40x
mensi nez je délka jedné periody ocekévané frekvence.

Poznamka. VySsi presnost Fourierovy transformace dosahujeme pro delsi ¢asové
intervaly. Pro ticely nasi prace je vhodnd piesnost minimalné 10 Hz.

4.3 Vysledky numerickych experimenti

Tato c¢ast obsahuje vysledky implementovaného programu pouzitého na modelové
priklady elastického télesa a proudéni nestlacitelné tekutiny.

4.3.1 Elastické téleso

Jak jsme jiz uvedli v Gvodu, jako demostrac¢ni ptiklad elastického télesa v této praci
pouzivaime model lidské hlasivky. Ten je popséan rovnicemi (2.53al), geometricka po-
doba modelu je znazornéna na obrazku (4.1).

V feSeném piipadé byly okrajové podminky byly zvoleny tak, Ze na hrané urcené
soutadnici y = —0, 35 (na obr. lezici na méfitku osy ) a na kratké hrané rov-
nobézné s osou y, tj. majici souiadnici z = 0, 3, jsou zadané nulové Dirichletovy pod-
minky. Na zbyvajici ¢asti hranice jsou piedepsany nulové Neumannovy podminky.
Parametry tlohy jsme volili nasledovné: Pro ¢ervenou oblast jsme zvolili Youngtiv
modul pruznosti £ = 100000 Pa, pro zelenou F = 12000 Pa, pro zlutou £ = 8000
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Obréazek 4.1: Model hlasivky. Barvy jsou pouzity pro odliSeni oblasti s rozdilnymi
parametry. Rozméry jsou v [cm].

Pa. Poissonovu konstantu o = 0,4 a hustotu p = 1040 kg/m? jsme uvazovali stejnou
pro cely model hlasivky.

Na obr. (4.2) jsou zobrazeny vlastni tvary modelu hlasivky ziskané pomoci modélni
analyzy. Ze zobecnénych vlastnich ¢isel ziskanych z modalni analyzy dané vzorcem
(4.4) jsme preskalovanim pomoci vztahu (4.6|) ziskali deset nejnizsich vlastnich frek-
venci. Tyto frekvence jsme porovnali s vysledky prace [11], jak je znézornéno v
tabulce Vysledné frekvence v této tabulce jsou trochu odlisné, coz muze byt
zpusobeno volbou mirné odliSnych parametri a jinou triangulaci oblasti. Radove si
ale frekvence odpovidaji.

Déle jsme modelovali ¢asovy vyvoj kmitani hlasivky pro zadané poc¢ateéni podminky
ve tvaru

—(0,35 — X;)2/5

(—0,3—Y))?/10) (48)

111207 Ug =

kde [X;, Y;] jsou soufadnice i-tého vrcholu triangulace lezici v oblasti Q° a specialné
je tato pocatecni podminka rovna nule na Dirichletové ¢asti hranice I'p;,. Takto
zadanou tlohu jsme fesili Newmarkovou metodou s parametry § = 0,25 a v =
0,5. Dale jsme zvolili bod o soutadnicich [0,656,—0,189], déile oznaovany jako
bod A. Pro néj jsme zaznamenévali vychylky s ¢asovym krokem 1/500 s. Na obr.
a jsou zobrazeny jeho vychylky ve sméry osy z, resp. osy v, a provedena
Fourierova transformace. Na obr. (4.5)) jsou pak vychylky bodu A v obou osach pro
znazornéni prolozeny dominantni frekvenci. V tab. je pak urceno prvnich pét
dominantnich frekvenci ze spektralni analyzy vychylek bodu A (zobrazenymi téz na
pravych ¢astech obr. a ([£.4)). Porovnanim zjistime, Ze tyto frekvence velmi
dobte koresponduji s frekvencemi ziskanymi modalni analyzou v tab. (£.1).
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Obrazek 4.2: Prvnich 8 médu kmiténi hlasivky.

Frekvence [Hz] | Nage vysledky | Vysledky A. Kosika |

h 264, 1 192,5
f 389,9 337, 88
fs 496,9 366, 45
f 634, 8 507, 39
s 656,5 538,96
s 71,2 674,99
fr 868, 8 675, 34
fs 904, 1 680, 34
o 959, 6 762,75
1o 1057,9 795, 25

cvv s

Tabulka 4.1: Srovnani nejnizsich vlastnich frekvenci kmitajici hlasivky ziskané po-
moci modalni analyzy s praci A. Kosika.
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’ Frekvence [H z] \ x-ové vychylky \ y-ové vychylky ‘

2 260 770
2 1290 260
2 1540 390
) 660 1180
75 770 660

Tabulka 4.2: Vlastni frekvence ziskané pomoci spektralni analyzy vychylek zvoleného
bodu hlasivky s presnosti na desitky Hz. Sefazeno podle vyznamnosti.
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Obrazek 4.3: Vlevo jsou vyneseny vychylky ve sméru osy  bodu A hlasivky, vpravo
pak jeho Fourierova transformace.
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Obrézek 4.4: Vlevo jsou vyneseny vychylky ve sméru osy y bodu A hlasivky, vpravo
pak jeho Fourierova transformace.
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Obrazek 4.5: Porovnani vychylek a dominantni frekvence, vlevo pro vychylky bodu
A ve sméru x, vpravo ve sméru ¥y, kde je prubéh vychylek proloZen souc¢tem dvou
dominantnich frekvenci.

49



4.3.2 Proudéni nestlacitelné tekutiny

Vyvinuty program jsme vyzkouseli na dvou modelech — proudéni tekutiny v rozsi-
fujicim se potrubi a obtékani profilu hlasivky.

Proudéni tekutiny v potrubi

Jako modelovy pfipad proudéni jsme vybrali proudéni nestlacitelné tekutiny v po-
trubi, které je popsané rovnicemi (2.54a) a (2.54b]), kde je z diivodu neménné vy-
pocetni oblasti Qf = QI za ALE zobrazeni dosazeno identické zobrazeni a tedy
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Obrazek 4.6: Ukazka triangulace modelu trubky. Rozméry jsou v [m].

Pro stacionéarni i nestacionarni piipad jsme volili stejné okrajové podminky. Na levé
hranici zazené trubky rovnobézné s osou y a s z-ovou soufadnici rovné nule byl
predepsan vstupni parabolicky profil proudéni ve tvaru

_ (=15(y—2)(y—1)/25
Vi = y . y . (4.9)

Na pravé hranici rovnobézné s osou y a x-ovou souiadnici rovné osmi byla zadana do-
nothing podminka, viz , pomoci které modelujeme vystupni ¢ast proudéni. Na
zbylych ¢astech hranice pak byly zvoleny nulové Dirichletovy podminky. Koeficient
viskozity jsme nastavili jako v/ = 1m?/s.

Na prvnim obrazku je zachyceno feseni stacionarniho problému proudéni Sto-
kesovy tlohy, které jsme ziskali pomoci Vankova zhlazovace pii volbé relaxacnich
parametrti w, = 0,3, w, = 0,2. Jak je z obrazku vidét, v tomto piipadé y-ova slozka

rychlosti nezkonvergovala.

Na druhém obrazku je zobrazeno TeSeni stacionarntho problému proudéni
Navierovy-Stokesovy tlohy, které jsme ziskali pomoci feSice z knihovny UMFPACK.

Pti modelovani nestacionarniho proudéni jsme pouzili nulové pocateéni podminky.
ReSeni tohoto problému je zobrazeno na obrazku
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Obrazek 4.7: Reseni Stokesova problému pro piiklad proudéni v trubce, rovnice
vyTeSeny pomoci Vankova zhlazovace. Nahote je zobrazena x-ova slozka rychlosti,
dole vlevo y-ova slozka rychlosti a vpravo hodnoty tlaku.

vec_U_V_PX

Obréazek 4.8: Resent Navierovych-Stokesovych rovnic nestlacitelného proudéni v
trubce. Nahote je zobrazena x-ova slozka rychlosti, dole vlevo y-ova slozka rych-
losti a vpravo hodnoty tlaku.
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Obrézek 4.9: Ukazka nestacionarniho proudéni v modelu rozsifujici se trubky, zob-
razeny z-ové slozky rychlosti. Obrazky jsou fazeny zleva doprava, ¢asovy krok
At =0, 1s.
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Obtékani profilu hlasivky

Jedna z motivaci nasi prace byla simulace obtékani profilu hlasivky. Toto proudéni
je popsané rovnicemi (2.54a) a (2.54b)), kde je ALE zobrazeni z divodu nemén-
nosti vypocetni oblasti rovno identité a tedy wp = 0. Geometrie tohoto modelu je
zobrazenou na obrazku
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Obrézek 4.10: Ukazka triangulace oblasti Qg , ve které modelujeme obtékani lidské
hlasivky. Rozméry jsou v [cm].

Pro stacionarni i nestacionarni proudéni predepisujeme stejné okrajové podminky.
Na levé hranici oblasti Qg rovnobézné s osou y a s x-ovou soutadnici z = —0,5 bylo
predepsano vstupni proudéni ve tvaru

Vi — —0,25(y + 0, 32)(y —0,3)/2,25 ‘ (4.10)

Na pravé hranici rovnobézné s osou y a x-ovou soufadnici x = 2,5 pak implementu-
jeme do-nothing podminku modelujici vystupni ¢ast proudéni, viz ( ). Na zbylych
¢astech hranice pak byly zvoleny nulové Dirichletovy podminky. Koeficient viskozity
jsme polozili v/ = 1m?/s.

Na prvnim obrazku ( je zachyceno feSeni stacionarniho problému proudéni
Navierovy-Stokesovy tlohy. Pro vyfeseni vzniklé soustavy linearnich rovnic pou-
zivame fesi¢ z knihovny UMFPACK.

Pti modelovani nestacionarniho proudéni jsme zadali nulové pocateéni podminky.
Na obr. je pak zachycen casovy pribéh tohoto proudéni.
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-0.1561624

Obrazek 4.11: Ukazka stacionarniho proudéni nad profilem hlasivky, zobrazena x-ovéa
slozka rychlosti.

vec_U_V_P vec_U_V_P

1.0578 1.0578
08 0.8

|0,4 0.4

{9 0

-0.30392 -0.30392

vec_U_V_P vec_U_V_P
1.0578 1.0578

0.8 :0.8
l0-4 0.4

0 0
-0.30392 -0.30392

vec_U_V_P vec_U_V_P
1.0578 1.0678

0.8 0.8
I0-4 0.4

10 0
-0.30392 -0.30392

vec_U_V_P vec_U_V_P

0.8 0.8
|0-4 04

(0] ‘0
-0.30392 -0.30392

Obréazek 4.12: Ukazka ¢asového vyvoje obtékdni modelu hlasivky, zobrazeny x-ové
slozky rychlosti. Obréazky jsou Fazeny zleva doprava, ¢asovy krok At = 0, 15s.
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Zaveér

V této praci jsme se seznamili s problematikou proudéni nestlacitelné tekutiny a
jeji interakce s elastickym télesem. Na zékladé studia literatury jsme tyto problémy
matematicky popsali pomoci parcidlnich diferencialnich rovnic. Specialné Navierovy-
Stokesovy rovnice jsme pieformulovali pomoci tzv. ALE metody, kterd nam dovolu-
jeme modelovat proudéni na ¢asové proménné vypocetni oblasti.

Pti odvozovani numerického schématu jsme pro ¢asovou diskretizaci rovnic elastic-
kého télesa pouzili Newmarkovu metodu a pro pfipad proudéni Eulerovu zpétnou
metodu. V prostoru byly oba problémy diskretizoviany pomoci metody kone¢nych
prvki, kde pro aproximaci proudéni byl pouzit tzv. crossgrid linearni prvek, resp.
linearni Lagrangeiv prvek pro problém linearni elasticity. Crossgrid prvky spliuji
inf-sup podminku, kterd ndm zarucuje numerickou stabilitu. Dale je v této praci
zminéno nékolik zpusobi linearizace obecné nelinedrnich Navierovych-Stokesovych
rovnic. Uvedeny jsou i dvé metody, které fesi vzniklou soustavu linearnich rovnic
ve tvaru sedlového bodu. Na konci treti kapitoly je popsan algoritmus, jak tesit
sdruzeny problém vzajemné interakce.

Néasledné jsme implementovali program tesici dynamicky problém deformace elastic-
kého télesa, stacionarniho proudéni nestlacitelné tekutiny i jeho nestacionarni verzi.
Na propojeni obou oblasti pracujeme. Implementované metody jsme ovérili na né-
kolika modelovych ptikladech. I kdyz byly feseny relativné jednoduché piiklady, je
provedené implementace zcela obecna pro feSeni jak kmitédni rovinnych tloh, tak i
pro proudéni nestlacitelné tekutiny. Proto ji lze aplikovat v celé fadé nejen technic-
kych problému.
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Priloha

Na pfilozeném DVD je text diplomové prace a text abstraktu. V adresaii Program
jsou zdrojové kody a skripty vytvorenych programi roztfidéné do odpovidajich slo-
zek. Dale podadresare adresaie Program obsahuji vygenerované triangulace pouzité
pii numerickych experimentech a nékteré vysledky simulaci ve formatu vtk.
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