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Matematika 5: Vlastni ¢isla a vlastni vektory ¢tvercovych matic(pracovni text)

Pifpadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrdzovi (e-mail: Frantisek.MrazQfs.cvut.cz )
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Poznamka: Varianty k nize uvedenym tlohdm lze nalézt ve skriptu [2].
Definice: Cislo A (miize byt i komplexni) nazyvame vlastnim ¢islem ctvercové matice A, jestlize existuje nenulovy
vektor X takovy, ze A- X = A X. Vektor X se pak nazyva vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢éislu A.
Poznamka: K vlastnimu ¢islu existuje nekonetné mnoho vlastnich vektoru.
Postup pri vypoctu:

1. Nejprve fesime charakteristickou rovnici matice A, tj. rovnici det(A — AE) = 0. Vlastni{ ¢isla matice A jsou
kotfeny této rovnice.

x
2. Ke kazdému vlastnimu ¢islu A pak uré¢ime odpovidajici vlastni vektory X = y feSenim soustavy

homogennich linedrnich rovnic (A — A E) - X = O.

Neékteré dalsi vlastnosti:

a) Je-li A vlastnim é&fslem matice A s vlastnim vektorem X, pak A\? je vlastnim ¢islem matice A2 se stejnym vlastnim
vektorem X.

b) Jestlize existuje inverznf matice A~!, pak \ je vlastnim éislem matice A pravé tehdy, kdyz 1/) je vlastnim
¢islem inverzni matice A~1. Odpovidajici vlastni vektory jsou pro obé matice stejné.

c) Cislo A = 0 je vlastnim &islem matice A pravé tehdy, kdyz matice A je singuldrni.

d) Je-li A je vlastnim ¢islem matice A s vlastnim vektorem X, pak A je také vlastnim ¢islem matice A, a to s
vlastnim vektorem X.

4 0 0
Piiklad a) Najdéte vlastni ¢isla matice A= -1 1 =5
2 1 3

b) Zvolte jedno z vlastnich éisel, sestavte soustavu rovnic pro vypocet odpovidajicich vlastnich vektoru a ty pak
urcete.
¢) Urcete spektralni polomér p(A) dané matice, tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel matice A.

Redeni: a)Sestavime charakteristickou rovnici det(A — AE) = 0:

4-) 0 0
-1 1-Xx =5 |=0
2 1 3—-A

Determinant vypocitame rozvojem podle 1. fadku, coz vede k rovnici

1-X =5
(4-X) 1 3.\ =0

(A=N[A-=XNB-XN)+5=0
(4— N[\ —4X+ 8] =0.

Kofeny jsou A\; =4, Ay 3 = 2 £ 2i a to jsou vlastni ¢isla matice A.

x
b) Uréime vlastni vektory X = | y |, které odpovidaji vlastnimu ¢éislu A\ = 4.
z
5 0, 0, 0 x 0
Ziskédme je fesenim soustavy (A—AE)- X = 0,kde A=4,tj. [ -1, -3, =5]-[ v | =] 0
2 1 -1 z 0
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Piepiseme ve tvaru soustavy rovnic, ve které 1. rovnici vypustime, nebot ma vsechny koeficinty nulové. Ziskdme
tak soustavu dvou rovnic pro tfi neznamé:

—r—3y—5z = 0
2z +y —2z = 0
Pri¢teme-li ke druhé rovnici dvojnédsobek 1. rovnice (Gaussuv algoritmus), ziskdme soustavu
—r—3y—5z = 0
—by—11z = 0
Tato soustava méa nekoneéné mnoho feseni (”kontrolni misto”). Jednu nezndmou lze volit, tedy napf. z = p,
kde p je libovolné ¢&islo. Ze druhé rovnice uréime y = —11p/5.
Po dosazeni do 1. rovnice vypotteme x = —3y — 5z = 8p/5.
8/5
Vsechny vlastn{ vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 4 lze vyjadrit ve tvaru X =p- | —11/5 |, kde p je
1
8
jakékoliv ¢islo ruzné od 0. To lze zapsat téZ v jednodussim tvaru X =p- | —11 |, kde p #0.
5

c) Spektralni polomér p(A) = {max |\|; i =1,...,n} = max{4; |2 + 2i; |2 — 2i|} = max{4; v/8} = 4.

Nésledujici ulohy jsou vybrany ze zkousek v predmétu Matematika TA.

. Je ddna matice A= I =5
1 3

a) Naleznéte vlastni ¢isla této matice. Urcete jeji spektralni polomér p(A), tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich
¢isel matice A.

b) Urcete vlastni vektory.
[Vysl: Ao =2+ 2i, p(A) = 21/2, pro \; jsou vlastni vektory X; = p(—5,1+2i)T, p € C,p # 0; pro A2 jsou
vlastnf vektory Xo = p(—5,1—2i)T, pe C,p # 0,

5 5, =2
. a) Urcete vlastn{ ¢isla matice A= | -1, 3, 1
0, 0, 4

b) Urcete vlastni vektory odpovidajici redlnym vlastnim éislum této matice.

c) Uréete vlastni ¢fsla matice A1

[Vysl: det(A — AE) = (4 — A\)(A\? — 8 A +20), matice A ma vlastn{ éfslo A\; = 4 a dvé komplexn{ vlastn{ éfsla:
Ag,3 =4+2i. Pro Ay jsou to vektory X7 = p (3,1, 4T p e R,p# 0. Matice A~! existuje (pro¢ ?) a jejf vlastni éisla
jsou 1/A1 = 1/4,1/Xo = (2 —1)/10,1/X3 = (2 +1)/10.]

0 5 3
. Je ddna matice A = -1 2 -1
1 -5 =2

a) Uved'te vlastnost matice, kterd je postacujici pro existenci nulového vlastniho &fsla.

b) Napiste charakteristicky polynom matice A. Ovéite, zda ¢isla Ay = —3, Ay = 2 a A3 = 4 jsou kofeny piislusné
charakteristické rovnice.

¢) Naleznéte viastni vektory matice A pifslusné vlastnimu ¢éislu As.

. a) Definujte pojmy vlastni ¢islo a vlastni vektor ¢tvercové matice. Podle této definice zduvodnéte vlastnost matice,
ktera je postacujici pro existenci nulového vlastniho ¢isla.

L0
b) Vypocitejte vlastni éisla matice A= |1, 0, —1
0, 1, 2



¢) Vypoécitejte matici B = A? (tj. matici A - A). Uréete vlastni ¢fsla matice B.
[Vysl.: a) Singularita matice ( tj. napt. detA = 0), b) det(A—AE) = —A(2—\)?, vlastn{ &fsla jsou: A\; = 0, Ay = 2,
c) B = A? (po tadcich)= (5,2, —1; 2,0,—2; 1,2,3), vlastni ¢isla matice A% jsou A\; = 0, Ay = 4. |

3, 1, 0
. a) Urcete vlastn{ ¢isla matice A= [ —=13, -1, 0
4, =8, =2

b) Urcete spektrdlni polomeér p(A) dané matice, tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich éfsel matice A.

¢) Urcete vlastn{ vektory odpovidajici redlnym vlastnim ¢éfslum dané matice.

[Vysl: det(A — AE) = (=2 — A\)(A\2 — 2\ + 10), vlastn{ éfslo A\; = —2, dvé komplexn{ vlastn{ éfsla: Ap 3 = 1 % 3i,
p(A) = V/10; pro A1 jsou vlastni vektory X; = p(0,0,1)7, p € R,p # 0.



