Matematika 5, 13. 10. 2015 (prednédska, pracovni text)

Prvni a druhd derivace, geometricky vyznam. Te¢na ke grafu funkce. Tayloruv polynom, Lagrangeuv tvar zbytku,
piiblizny vypocet funkéni hodnoty, odhad chyby (nepfesnosti) tohoto vypoctu

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Predpoklad: Funkce f ma derivace az do fddu n v bodé zg. Tayloruv polynom n-tého stupné dané funkce f
(se stfedem) v bodé xg:
f" (x0) F (o)

T, (z) = f(xo) + f'(x0)(z — mo) + o) (x —x0)* + ... + T(Jc —xo)"™.

Lagrangeuv tvar zbytku R, 11(x) vyjadiuje chybu (nepfesnost), které se dopustime pii nahrazeni funkéni hodnoty
f(z) hodnotou T,,(x), tj. Ryy1(x) = f(z) — Th(z).

Véta ( Taylorova). Necht funkce f m4 spojité derivace az do fadu n + 1 v okoli U(zg) bodu .
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Protoze piesnou polohu bodu & zpravidla nezndme, mizeme zminénou nepiesnost pomoci tvaru zbytku pouze
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Pak pro kazdé « € U(xg) existuje mezi body zg a « bod & tak, ze Ry41(z) = (x — x0)

odhadnout shora. Lze pouzit odhad |R,+1(x)] < (x —xo , kde M, 41 je maximum funkee |f™1| na

intervalu (zo, ), resp. (z,xo).

V nasledujicich tdlohach je dédna funkce f, stupenn n a body xq, x1.
a) Napiste rovnici tecny ke grafu dané funkce v bodé [xg, f(z0)]. Nacrtnéte tecnu a tvar grafu funkce f v okoli bodu
xo. Popiste chovan{ funkce f v okoli bodu xg, tj. rostouci nebo klesajici, jak rychle ( odhad sklonu tecény).
b) Napiste Taylortiv polynom 7T, (x) dané funkce f se stfedem v bodé z.
Pomoci T, (x) urcete priblizné hodnotu f(x) pro x = x1 (ve tvaru zlomku).
c) Napiste Lagrangeuv tvar zbytku R, +1(z) a R,11(x1) pro tuto tlohu.
Pomoci Ry, +1(z1) odhadnéte velikost chyby pfiblizného vypoctu hodnoty f(z1) z tlohy b).

Funkce f(z)=In(2z+1)— g, n=2, xo =021 =1/2.

2 —4

Vysl.: a) Derivace f'(z) = Tl % f”(x) =
x

G DU = DU = (F1/2400), 1(0)=0,7(0) = 3/2

3
rovnice tecny: y = i Funkce rostouci, konkdvni, sklon te¢ny asi 55°.

b) J1(0) = 4, Tolw)= 2o — 247 f(1/2) = To(1/2) = 1/

c) f"(x) = ﬁ, R3(z) = ! 356) 23 = 3 (2§8+ i 23, kde & lezi mezi 29 = 0 a
Ry(1/2) = ——> Lo L e 0,1/2), |Rs(1/2)] = 1£(1/2) - To(1/2)] < 1/3.
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Funkce f(z 2z — 1 —%,n:Q, xo=1,21 =3/2

1 2, -1
—— T) = ————= —2/3, D(f) =(1/2,00),
V-1 3 f(=) e /3, D(f) = (1/2,00)

") = (1/2, o). Funkce rostouci, konkévni, sklon te¢ny asi 20°.

[Vysl.: Derivace f'(x) =
D(f") = D(f'

To(z) =2+ 5 (x—1) = 3(z —1)%, f(3/2) = T2(3/2) = 5/8,

f(z) = \/ﬁv Ry(z) = Q\/ﬁ (z —1)%, |R3(3/2)| = | f(3/2) — T2(3/2)] < 1/16]

Funkce f(z)=2>+Inz, n=2,n=3, zg=1,2, = 3/2

1 1
[Vysl.: Funkce rostouci, konvexni, sklon tecny asi 70°. T5(z) =1+ 3(z — 1) + 5(:0 —1)2+ g(x —1)3,
—1)4
f(3/2) =T5(3/2) = 8/3. Ra(x) = —(””454), €lezi mezi 1o = 1 ax, |Ra(3/2)] = |f(3/2) — T3(3/2)| < 1/64.
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