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Matematika 5: Potencialni vektorové pole. Potencial.
Nezévislost kiivkového integralu vektorové funkce na cesté (pracovni text)
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Zakladni pojmy, znaceni: Vektorovou funkci (vektorové pole) ? v E; se soufadnicovymi funkcemi U,V

zapisujeme struéné f = (U, V). Je to funkce dvou proménnych z, y. Podobné f = (U,V, W) v piipadé vektorové
funkce v E3.

Nebude-li uvedeno jinak, pak zapisem D C Ej rozumime oblast D C E; nebo oblast D C Eg.

Krivkovy integral vektorové funkce [ ? -d¥, kde C je uzaviens kiivka v Ey nebo v Eg nazyvame cirkulaci

vektorového pole ? po kiivce C' a zapisujeme 560 ? Y.

Rikéme, ze krivkovy integrdl vektorové funkce /. c 7 -dS nezdvisi v oblasti D C By, na cesté, jestlize pro libovolné

dvé kiivky Cy a Cy v D, které maji shodny pocatecni i koncovy bod plati rovnost / 7 A = / 7 A
Cl C2

Definice. Vektorové pole ? se nazyva potencidlni pole v oblasti D C Ey, jestlize existuje skalarni funkce ¢ takova,
ze v D plati

7 =grad o, (*)

Skalarni funkci ¢ nazyvame potencidal vektorového pole ? v D.

Pozndmka: Je-li ? potencidlni pole v oblasti D C E, pak jeho potencidl ¢ je ur¢en jednoznacné az na aditivni
konstantu.

Véta. Necht ? je potencidlni a spojité vektorové pole s potencidlem ¢ v oblasti D C Ey . Necht C je kfivka v D
s pocatecnim bodem A a s koncovym bodem B. Pak kiivkovy integral fC ? d¥ = e(B) — p(A).

Véta. Necht 7 je spojité vektorové pole v oblasti D C Ej. Pak néasledujici tii vyroky jsou ekvivalentni:
a) f je potenciélni pole v D.

b) Krivkovy integral |, ol dd nezdvisi v oblasti D na cesté.

¢) Cirkulace pole 7 po libovolné uzaviené kiivce v D je nulova.

V dalsim textu se omezime na vektorové pole v Es.

Véta. (Nutnd podminka pro potencidlni pole v E,.) Necht ? = (U,V) je potencidlni vektorové pole v oblasti
vV oUu

D C E,. Necht jeho soufadnicové funkce U,V maji spojité parcialni derivace v D. Pak plati, ze — = vD.

or y

Oblast D C Eo se nazgvd jednoduse souvisld, jestlize vnitiek kazdé uzaviené kiivky v D je podmnozinou D.
Véta. (Postacujici podminka pro potencialni pole v E.) Necht

a) D je jednoduse souvisld oblast v Es a

b) f = (U,V) je vektorové pole, jehoz soutadnicové funkee (U, V') maji v v oblasti D spojité parcidlni derivace a

V._ U b (kitaov§ test”).

¢) funkce (U, V) spliuji podminku 9 " oy v

Pak ? je potencidlni pole v D.
Postup pti vypoctu:

Podminka (*) v definici potencidlniho pole mé v Eg nasledujici tvar: (U, V) = g—i, gj) vD.
Tato rovnost dvou vektoru predstavuje splnéni dvou podminek v D (rovnost odpovidajicich souradnic):

Do 0y _
1 5. =U (2) 3y =V



Z podminky (1) uréime integrovénim ¢(x, y) = / U(z,y)dz. Takto vypoctena funkce p(z, y) obsahuje nezndmou

funkei C(y). Dosazenim za ¢ do podminky (2) ziskdme rovnici (2), ve které nesmi zustat proménnd x (to je "kont-
rolni misto” vypoctu ). Funkei C(y) pak ziskdme z rovnice (2’) integrovianim podle y. Po dosazen{ za C(y) obdrzime
vysledny tvar potencidlu ¢(x,y). Z podminky (*) si pak si muzeme ovéfit spravnost vysledku.

Pt | a) Oveite, ze vektorové pole f = (32%y, 2 + V) je potencidlni, uved'te nejvétsi moznou oblast D. Vypocitejte
potencial ¢(z, ) tohoto pole f.
b) Vypocitejte kiivkovy integral dané vektorové funkce f podél tsecky AB od bodu A = [2,4] do bodu B = [1,1].
¢) Naértnéte kiivku C, kterd je zdporné orientovanou hranici mnoziny M = {[z,y] : 22+ (y — 3)? <8, =z > 0}.
Uréete cirkulaci daného vektorového pole f = (32%y, 2° + Vy) podél kiivky C.

Resent: a) U(xz,y) = 322y, V(z,y) = 2>+ VY. Ovéite si, Ze parcidlni derivace jsou spojité a "kiizovy test”je splnén
v oblasti D = {[z,y] € E2; y > 0}, kterd je jednoduse souvisl4.

Vypocet potencidlu :

Podminky (1) a (2) majf tvar: (1) Op

= = 32%y, (2) a—y:x3+\/§

Z podminky (1) vypocitame ¢(x,y) = /3x2ydx = 23y + C(y).

Po dosazenf do (2): 2® + C'(y) = 2 + \/y. Kontroln{ misto je tedy splnéno. Z rovnice C’(y) = /y uréime
2 2
Cy) = / Vydy = 3V y3 + C. Hledany potencial je tedy ¢(z,y) = 23y + 3V y3 + C.

b) Kiivkovy integral [, ? dY = Jo 322y, 2® + \/y) - ds = ¢([1,1]) — ¢([2,4]) = —107/3.

¢) Dand kiivka je uzaviend. Je to obvod pulkruhu, ktery lez{ v oblasti D = {[z,y] € Eg; y > 0}, v niz je dané
vektorové pole potencidlni. Z vlastnosti potencidlu pak vyplyva, ze cirkulace daného vektorového pole podél této
kiivky C' je rovna nule.

Vétsina z nasledujicich uloh je vybrana ze zkousek v predmétu Matematika ITA.

a) Vysvétlete, co to znamena, ze integral fC f -ds nezévisi v oblasti Q C E5 na integracni cesteé.
Zduvodnéte, zda fc(y sin x, y — cos x) - ds nezavisf v Fs na integracni cesté.

Existuje-li potencial pole f: (y sin z, y — cos ¢) v Ey, najdéte jej a vypocitejte kiivkovy integral tohoto pole
po kiivce C' s po¢. bodem A = [0, 0] a konc. bodem B = [0, 7].
[ b) ovéite splnénf postacujici podminky c¢) potencidl p(z,y) = y?/2 — y cosz + konst, 72 /2 — 7]

V nasledujicich tfech tdlohach je dano vektorové pole f
a) Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f: (U, V) bylo potencidlni v oblasti D C E,.

b) Ovéite, ze postacujici podminky splnény pro dané vektorové pole f a danou oblast D (neni-li oblast D déna,
uved'te nejvétsi moznou),

¢) Urcete potencial a uzijte jej k vypoctu kiivkového integralu vektorové funkce f po dané kiivce C.
2
a) f = (\y? , 4y /), uved'te nejvétsi moznou oblast D, C je kiivka s pocateénim bodem A = [1,2] a koncovym
x
bodem B = [4; —2]. [ b) D={[r,y] €Ez; x>0}, c)potencidl p(x,y) =2y*\/z + konst; 8]
a) f: (w2 in, = iyz), D={[z,y] € Ez; x>0, y >0}, C; je usecka AB s pocatetnim bodem A = [2,4] a
koncovym bodem B = [1,2], Cj je kladné orientovand kruznice (z — 1) + (y — 1)? = 1.
[ ¢) potenciédl ¢(z,y) = 5 In(z? + y?) + konst; —In2 pro C;, nula pro Cy]

1
2
a) f=(= +22%, 2ylnz —cos 2y), uved'te nejvétsi moznou oblast D, C je kiivka s poc¢ateénim bodem A = [1,7/4]
T
a koncovym bodem B = [2;0]. [ potencidl p(z,y) = 23/3 + y? Inz — sin2y/2 + konst, 17/6]



