Matematika 5: Urcity (Riemannuv) integrél. Nevlastni integrél.
(Doplnény pracovni text prednasky ze dne 3. 11. 2015)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Definice Riemannova integralu f; f(z) dx predpoklada (nutnd podminka existence):
interval (a,b) je omezeny a funkce f je v ném omezena.

Poznamka. Postacujici podminka pro existenci: Funkce f je spojitd na omezeném intervalu (a,b).
Slabsi podminka: Funkce f je po ¢édstech spojitd a omezend na omezeném intervalu (a,b).

Pokud nutnd podminka neni splnéna, pak Riemanntv integral neexistuje. Pfesto mohou nastat
situace, ve kterych je vhodné se takovym integralem zabyvat.

Predpokladejme tedy, ze Riemannuv integral dand funkce f v intervalu (a,b) neexistuje, ze vsak
pro kazdé t € (a,b) je funkce f integrovatelnd v intervalu (a,t).
Jestlize existuje limita

lim / () da),

pak jeji hodnotu nazyvame nevlastnim Riemannovym integralem se singuldrni horni mezi. Pokud je
tato hodnota konecénd, pak fikdme, ze integrdl konverguje. Pokud je tato hodnota 400 nebo —oo, pak
tikame, ze integradl diverguje.

Analogicky je definovan nevlastni Riemannuv integrdl se singuldrni dolni mezi.

Je-li funkce f v intervalu (a,b) neomezena, mluvime o nevlastnim integralu vlivem funkce. Je-li
interval (a,b) neomezeny, mluvime o nevlastnim integrdalu viivem meze.

Vypocet nevlastniho integralu

Véta IV.6.6. Necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b). Potom existuje integral ff f(x)dz a plati

b
/ f(ﬂ:') dx = lim t—b_ F(t) — lim t—ayt }71(t)7

pokud vyraz na pravé strané m& smysl.

Poznamka. Je-li funkce f spojitd v intervalu (a,b), ktery je omezeny, pak hodnoty limit jsou F(b),
resp. F'(a) a jednd se o Newtonovu-Leibnizovu formuli pro ”bézny” Riemannuv integral.

Piiklady. Vypoctem rozhodnéte, zda dany nevlastni integral konverguje ¢i diverguje.
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Resenf pifkladu &. 4. Integrovand funkce je spojitd v intervalu (—oo, +-00). Neurcity integral je

1
/ 1522 dx = arctgx + C. Podle vyse uvedené véty tedy pocitdme nevlastni integral takto:
x
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Rozklad racionalni funkce na soucet parcialnich zlomku

1
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+00
Reseny piiklad. / dz =1n(4/3).
3
Resent: Defini¢éni obor D(f) = (—o0, —1)U (—1,0) U (0, +00). V intervalu (3, +00) je tedy integrovana
funkce spojita. Jedna se o nevlastni integral vlivem horni meze, muzeme postupovat podle uvedené
véty. Primitivni funkci uréime pomoci rozkladu na soucet parcidlnich zlomki. Ten mé tvar

=—+ . Po vynéasobeni spole¢nym jmenovatelem ziskdme rovnici, ktera vyjadiuje rovnost

24+x x x+1
dvou polynomu.

1=A(x+1)+ Bz.

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin nebo dosazenim vhodnych hodnot, napt. x := —1, resp.
x:=0 uréime, ze A=1,B = —1.
1 1 1
Je tedy de= [ ————de=Inz|-Injz+ 1]+ C.
2+ x x+1

Po upravé vyrazi s logaritmy a vyuzitim toho, ze na daném intervalu je > 0 lze primitivni funkci

napsat ve tvaru F'(z) = In .
r+1

Vypocet dokonéime podle uvedené véty:

too o q . T
/3 o dz = xkr}rqoo In o F(3) =1In1—1n(3/4) = 1n(4/3).

P1i vypoctu limity jsme postupovali podle véty o limité slozené funkce.

Podobné v nasledujicim piikladu se stejnou funkci, kde se vSak jednd o nevlastni integrdl vlivem
funkce. Ta neni omezend v pravém okoli bodu x = 0.

1
Piiklad. / T dz = 4o0. Primitivni funkce je stejnd jako v predchozim prikladu, takze v
o T x

zaveéreéné ¢asti vypoctu dostavame:
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/ dz=F(1)— lim In T In(1/2) — lim Iny =1n(1/2) — (—o0) = +o0.
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Piiklad ¢. 5 je vyfeSen ve sbirce [2], a to véetné prvni édsti, tj. nalezeni primitivni funkce pomoci
rozkladu na soucet parcidlnich zlomk.

Integrace per-partes
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Integrace substituci

oo 2 1 , 9 1
/ xe ¥ dr= 3 substituce —z* = t, pak F(z) = ~3 e .
0
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/ 5—dr = 1. substituce Inx = t, pak F(z) = ———
(S

xz In“x Inx’
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/0 15022 de =m/6 substituce 3z = ¢, pak F(x) = 3 arctg(3z).

Je ddna funkce f(x) = ﬁ

a) Vypocitejte integral [ f(z)dz. Urcete intervaly existence.

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro x € (0,2) ohrani¢en osou x a kiivkou y = f(z). Vysledek
upravte.

¢) Rozhodnéte vypoctem, zda konverguje nevlastni integral |, 4+°° f(x)de.
[ Primitivni funkci najdeme pomoci substituce nebo rozkladem na soucet parcidlnich zlomku,
1 1 1
/f(:c) dz = 5 ln\x+3\+§ In|z—3|4+C = 5 In|z2—9/+C, x € (—00,—3), = € (—3,3), z € (3,00),
1.5
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n— <0, c)diverguje, [~ f(z)dz = +oc]
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obsah P = - In g, nebot / f(z)dz =
; 2 9
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Varianty této tlohy s jinymi funkcemi a intervaly.

al) f(z) =2 lnz, bl)zec(2,4) cl) nevlastni integral fol f(z)dx.

4
1
[ /f(x) dz = % Inx — T 2* 4+ C, z € (0,00), obsah P =124 In2 — 15, ¢) konverguje, fol f(z)dz =
—1/16 ]
1
a2) f(z) = ppripet b2) z € (0,2) ¢2) nevlastni integral fjoooo f(z)dz.
T

1 oo
[ /f(a?) dz = 3 arctgg +C, z € (—o0,00), obsah P =m/8, c)konverguje, [~ f(z)dz=m/2]

a3) f(z) = 1\}%, b3) x € (1/4,1) ¢3) nevlastni integral fol f(z)dz.
x
2 5 , ! 4
[ /f(a:) dz =2 x — 3 Va3 +C, x € (0,00), obsah P = o ¢) konverguje, / f(z)dx = 5]
0

Nevlastni (Riemannuv) integral je vysvétlen v kapitole V.6 skripta [1]. Obsahuje nefesené piiklady
s vysledky a dva piiklady fesené. Dalsi ptiklady, feSené i nefesené, jsou ve Shirce [2].

Literatura:

[1] J. Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojn{ fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2014.
[2] S.Kra¢mar, F. Mraz, J.Neustupa: Sbirka piikladu z Matematiky I. Skriptum Strojni fakulty.
Vydavatelstvi CVUT, Praha 2014.



