MAT 5: Diferencidlni rovnice 1. fadu. Existence Feseni. Separovatelnd rovnice (pracovni text, 10.11.2015)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Diferencidlni rovnice 1. fddu v normélnim tvaru je rovnice ' = f(z,y), (1)
kde f je dand funkce, spojita v oblasti G C R%. Nezndm4 je funkce y = y(z)

Funkee y = y() se nazyva fesenf rovnice (1) na intervalu I ( v oblasti G C R?), jestlize
(a) [z,y(z)] € G pro kazdé x € I,

(b) funkce y = y(z) je spojité diferencovatelnd na I,

(¢) ¥ = f(z,y(z)) pro kazdé = € I.

Obrazek

Reseni, ke kterému neexistuje vlastni prodlouzeni v G se nazyva maximalni feSeni v G.
Graf (maximélnfho) feSenf se nazyvd (maximéln{) integraln{ kiivka (dané dif. rovnice).

Resen{ rovnice (1) se nékdy nepodaif nalézt v explicitnim tvaru y = y(z),

ale pouze v implicitnim tvaru, tj. I(x,y,C) =0, (2)
kde C' € R je libovolna konstanta.

Jestlize kazdym bodem [xg, yo] oblasti G prochdzi pravé jedna maximdlni integralni kiivka,

pak rovnice (2) se nazyva obecny integral rovnice (1) v G.

Véta (Existence a jednozna¢nost max. Feseni Cauchyovy tlohy)
) 0
Necht funkce f = f(x,y) a funkce a—f jsou spojité v oblasti G C R2.
Y
Pak existuje pravé jedno maximélni feseni Cauchyovy tlohy ¢' = f(z,y), y(xo) =yo, (CU)
kde [zg, yo] je libovolny bod z G.

Poznamky:.

1. Geometricka formulace: Jsou-li splnény predpoklady, pak kazdym bodem oblasti G prochazi pravé jedna max. integralni
kfivka.

2. Obecné je zarucena pouze lokalni existence reSeni.

3. Jednoznacnost max. feseni je zarucena predpokladem spojitosti parc. derivace funkce f podle y.

’ X
1. | Déana diferencialni rovnice =
Y 2yvz? +1

a) Napiste postacujici podminky existence a jednoznacnosti maximélniho feseni Cauchyovy tlohy
pro tuto rovnici. Urcete a na¢rtnéte oblasti, ve kterych jsou tyto podminky splnény.

b) Najdéte obecné Feseni této rovnice.
cl) Urcete maximdln{ feSeni Cauchyovy tlohy s poc¢ateéni podminkou y(0) = 1. Nezapomerite na interval.

c2) ... po¢. podminka y(0) = —2.
Varianta zadani. Uloha b) neni, je pouze uloha c)
Stejné zadani jako v tdloze (resp. ve variantdch) pro nésledujici tlohy:

Déna Cauchyova tiloha y =
Vijsledky. a) dvé oblasti, OR:

)

@ R

= Cz, C.aloha: y = 3z, x € (—0,0)

!

Dény dvé Cauchyovy tlohy ¢’ +y -sinz =sinz, ¢l) y(0) =1, ¢2)y(r/2)=0.
Vijsledky. a) oblast G =R?, OR: y =1 —-Ce®% cl)y=1,z€R, 2)y=1-e"% 2R

d
Déna Cauchyova tilohy % =ytgz, y(0)=—1.
Vijsledky. a) nekonecné mnoho oblasti, OR:y = C/cosx, C.iloha: y = —1/cosz, = € (—7/2,7/2)

. 2xy?
Déany dvé Cauchyovy tlohy y = %, cl) y(1)=1/In3, <¢2) y(—3) =0.
—x
1
Visledky. a) t¥i oblasti s hrani¢nimi pfimkami @ = -2, z =2, y = m ,

cl)C=0,y= ! 2)7306(—\/?:,\/3) M, ¢2) y=0,z € (—o0, —3)
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