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MATEMATIKA II - vybrané tlohy ze zkousek v letech 2009-2012
doplnéné o dalsi tlohy
3. tast KRIVKOVE INTEGRALY, GREENOVA VETA, POTENCIALNI POLE,
PLOSNE INTEGRALY, GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Tento text i vysledky byly kontrolovany, pfesto mohlo dojit k pochybeni. Nalezené nesrovnalosti ve vysledcich
nebo pripominky k tomuto souboru sdélte laskavé F. Mrazovi ( e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz).

Neékteré tdlohy jsou prevzaty ze skript [1] a [2]. Jednd se o zdkladni doporucenou literaturu pro predmét
Matematika II, a to v tirovni A i B. Pfedevsim ve sbirce [2] 1ze nalézt dals{ vhodné tilohy pro samostatné pocitani.
[1] J. Neustupa: Matematika IT. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2003 a pozdéji.

[2] E. Brozikové, M. Kittlerové: Sbirka priklada z Matematiky II. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi
CVUT, Praha 2003, dotisk 2007. (Sbirka Fesengich i nefesengjch prikladi )

Nésledujici vycet nelze chdpat jako jednoznaéné zatazeni uvedené tlohy do zkousky tdrovné A, resp. B, ale jako
orientacni rozliSeni. Rozsahem a ndro¢nosti odpovidaji pozadavkum zkousky trovné B napf. dlohy 1 az 3, 6, 8a, 9,
12, 13, 17, 19, 22 az 26, 29, 32, 35, 36, 41 az 43, 47.

Zkousce urovné A odpovidaji napt. dlohy 3 az 8, 10, 11, 14 az 21, 24 az 31, 33, 34, 36 az 40, 43 az 56.

Obrazky staci nacrtnout, musi vsak obsahovat vse podstatné: popis os, méfitko, popis kiivek (ploch) a vy-
znaceni bodu, které jsou pro Feseni tlohy dulezité ( pruseciky kiivek ap.)

Krivkovy integral skalarni funkce, kiivkovy integral vektorové funkce, Greenova véta

V nasledujicich péti tlohach je dana kiivka C' a délkova hustota .

a) Navrhnéte parametrizaci X = P(t), t € (a,b) dané kiivky C' a urcete délku vektoru P(t).

b) Vypocitejte hmotnost kiivky C, je-li na ni rozlozena hmota s délkovou hustotou p.

c¢) Napiste, co by pifslugny integrdl jesté mohl vyjadfovat. Uved'te, zda se jednd o staticky moment ¢ moment
setrvacnosti, pii jaké hustoté a vzhledem k jakému dtvaru (bod, ptimka, resp. rovina).

—_

LCiat+y?=9,2>0, o(w,y) =x. [ m = 18; staticky moment M, ( vzhledem k ose y), je-li o(z,y) =1]

[\

. C:xz=3cost,y=3sint, 2=1/3;t€(0,3), o(x,y,2) =2>+ 9>+ 22
[ m =284/82/3, c) moment setrvacnosti Jy ( vzhledem k pocédtku), je-li o(z,y, z) = 1]

3. C:x=2cost,y=2sint, z=1t/4;t € (0,27), o(x,y,z) = 22/(2?+ y?)
[ m=+657%/96, c) moment setrvacnosti J,, ( vzhledem k roviné zy), je-li o(z,y,2) = 1/(z* + y?)]

y =2 +2mezi body A=[0,2], B=[2,4], o(z,y) =x. [ m=(5/5—1)/3, c) viz tiloha &. 1]

. C
5. C:x=tcost,y=tsint, z=1t;t € (0,1), o(z,y,2) = 2.
[ m= (V27 —+/8)/3, c) staticky moment M,, ( vzhledem k roviné zy), je-li o(,y,z) = 1]
6. Kiivka C' je ddna parametrizaci X = P(t): x = cost, y = 3sint, z = V8cost, t € (0;2m).
a) Napiste vektor P(t) a vypocitejte jeho délku ||P(t)]|-
b) Vypocitejte kiivkovy integral [, f ds, kde f(x,y,z) = zy + 2. [ 127]

7. Zduvodnéte, na které z kiivek
a) C je kruznice 22 —2x +y?> =0, b) C je tsetka AB, kde A = [2,3], B = [0,1]

existuje integral
3
/ 37V g0
cyYy—x+2

Piislusny integral pak vypocitejte pomoci parametrizace kiivky C.
[ a) ne, dand funkce nenf na kiivce C' omezend, b) existuje, dand funkce je na tisecce AB spojitd, vysl.: v/8/3]

8. Vypocitejte délku dané kiivky C":
a) C:x=2cost, y=2sint, z=1/2; te€(0,2n) (jeden zavit sroubovice) [ délka | = m+/17]
b) C:y =tz x,z € (0;5) [ délka [ =19/3]
¢) C:xz=Rcost,y=Rsint, z=at; te (0,2m) (jeden zavit sroubovice, R > 0, a > 0 jsou konstanty).
[délka | = 27 VR? 1 o]
d)C:z=acos®t,y=asin®t, t € (0,7/2) (¢4st asteroidy v prvnim kvadrantu, a > 0 je konstanta).
[ délka | = 3a/2]



10.

11.

12.

13.

14.

a) C je ¢ast kiivky y = 2? s pocdteénim bodem A = [0, 0] a koncovym bodem B = [2,4].

Navrhnéte parametrizaci kiivky a uzitim kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vy-
kon4 sila f: (x?, xy) plsobenim po kiivce C.

b) Kiivka K je tsecka AB, kde A = [1,0], B = [2,3]. Navrhnéte parametrizaci kiivky K a vypocitejte jeji
hmotnost, je-li délkova hustota o(x,y) = 22 + 2. [ a) 232/15, b) m=161/10/3]

Krivka C' je tsecka AB, kde A =[0,1], B =[1,2].
a) Vypoéitejte hmotnost této kiivky C, je-li délkova hustota p(x,y) = 22 + y>.
b) Vypoéitejte préci, kterou vykond sila f = (zv/y? — 2z, 0) podél této tsecky C' od bodu A do bodu B.

[ a) m=8v2/3, b) (VE—1)/3]

Ktivka C' je prunikem danych dvou ploch. Navrhnéte parametrizaci této kiivky a vypocitejte kiivkovy integral
dané skalarni funkce f.
a) f(z,y,2) = y? + 222, kiivka C je prinikem rovin z +y + 2z = 5, 2z + 5y — 2z = 4 v nezdporném oktantu,
tj.z>0,y>0,2>0. [Parametrizace napt. x = 7 — 4t,y = 2t — 2,z = t,t € (1,7/4), vysl. 111 v/21/32]
2 2
b) f(x,y,2) = 22, kiivka C je prinikem vélcové plochy % + 5—5 =1 aroviny 4z — 32 = 0. [ 807]
a) Napiste tvrzeni Greenovy véty.
b) Naértnéte mnozinu M = {[z,y] : 22 +3?> < 4,2 > 0,y > 0}. Vyznacte kiivku C, kterd je kladné
orientovanou hranici této mnoziny M. .
¢) Vypotitejte cirkulaci vektorového pole f = (zy, #* + 2x) podél kiivky C, tj. §, f-ds.
( Doporuceni: K vypoctu je vhodné pouzit Greenovu vétu). [ 8/3 4 7]

Kiivka C je zdporné orientovany obvod trojihelnika s vrcholy [0, 0], [2,0], [2,2].
a) Nacrtnéte kiivku C ( véetné dané orientace).
b) PHimym vypoctem pomoci parametrizace kiivky C nebo uzitim Greenovy véty urcete cirkulaci vektorového

pole f = (y* — 3y, zy) podél kiivky C, tj. kiivkovy integral ¢, (y* — 3y, xy) - ds. [ 13/3]
13.1. Varianta této tlohy: Kfivka C je zdporné orientovany obvod obdélnika s vrcholy [0,0], [3,0], [3,1], [0,1],
vektorové pole f = (% y3, 22 4+ y?). [ cirkulace je —8]

Pomoci kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykona sila f = (z+1, 2y) pusobenim
po dané orientované kiivce:

a) Cy: usecka AB, s pocdtetnim bodem A = [—1,0] a koncovym bodem B = [1,0].

b) Cy: 22 + 9% =1, y > 0 s poéateénim bodem B = [1,0].

¢) Pomoci Greenovy véty urcete praci po uzaviené orientované kiivce C = C; U Cs.

Souvisi vysledek s najakou vlastnost{ pole f ? (Vysvétlete).

[ a) 2, b) —2, c) nula. Ano, nebot dané pole je potenciélni... ]

V nésledujicich ¢tyfech tlohach je ddno vektorové pole a orientovana kiivka.

a)

Naértnéte danou kiivku C' C FE,. Navrhnéte jeji parametrizaci a zdivodnéte, zda je kiivka C' orientovana

souhlasné s touto parametrizaci.

b)
15

16

17.

18.

19.

Vypocitejte praci, kterou vykona sila f pusobenim po dané orientované kiivce C.
. C je &ést kiivky = 2y2 od bodu A = [8,2] do bodu B = [2,1], sfla f = (v/Z+y, TH+/Y). [ —(40+321/2)/3]
- 1
. Kiivka C' dand rovnici y = e”, kde |z| < 1, mé poédtecni bod se soufadnici © = —1, sfla f = (1:3, —1In y)
Yy
[ nulal
Kiivka C je leva polovina kruznice z? + y? = 4 orientovand od bodu [0, 2] k bodu [0, —2],

; = Yy —x
sila f:(x2+y2’m2+y2)' [ —]

2y 2z )
2 + 4y2’ 2 + 4y2
¢) Je mozné v této tloze pocitat praci pomoci Greenovy véty? (Odpoved zduvodnéte.)

[ b) 27, c¢) nelze]

. ’ -~ . ’ o 7 . ’ 2 7 g
C' je zdporné orientovand kiivka dand rovnici %- + y2=1, sila f= (

a) Napiste predpoklady Greenovy véty a ovéite, Ze jsou splnény pro vypocet cirkulace vektorového pole

f = (y, —z) po zdporné orientované kiivce C: x? + y? = 16, tj. pro vypocet f- ds.
c

2



Hodnotu tohoto kfivkového integrélu vypocitejte pomoci Greenovy véty.

b) Stejny kiivkovy integral vypocitejte bez uzit{ Greenovy véty.

¢) Lze na zékladé vypoctené hodnoty jednozna¢né odpovédét, zda dané pole f je potencidlni v E»? Odpoveéd
zduvodnéte! [ cirkulace je 327, c¢) neni potencidlni, cirkulace by musela byt nulovi]

V nasledujicich dvou tlohach je dan kiivkovy integral vektorové funkce.

a) Napiste Greenovu vétu a ovérte, zda jsou splnény jeji piedpoklady pro vypocet zadaného integralu.

b) V kladném piipadé integral pomoci Greenovy véty vypocitejte.

20.

21.

1 -
}15 (——2, 23:) - ds, je-li kfivka C kladné orientovana a je postupné vyjddiena rovnici
C x

Da?+y?2 =1, 2)22-22+y2 =0, 3)(z—-2)2+y?>=1.
[ integraly 1) a 2) neexistuji, 3) 2w, vétu lze pouzit]

515 y*dz + (z +y)%dy, je-li C kladné orientovany obvod trojihelniku PQR, kde
c

P=14,0, Q=1[44], R=][0,4]. [ 128/3, vétu lze pouzit]

Potencial, nezavislost kiivkového integralu vektorové funkce na cesté

22.

23.

24.

25.

26.

27.

= (z + 3y, 3x)
3]. [ 19/2]
b) Urcete potencidl ¢ vektorového pole f = (z + 3y, 3z). Pomoci potencidlu vypocitejte praci z dlohy a).
[ potencidl p(z,y) = 22/2 + 3zy + konst, 19/2]

a) Pomoci kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykond sila f
pusobenim po orientované tsecce s po¢ateénim bodem A = [0, 1] a koncovym bodem B = [1,

a) Pomoci kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykons sila f = (y*, 2zy) ptisobenim
po kiivce C, coz je ¢ast paraboly y = 22 s poc¢atecnim bodem A = [0,0] a koncovym bodem B = [2,4].

b) Ovéite, ze vektorové pole f: (v*, 2xy) je potencidlni v E,. Uréete potencial ¢ tohoto pole a pomoci ného
vypocitejte préci z tlohy a). [ a) 32, b) potencidl p(x,y) = xy? + konst]

a) Zjistéte, zda vektorové pole f: (2z — 42,3 — 2wy) je potencidlni v E,. Pokud ano, vypocitejte potencidl ¢
tohoto pole f

b) Vypocitejte kiivkovy integrél této vektorové funkce f po &asti paraboly C : * = —y? — 1 od bodu [-1; 0]
do bodu [-5; -2].

¢) Uréete cirkulaci tohoto pole f podél kladné orientované kiivky Cy : (z — 1)2 + (y + 2)2 = 4.

[ a) potencidl p(x,y) = 22 — xy? + 3y + konst, b) 38, c) nula

—

a) Pomoci kfivkového integrélu vektorové funkce vypoéitejte praci, kterou vykond sila f = (—x, y) pusobenim
po orientované kiivce C, kterd je ¢asti kruznice se stfedem v pocatku, a to od bodu A = [2,0] do bodu
B =0,2].

b) Ovéite, ze vektorové pole f = (—x, y) je potencidlni v E,. Urcete potencidl ¢ tohoto pole f a pomoci
potencidlu pak vypocitejte praci z tilohy a). [ a) 4, b) potencidl ¢(z,y) = —2%/2 + y*/2 + konst]

a) Vysvétlete, co to znamend, ze integral |, c f -ds nezavisf v oblasti Q C E5 na integracni cesté.
b) Zdavodnéte, zda [, (y sin 2, y — cos x) - ds nezavisi v E, na integraéni cesté.

c¢) Existuje-li potencidl pole f: (y sin x, y —cos ) v Fy, najdéte jej a vypocitejte kiivkovy integral tohoto
pole po kiivce C' s po¢. bodem A = [0,0] a konc. bodem B = [0, 7].
[ b) ovéite splnénf postacujici podminky c¢) potencidl p(z,y) = y?/2 —y cosx + konst, 72 /2 — 7]

a) Zjistéte, zda funkce ¢(z,y,z) = % In(z? 4+ y?) + 2% je potencidlem vektorového pole

- T Y
) ) = ) ) 2 )
f(SC Y Z) (xg ¥ y2 22 + yg z

v oblasti G = {[z,y,2] € E3; 2% +y*> > 0}.

b) Vypocitejte kiivkovy integrdl [, f-ds, kde C kiivka v G s pocéteénim bodem [1,0,0] a koncovym
bodem [0, 1, 1]. [ a) ano, b) 1]



28. Funkce 1 = xy + xz + yz je potencidlem néjakého vektorového pole f
a) Urcete nejvétsi oblast v E3, ve které mé v spojité parcidlni derivace a vyjadiete v této oblasti pole f
b) Je-li jesté ngjakd jind funkce potencidlem f v této oblasti, pak ji uved'te.
¢) Vypocitejte fo dfs, kde C je kiivka dand parametricky rovnicemi a = —1+4+14¢, y = 2+ ¢/2,
z = —cos(tr/4) prot € (0,4). [a) f=(y+z,2+2z xz+y) b) funkee ¢ + konst, c) 22
V nasledujicich tfech tlohach je dano vektorové pole f
a) Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f= (U, V) bylo potenciélni v oblasti D C Es.

b) Ovéite, ze postacujici podminky splnény pro dané vektorové pole f a danou oblast D (neni-li oblast D déna,
uved'te nejvétsi moznou),

¢) Urcete potencidl a uzijte jej k vypoctu kiivkového integralu vektorové funkce f po dané kiivee C.

2
29. f= (yT , 4y /), uved'te nejvétsi moznou oblast D, C je kiivka s po¢dtecnim bodem A = [1,2] a koncovym
x
bodem B = [4; —2]. [ b) D={[z,y] € Ez; x>0}, c)potencidl p(z,y) =2y*\/z + konst; 8]
> x Y N T
30. [ = ( : ), D={lz.y] €Bs; 2>0, y>0},C ka AB tecnim bodem A = [2,4
f Ry {[z,y] 2; & y }, C1 je tsec s pociteénim bodem (2, 4]

a koncovym bodem B = [1,2], C; je kladné orientovand kruznice (z — 1)% + (y — 1)% = 1.
[ ¢) potencial ¢(z,y) = 3 In(z? + y?) + konst; —In2 pro C1, nula pro Co]

2
31. f= (y— +2?%, 2ylnx —cos 2y), uved'te nejvétsi moznou oblast D, C je kiivka s pocatecnim bodem A = [1,7/4]
x

a koncovym bodem B = [2;0]. [ potencidl p(z,y) = 23/3 + y* Inz — sin2y/2 + konst, 17/6]

Plosny integral skalarni funkce, ploSny obsah

32. Je déna plocha Q = {[x,y,2] € E3: 2 =4 — 2% — y?, 2 = 0}.
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét do roviny z = 0. Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy @, napiste
vektor kolmy k dané plose a urcete jeho délku (pfi této parametrizaci).

b) Urcete hmotnost plochy @, je-li jeji plosnd hustota o(z,y, z) = /1 + 4(z2 + y?).

Névod: Pti parametrizaci z = g(z,y), [z,y] € B je m = fo o(z,y,z)dp = [[ oz, y,g(x,y))||Pr x Pyl dedy.

[ a) @ je ¢ést paraboloidu s vrcholem v bodé [0, 0, 4],

b) napi. pti parametrizaci z = 4 — 22 — 42, [z,y] € B : 2% + y? < 4 je kolmy vektor W =P, x P, = (2z,2y,1),

jeho délka je y/422 +4y? +1 c) 367 ]

33. Je déna plocha Q (hyperbolicky paraboloid): Q = {[x,y,2] € E3 : z = 2y, 2 + y* < 3}.
a) Do ti{ samostatnych obrazka nacrtnéte kiivky, které vzniknou v fezech grafu funkce z = zy rovinou z = 1,
rovinou x — y = 0 a rovinou x +y = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy Q). Napiste vektor kolmy k plose ) a vypocitejte jeho délku (pfi
této parametrizaci).
¢) Urcete plosny obsah plochy Q.
[ a) hyperbola zy = 1, parabola z = 2? v roviné y = x, parabola z = —x* v roviné y = —z,
b) napf. pii parametrizaci z = 2y, [z,y] € B: 22 +y% <3 je T = P, X Py = (-y,—x,1), c) 147/3]

2 2

)
34. a) Vypocitejte fo ryzdp, kde plocha Q = {[z,y,2] €EE3: 2?2 +¢y> =4, >0, y >0, 2 €(0,3) }.
b) Vypocitejte fo ryzdp, je-li Q = {[x,y,2] €E3: 2% +y? =4, 2€(0,3) }.
¢) Co by mohl vyjadfovat integral z tlohy a) ?
[ a) 18, b) nula, c¢) hmotnost dané plochy, je-li plosnd hustota o(z,y,z) = zyz, staticky moment Mg, (
vzhledem k roviné zy), je-li o(z,y,2) = xy, téz cyklicky M., a M,.. ]
V naésledujicich péti tdlohédch je dana plocha @Q C Ej.
a) Nacrtnéte danou plochu @ a navrhnéte jeji parametrizaci. Vypocitejte délku vektoru kolmého k plose @ (pfi

navrzené parametrizaci).
b) Urcete plodny obsah dané plochy.

5]

35. Q: 3z+4y+2z=1, >0, y>0, 2>0

4



36.

37.

38.

39.
40.

x4+ 2y+z2=6 1<a?+y%?<4 [37 /6]

Q
Q: z=y*>—22, 1<22+92<4 [%(17\/?—5\/5)]
Q: z=x2+9% 22 +9°<1 [%(5\/5—1)]

Q

rz=/12— 22 —y? 2% +¢y2 <8 [87(3 — V/3)]
Vypocitejte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni plochy @ ( hustota o(z,y, z) = konst),

jeli Q: 2= /22 +19y2, z<2. [8 km /2]

Plosny integral vektorové funkce, tok vektorového pole plochou

V nésledujicich osmi dlohach je ddna plocha o.

2)

b)

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Nagrtnéte danou plochu o a navrhnéte jeji parametrizaci. Napiste vektor kolmy k dané plose (pfi této parame-
trizaci).

Vypocitejte tok zadaného vektorového pole f plochou ¢ pii orientaci danym norméalovym vektorem 7.

f: (32,2y,2), o je ¢ast roviny: o = {[z,y,2] € E3; 204+ 2y+2=4,0<2z2<1,0<y <1}, 7 svird
s vektorem k = (0,0,1) ostry thel. [7]

fz (2,9,0), o0: 2=9—2%—y% 2>0, i = (n1,n2,n3) ma soufadnici n3 kladnou. [81 7]

f: (z,9y,2¢), o=A{lr,y,2] €Es; v +2y+2=6, x>0, y >0, z> 0}, il svird s vektorem k= (0,0,1)
ostry thel. [72]

f=Wwz2), o={zy2 €ks; 2> +y>=16, 0<2<3, >0, y >0}, 7(4,0,0)=1. 48]

f= (2,022, o={[xyz2 €Ey; 2=a>+y% 2 <9}, 7 svird s vektorem k = (0,0,1) thel tupy.

f= (—y,x,2), plocha o ={[z,y,2] € E3; z = /22 + 4%, 2 < 3, z > 0}, norméalovy vektor svird s vektorem
k = (0,0,1) ostry thel. [9 7]

f: (y,2,0), o={[z,y,2] €E3; 2 =12%+9y? 2z <4}, 7isvird s vektorem k= (0,0,1) ostry thel. [ nulal
f: (2,22 + 92 1), o: z=+/22+y2, 0<2<2, y>0, itk <0. [—27 + §]

Gaussova—Ostrogradského véta

V nasledujicich dlohéch je ddna plocha Q.

a)

b)

49.

50.

51.

52.

53.
o4.
55.

56.

Napiste Gaussovu—Ostrogradského vétu. Ovérte, zda jsou splnény jeji predpoklady pro vypocet toku zadaného
vektorového pole f touto plochou Q.
Naértnéte danou plochu. Piislusny tok vypocitejte.

f = (z+cosz,y+€*,z+ zsinz), plocha @ je povrchem télesa omezeného plochami o rovnicich
z=4—x?—19y% 2 =0, plocha je dovnitf orientovani. [—247]

f= (23,22%,9y%), plocha Q je povrchem télesa M = {[z,y, 2] € E3 : 2% + 4% < 4, 0 < z < 3}, plocha Q je vné
orientovand. [367]

f = (y,z,2?), plocha Q je povrchem télesa M = {[x,y,2] € E3; 22 +y*+ 22 < 4, 2 > 0}, plocha Q je
orientovéna vnéjsi normélou. [87]

f: ($3,y3723)7 Q = Ql UQ27 kde Ql : 332"’1/2‘1‘22 = 17 z S Oa QQ L= Oa $2+y2 S 1) plOCha‘ Q.]e
orientovana smérem do svého vnittku. (Dand plocha je povrch polokoule. ) [—67/5]

f= (2242 2%), Q jepovrchkrychle 0 <z <a, 0<y<a, 0<z<a orientovany smérem vné. [3a*]
f=02z+1%0,20—y?), Q jepovrch télesa /22 + y2 < z <9, orientovany smérem vné. [486 7]

f
f: (ry?,yz,2%2), Q je povrch télesa omezeného plochami 22 + y?> = 4, 2 = 1, z = 3, vné orientovany.
[32]

(23,2,9), @ je povrch télesa omezeného plochami z = 2% + y2, z =4, vné orientovany. [16 7]
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