Test ¢.4, RozSifené zadani, verze A
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Je déna funkce f(z) = V1 —2z + g a) Vypocitejte 1. a 2. derivaci, urcete D(f) a D(f’). Napiste

rovnici tecny ke grafu dané funkce v bodé [xg =0, ?].

Napiste Tayloruv polynom 2. stupné T (x) funkce f se stfedem v bodé xg = 0. Pomoci T5(x) vypocitejte
priblizné funkéni hodnotu f(1/4), vysledek uvedte ve tvaru zlomku.

Napiste zbytek Rs(x) v Lagrangeové tvaru (pro tuto tlohu). Pomoci ného odhadnéte shora chybu
(nepfesnost) aproximace hodnoty f(1/4) z tlohy b).

Vijsledky. a) Derivace f'(z) = (1) (1 — 2z)" "2 + %, D(f) = (—o00, 1/2), D(f') = (o0, 1/2),

1
f(0)=1, f'(0) = —-1/2, tetna:y=1-— 5%
1 1
b) /(@) = (1) (1~ 20) ™2, [(0) = —1, To(x) = 1~ o — L %, f(1/4) = To(1/4) = 27/32,
1 -3

c) f"(x)=(-3)(1 -2z *S/Q,R )= —— g3 kde ¢ lezi mezi 29 =0 a z,
) £ = (9 (12 Rof) = - ¢ :
R3(1/4) ! ! ! kde £ € (0,1/4). Existence bodu £ je zarucena mezi danym stiede

= , . Existen u zaruc¢ena mezi danym stredem

’ 2 a2 6 j g
o = 0 a danym bodem z7 = 1/4, ale pfesnou polohu nezndame. Funkce g(§) = /(1 — 2£)? je kladna
1 1

a klesajici na intervalu (0, 1/4), proto pfevracend hodnota = je na tomto intervalu

9(§) (1 —2€)5
rostouct.
Odhad shora pro |R3(1/4)| tedy ziskdme dosazenim pravého krajniho bodu { = 1/4 do vyrazu
|R3(1/4)|, coz vede k vysledku |R3(1/4)| = | f(1/4) — Ta(1/4)] < v/2/32.
Pozndmka: Pti odhadu v/2 = 14/10 ziskame, ze v/2/32 = 7/160.

. Je déna funkce f(z) = ze'/®.  a) Urcete definiéni obor D(f).

Najdéte intervaly, na nichz je funkce rostouci, resp. klesajici, urcete lokalni extrémy.
Najdéte intervaly, na nichz je funkce ryze konvexni (konkdvni), rozhodnéte o inflexnich bodech.

Vypocitejte limity funkce f v krajnich bodech def. oboru D(f). VySetiete asymptoty. Nacértnéte graf
zadané funkce f.
Vysledky. a) D(f) = (—o0o, 0) U (0, +00), v kazdém z téchto intervalu je dand funkce spojita.

1
f(z) =el/® (1 - 37)’ D(f") = D(f), funkce f je rostouci na intervalu (—oo, 0), je klesajici na (0, 1),

rostouci na (1, +00). V bodé x = 1 ma dand funkce ostré lokalni{ minimum, f(1) =e.

1
f(x) = = - e'/* funkce f je konkdvni na intervalu (—oco, 0), funkce je konvexni na (0, +00). Dans

funkce nema4 inflexni bod.

Limity: lim, o, f(z) =lim;yo f(x) = +o00, limyo_ f(z) =0, lim,_ f(x) = —o0.
Asymptoty: Pfimka x = 0 je svisla asymptota v bodé =z = 0.
Primka y = = + 1 je sikma asymptota pro z — +o0o i pro x — —oo.

Graf je v textu ze cviceni 20.
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Test ¢.4, RozSifené zadani, verze B

Je déna funkce f(z) = In(4z —3). a) Vypocitejte 1. a 2. derivaci, urcete D(f) a D(f’). Napiste
rovnici tecny ke grafu dané funkce v bodé [xg = 1, 7].

Napiste Tayloruv polynom 3. stupné T5(x) funkce f se stfedem v bodé xy = 1. Pomoci T5(x) vypocitejte
piiblizné hodnotu f(7/8), vysledek uved'te ve tvaru zlomku.

Napiste zbytek R4(x) v Lagrangeové tvaru (pro tuto tlohu). Pomoci ného odhadnéte shora chybu
(nepfesnost) aproximace hodnoty f(7/8) z tlohy b).

Vysledky. a) Derivace f'(z) = 123 4 =4(4x - 3)"L, D(f) = D(f") = (3/4, ),
f(1)=Inl1=0, f/(1) =4, tetna:y=4(x—1),
b) f/(x) = (—16) (4z — 3) 72, f"(1) = —16, f"(x) =128 (4 —3)73, (1) = 128,
64
Ty(z) =4 (z—1)—8(z—1)*+ 5 (@- 1), f(7/8) = T5(7/8) = —2/3.
Pozndmka: Timto zlomkem je tedy piiblizné vyjddiena funkéni hodnota In(1/2) = —In2.
—128 - 12
(4z — 3)%’
(x —1)%, kde € lezi mezi g = 1 a . V bodé x1 = 7/8 tedy plati

¢) fW(x) =128(=3)(4z —3)~* .4 =
~128-12 1

R4(.%') = (4£ — 3)4 ’ E

—64 1\*
R4(7/8) = m- <_8> , £ € (7/8, 1). Existence bodu £ je zarucena, ale pfesnou polohu nezname.
Funkce g(£) = (4€ — 3)* je kladn4 a rostouci na intervalu (7/8, 4+00), tedy téz na intervalu (7/8, 1).

1
Proto pfevracena hodnota = je na tomto intervalu klesajici.

g9(§) (46 -3)*
Odhad shora pro |R4(7/8)| tedy ziskdme dosazenim levého krajniho bodu § = 7/8 do vyrazu |R4(7/8)],

4
co vede k visledku |Ra(7/8)| = |f(7/8) — Ty(7/8)| < (1%)4 - (;) —1/4

Je déna funkce f(z) =26 — .
Urcete def. obory D(f) a D(f’). Najdéte pruseciky grafu dané funkce s osami.
Najdéte intervaly, na nichz je funkce rostouci, resp. klesajici, urcete lokalni extrémy.
Najdéte intervaly, na nichz je funkce ryze konvexni (konkdvni), rozhodnéte o inflexnich bodech.
Vypocitejte funkéni hodnoty, resp. limity v krajnich bodech D(f) Vysetiete asymptoty dané funkce v
bodech, v nichz to ma smysl. Nacrtnéte graf zadané funkce f.
Vysledky.
D(f) = (—o0, 6), v tomto intervalu je dana funkce spojitd. Pruseciky jsou body [0, 0] a [6, 0].
fl2)=v6—x+z- » \;61—795 = 3(3/% D(f'") = (=00, 6), v tomto intervalu je f’ spojita.
Funkce f je rostouci na intervalu (—oo, 4), je klesajici na intervalu (4, 6). V bodé x = 4 ma dana
funkce ostré lokalni maximum, f(4) = 4 /2.

3(z —8)
(6 —2)V6—a

f"(z) < 0. Dané funkce fje tedy ryze konkdvni v celém def. oboru a nemd inflexni bod.

Po tpravé ziskame f”(z) = 1 Pro vsechny vnitini body z D(f), tj. pro x < 6 je

Limity: lim;—,_o f(z) = —00, f(6)=0.



Asymptoty: M4 smysl uvazovat pouze o Sikmé asymptoté pro x — —oo.

Vypocet: £k = lim @ = lim +/6 —x = 4o00. Limita je nevlastni, dana funkce f tedy nema

T—r—00 T T—r—00
Sikmou asymptotu pro x — —oo.

Graf je v textu ze cviceni 20.



