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MATEMATIKA I - vybrané ulohy ze zkousek v letech 2008-2011

doplnéné o dalsi dlohy

2. ¢4st DIFERENCIALNI POCET funkef jedné proménné

Dals{ ¢ést ( integraln{ pocet) bude vydéna na konci listopadu

Piipadné nesrovnalosti ve vysledcich, jakoz i pfipominky k tomuto souboru sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail:
Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Nekteré tlohy jsou prevzaty z textu [1], [2] a [3].

[1] J. Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2010 (téz 2008,...).

[2] J.Neustupa, S.Kra¢mar: Vybrané piiklady ze skript Sbirka piikladi z Matematiky I. Firma Copia a webové
stranky Ustavu technické matematiky pod odkazem Matematika I.

[3] E.Brozikova, M.Kittlerova: Diferencidlni pocet funkci jedné proménné. Resené pifklady. Skriptum
Strojnf fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2004.

Nasledujici vycet nelze chapat jako jednoznaéné zafazeni uvedené ulohy do zkousky trovné A (alfa), resp. urovné
B, ale jako orientacni rozliseni. Zamérenim a narocnosti odpovidaji pozadavkum zkousky drovné B napf. tlohy
1,2,5,8,9, 10, 11 al, a3, 12, 14, 16, 17, 20. Pozadavkum zkousky urovné A odpovidaji napt. ulohy 3 az 7, 9 az
11, 13, 15, 18, 19, 21.
Dalsf doporuéené tlohy k samostatnému po&iténi, a to ze sbirky [2] jsou uvedeny na webu UTM pod odkazem
Matematika I v souboru Zdkladn{ informace (v ¢asti ” Cviceni”).

1. a) Definujte, kdy posloupnost redlnych ¢isel {a,}52 ; nazyvdme rostouct, resp. klesajici.

oo
n— 9
b) Napiste prvnich pét ¢lent posloupnosti { 5 } . Je tato posloupnost rostouci nebo klesajici 7 Odpovéd

n n=1
zduvodnéte podle definice. [Vysl.: rostouci]
2n —3)(1 -2
¢) Vypocitejte nh_}ngo ( gnQ —)én — 1n). [Vysl.: —4/5]
2. a) Vypocitejte limitu posloupnosti  lim _ ol [Vysl.: —3/4]
. ypoditej posloup Jm e T ysl.:
2
-3
b) Uzitim 'Hospitalova pravidla vypocitejte limitu funkce lim Lo [Vysl.: 3/2]

a—3 In(2z —5)

Varianty predchozi tulohy:
a) vypocet limity posloupnosti, b) vypocet limity funkce pomoci I’'Hospitalova pravidla):

1—e2®
3 2 _ 1 tal - 3 - A I
a) ngr—il-loo (Vn2—1-n) [Vysl.: 0] b) ilgb e . [Vysl.: —2/3]
. 6n2 —Tn+2 , . V3t —3 ,

a) lim (10 — 5n)(2n + 5)

[VysL.: 0] b) li ki
noteo 2n% — 10m2 — 15 8L i

a—0 2z — sin(3z) [Visl: =1/2]

203 — &

b) lim

3
z—0 e3¢ — cosx

[Vysl.: —1/9]

. a) Vypocitejte limitu posloupnosti lilf (Vn?2=3n+2-n) [Vysl: —3/2]
n—-+0oo
b) Uvedte vétu o limité vybrané posloupnosti.
¢) Sestavte posloupnost, kterd nemé limitu. Zduvodnéte !

!
a n + cos(n!)

b
c) Sestavte klesajici posloupnost, kterd ma limitu rovnou 2. Ovéite, ze tato posloupnost ma zminéné vlastnosti.

citejte limit 1 ti i ysl.: 1/2
) Vypocitejte limitu posloupnosti pim o [Vysl.: 1/2]
)

Definujte co to znamend, ze posloupnost {a,} je klesajici.

. a) Definujte pojem limita posloupnosti {an, 2.
)

2n — 1) — (2n? +1
b) Vypocitejte limitu posloupnosti nEr-sI-loo 6(71;17 (2)71 — 1()2137;: 1))

100n +1
n2

¢) Vysettete, zda posloupnost { } je rostouci nebo klesajici.

[Vysl. b) 400, c¢) klesajici]



6. a) Vypocitejte limitu posloupnosti lim n(n —vn2+ 4). [Vysl.: -2]

n—-+oo

1—
b) Vypocitejte limitu funkce qulir%) ﬁ.

Pokud se rozhodnete pro I'Hospitalovo pravidlo, ovéfte, zda ho lze pouzit.  [Vysl.: 1/2]

Dalsi varianty piredchozi ulohy:
a) vypocet limity posloupnosti, b) vypocet limity funkce s pomoci 'Hospitalova pravidla (pokud lze):

4)2 — 2 _ 1) sin2
(n+4)" —8n Visl: —oc]  b) lim & — S22

ntoo 4n? — (2n +1)%" z—0 tg

2 5
a) lim n—+/n(n-1). [Vysl: 1/2]  b) lim LT [Vysl.: —2]

n=-+oo t—0 cosx — 1

[Vysl.: —2]

| | —qj
e G N R S R T ety [Visl.: 1/2]

i
a)  lim w2 (T — )2

n—too (n— 1)+ (n+ 2)!

b) lim T cos 2T

a0 3r+4—-2
7. a) Urcete defini¢ni obor D(f) funkce f : f(z) =

[Vysl: 4/3]

x
————. Je funkce sud4, resp. lichd ? (Odpovéd zdtvodnéte.
Va2 + 3x ( )
b) Vypocitejte limity f(x) pro  — 400 a pro x — —oo. VySettete jednostranné limity v bodé xg = 0.
¢) Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé [xo, f(z0)], je-li o = 1.
[Vysl.: D(f) = (=00, —3) U (0,400), funkce neni sudé ani lichd, lim = 1 pro & — 400, zatimco pro z — —oo je
lim = -1 (nebof V22 = |z|), limita pro z — 0_ neexistuje, limita pro  — 0, je rovna 0, oboustrann limita pro

x — 0 neexistuje, rovnice te¢ny: y = A + 1—6(9: —1)]

8. a) Urcete defini¢ni obory a do jednoho obrazku nacrtnéte grafy funkei
fi(z) = Va, folz) = Va +3, fs(z) = Vo -2
b) Urcete definicni obor funkce f(z) = In(4 — 2?). Je tato funkce sud4, resp. lichd ? (Odpovéd zdivodnéte.)
¢) Urcete pruseciky grafu funkce f s obéma osami.
d) Najdéte vSechny body zg, ve kterych je derivace funkce f nulovd. Jakou polohu m4 te¢na sestrojend ke grafu
funkce f v téchto bodech [zg, f(xo)] 7
[Vysl: D(f) = (—2,2), funkce je suda, pruseciky [0,1n4], [-v/3,0], [v/3,0], derivace nulové pouze v bodé z = 0,
tetna v bodeé [0,1n 4] je rovnobéznd s osou x]

Varianty této dlohy s jinymi funkcemi f1, fo, f3 :
al) fi(z) =lnz, fo(r) =Iln(xr — 1), f3(z) =Inz + 3.
a2) fi(z) =lnz, fo(zx) =loggx, f3(x) = log, /5 .

9. a) Definujte pojem derivace funkce f v bodé xg.
b) Vypoéitejte derivaci funkce f : f(z) = (z — 3) v/z. Urcete definiéni obory D(f) a D(f).
¢) Napiste rovnici te¢ny a rovnici normdly ke grafu funkce f v bodé [zg, f(x0)], je-li zo = 4.
d) Pomoc{ rovnice teény urcete piiblizné hodnotu funkce f v bodé x = 3.8.

[Vysl: D(f) = (0,+00), D(f') = (0,+0), f'(x) = vV + (x — 3)%, tecna: y = 2 + 2(z — 4) norméla: y =
2— §(x—4), f(3.8) =31/20=1,55]

Varianty této tlohy s jinymi funkcemi f a body zo. Pro funkce z tloh bl) a b2) urcete téz pruseciky grafu s
obéma osami.

2z 43 2 — 6x — 222
bl) f(z) = T—tl c)zo=-1 d) flx=-0,8) [Vysl: D(f) = D(f') = (=00, +00), f'(z) = W7
tetna: y = & 4+ 3(z + 1) norméla: y = § — 2(z + 1), f(—0.8) =4/5=0.8, priseciky: [0,3],[-3/2,0]]
b2) f(x)=vV2z+3—2 c¢)zp=3 d) f(z=3,2)
[Vysl: D(f) = (=3/2,+00), D(f") = (=3/2,+0c0), f'(x) = L 1, tetna: y = —2(z — 3), norméla: y =

V2x 4+ 3
3(x —3), f(3.2) = —2/15, pruseciky: [0,v/3], [3,0], ale bod [-1,0] NE ! |
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13.

14.

15.
16.

2
. a) Vypoéitejte derivaci funkce f : f(x) = vz + % . Urcete definiéni{ obory D(f), D(f").

b) Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé [xo, f(z0)], je-li o = 1.

¢) Vypocitejte derivace f”(x), f”(1). Do jednoho obrdzku nacrtnéte tecnu a tvar grafu dané funkce v okol{ bodu
[, f(1)].

d) Popiste chovéani dané funkce v okoli bodu g, tj. rostouci nebo klesajici, jak rychle (odhad sklonu teény), tvar
grafu.

1
(VL DUT) = 0. 4+5). D) = 0. +50). 'e) = 5o+, tetmas y = § + 3o = 1)
[ 1 . . . . .

(morméla: y = 3 — 2(z — 1)), f’(z)=1- YWet f"(1) =32, v okolf daného bodu je funkce rostouci, konvexn,
tecna svird s kladnym smérem osy x 1hel pfiblizné 55°.]

Dalsi varianty této tlohy si sestavte sami s jinymi funkcemi f a body zo, napf. s funkcemi b), bl) a b2)
z piedchozi ulohy.

2
. a) Vypocitejte derivaci funkce f: f(z) = % + V5 — 2. Urcete definiéni obory D(f) a D(f’).

b) Napiste rovnici tecny ke grafu této funkce v bodé [zg, f(x0)], je-li 2o = —1.
Vysledku pouzijte pro vypocet ptiblizné hodnoty funkce f v bodé x = —1,2.

¢) Zdavodnéte existenci absolutnich extrému funkce f na intervalu I = (—2,2). Tyto absolutni extrémy urcete
(tj. stanovte jejich polohu a hodnotu).

[Vysl: D(f) = (=V5,V5), D(f') = (=V5,V5), f'(x) = = —
Max=3 v bodech z = +2, Min=v/5 v bodé = = 0].

ﬁ, tetna: y = 2 — L(x + 1), abs. extrémy:
Varianty této ulohy s jinymi funkcemi f, body zy a intervaly I.
al) f(z) = (x—2)e® b))z =0 ¢ I=1/(0,2) [Vysl: D(f) = D(f') =R, f'(z) = (x — 1)€”, tetna:

y=—-2—2z, (normdlay=—2+x), abs.extrémy: Max=0 v bodé x = 2, Min=—e v bodé z = 1]

a2) f(x)=tga—x b)zo=n c)I=/(—n/4r/4) wwhDuszngLﬂ—g+km+g+kﬂ,

—1; f'(7) =0, proto tetna: y = —, (normdla z =), f/'(x) >0 pro kazdé z € I,

kez, f'(z)=

os? x
proto abs. extrémy: Max=1 — 7/4 v bodé x = w/4, Min=—1 4 7/4 v bodé z = —x /4].
10 -2
a3) f(x) = b)wg=0 ¢ I=(=312) [Vysl: D(f) = D(f') = (=4, +00), f'(z) = -

Va+4 2x +4)vVr+4

(po tipravé), teéna:y =5— tz, (normélay =5+ 8z), abs. extrémy: Max=7 v bodech z = —3, Min=2 V6
v bodé z = 2].

V nasledujicih ¢tytech ulohach
a) Definujte absolutni extrémy funkce f na intervalu I. PopiSte struéné postup pii jejich vypoctu.
b) Zduvodnéte existenci absolutnich extrému dané funkce f na daném intervalu I.
¢) Absolutni extrémy urcete (tj. jejich polohu a hodnotu.)

flx)=a* 222 +5,  I=(0,2) [Vysl.: Max=f(2) = 13, Min=f(1) = 4]
fl@)=x+3V22,  T=(-1,1) [Vysl: Max=f(1) =4, Min=F(0) = 0]
flz)=2vz—1—2z+2, I={(1,5) [Vysl.: Max=f(2) =2, Min=f(1) = f(5) = 1]
16
flz) = 2%+ — -6 1= (1,4) [Vysl: Max=f(4) = 4, Min=f(2) = —4]
T
déna funk = —.
Je dédna funkce f(z) o
a) Urcete definiéni obor D(f) a vypocitejte limity v jeho krajnich bodech.
b) Vypocitejte f/(x) a urcete D(f’). Najdéte body, ve kterych je derivace nulové.
¢) Urcete lokdlni extrémy a intervaly monotonie (tj. funkece rostouci, resp. klesajicf).
d) Nag¢rtnéte graf dané funkce f.
[Vysl.: D(f) = (—o00,00), dand funkce je lichd, obé limity, tj. pro  — 400 i pro £ — —oo jsou rovny nule,
4 — 2
fl(z) = ﬁ, f'(x) =0 pro z = +2, funkce je klesajici v intervalu (—oo, —2), rostouci v (—2,2), klesajici
x
v intervalu (2,00), ostré lokdlni minimum (navic i absolutni) v bodé = = —2, f(—2) = —1/4, ostré lokdlni

maximum (navic i absolutni) v bodé z = 2, f(2) = 1/4.]



Varianty této tlohy s jinymi funkcemi f.

4
a1) fa)= "0

na zizeném definiénim oboru D(f) = (0, o0)

4
-1
[V¥sl.: Obé limity, tj. pro z — +o00 i pro  — 04 jsou rovny +oo, f'(z) = x727 f/(x) =0 prox = +1, funkce je
T
klesajici v intervalu (0, 1), rostouci v (1,00), ostré lokdln{ minimum (navic i absolutni) v bodé z = 1, f(1) = 4/3.]

1
a2) f(z) = g_,2 e zlzeném definiénim oboru D(f) = (-3, 3)

2
[V¥sl.: Dand funkce je sud4, obé limity, tj. pro x — 3_ i pro & — 3 jsou rovny +oo, f'(x) = (97302)2’ f(x)=0
—x

pro x = 0, funkce je klesajici v intervalu (—3,0), rostouci v (0,3), ostré lokdlni minimum (navic i absolutni)
v bodé x =0, f(0) =1/9.]

3
-2
a3) f(z) = * . na zizeném definiénim oboru D(f) = (—o0,0)

Dalsi varianty této tlohy lze nalézt v [2], a to napf. dlohy ¢. 1144, 1211, 1293 (pro zkousku B bez konvexnosti).

17. Je dédna funkce f(z) = (x — 2)e”.

a) Urcete definiéni obor D(f). Vypocitejte derivaci a stanovte jeji definiéni obor D(f”).

b) Urcete intervaly monotonie a lokalni extrémy.

¢) Urcetete intervaly, na nichz je tato funkce konvexni, resp. konkdvni. Najdéte inflexni body.

d) Urcete pruseciky grafu s osami x, y. Vypocitejte funkén{ hodnoty ve vyznamnych bodech (lokdln{ extrémy,
inflexn{ body). Nac¢rtnéte graf dané funkce f v intervalu ( —1,2).
[Visl: f/(x) = (z —1)e”, D(f) = D(f") = (—00,00), f'(z) =0 prox =1, funkce je klesajici v intervalu (—oo, 1),
rostouci v (1,00), ostré lokdln{ minimum (navic i absolutni) v bodé x = 1, f”(z) = ze*, f”(x) = 0 pro z = 0,
funkce je konkdvni v intervalu (—oo,0), konvexni v (0,00), inflexni bod x =0, f(—1) = —=3/e = —1.1, f(0) =
-2, f(1) = —e, pruseciky [0, —2], [2,0].]

Varianty této ulohy s jinymi funkcemi f.

al) f(x) = V2x —3 — x, graf v intervalu (3/2,6), bez konvexnosti, bez pruseciki [Vysl.: Derivace f'(x) =
Ve 1, D(f) = (3/2, 00), D(f") = (3/2, 00), f'(z) = 0 pro x = 2, funkce je rostouci v (3/2,2), klesajici
v (2,00), ostré lokdlni maximum (navic i absolutni) v bodé x = 2, f(3/2) = —=3/2, f(2) = —1, f(6) = —3/]

a2) f(x) = e 127 oraf v intervalu (—2,0), bez konvexnosti. [Vysl.: Derivace f'(z) = o H2e (2x +2), D(f) =
D(f") =R = (—o0, 00), f'(x) =0 pro z = —1, funkce je klesajic{ v (—oo, —1), rostouci v (—1,00), ostré lokdln{
minimum (navic i absolutni) v bodé z = —1, f(—-2) =1, f(—1) = 1/e, f(0) = 1, prusecik [0, 1], pruse¢ik s osou z
neni.|

18. Je déna funkce f(z)==xInz.

a) Urcete definiéni obor D(f) a vypocitejte limity v jeho krajnich bodech.

b) Urcete lokdlni extrémy a intervaly monotonie (tj. funkce rostouci, resp. klesajici).

c¢) Urcetete intervaly, na nichz je tato funkce konvexni, resp. konkdvni. Najdéte inflexn{ body.

d) Urcete pruseciky grafu s osou x. Nacrtnéte graf dané funkce f.
[Vysl.: D(f) = (0,00), limita pro # — 0, je rovna nule, limita pro z — +o00 je 400, f'(x) =Inz+1, f'(z) =0 pro
x =1/e, funkce je klesajici v intervalu (0, 1/e), rostouci v (1/e,+00), ostré lokdln{ minimum (navic i absolutni)
v bodé z =1/e,f(1/e) = —1/e, f"(x)=1/z, f je konvexni v D(f), prusecik je [1,0].]

Varianty této tlohy s jinymi funkcemi f lze nalézt ve sbirce [2], kde jsou uvedeny s vysledky napf. dlohy ¢.
1282. f(x) = o — 222, 1292. f(z) = (z +2)eV/®, 1293. f(z) = (z — 3)V/z, 1308. f(z) = €2~
19. Je déna funkce f(z) = ¢ 3
T —
a), b), ¢) viz predchozi tloha
d) Urcete pruseciky grafu s osami z,y. VySetfete asymptoty. Nacrtnéte graf dané funkee f.

[Vysl.: D(f) = (—00,3) U (3,00), limity pro & — 34 a pro & — 400 jsou +oo, limita pro © — 3_ je rovna —oo
e’ (x —4

a pro z — —oo je rovna nule, f'(z) = ((x?))27 f/(x) = 0 pro z = 4, funkce je klesajici v intervalu (—oo, 3)

Tz —

a v intervalu (3,4), rostouci v (4,+00), ostré lokaln{ minimum v bodé = = 4, f(4) = e*, prisecik je [0,—1/3],

prusecik s osou = neni, svisld asymptota x = 3, asymptota y = 0 pro x — —o0 |



Varianta této ilohy s jinou funkeci.

1—
al) f(z) = 27333 [Vysl.: D(f) = (—o00,00), obé limity, tj. pro  — —oo a pro £ — 400 jsou rovny nule,
x
2 -2z -3
derivace f’(z) = %, D(f") = D(f), f'(x) =0 pro z = —1 a pro x = 3, funkce je rostouci v intervalu
T
(—o0,—1) av (3,00), klesajici v (—1,3), ostré lokdlni maximum (navic i absolutn{) v bodé x = —1, f(—1) = 1/2,

ostré lokaln{ minimum (navic i absolutni) v bodé « = 3, f(3) = —1/6, pruseciky [0,1/3],[1,0], asymptota y =0
pro x — —oo i pro x — 00.]

Dalsi varianty této dlohy, piip. jenom jeji ¢dsti s jinymi funkcemi lze nalézt ve sbirce [2], kde jsou uvedeny s

. 1
vysledky napf. tlohy ¢. 1241. f(z) = (z® +1)e®, 1156. f(z) = 2° —Inz?, 1209. f(z) = il
x
-2
1260. f(z) =1In(1+2?), 1278. f(z) = Va2 —x, 1295. f(z) = 177 bez konvexnosti),
f(x) ( ) flx) =V f(z) T2+1( )

1321. f(x) = x + arccotgx (oprava vysledku: funkce nenf lichd, sikmé asymptota pro z — —oo je y = x + 7).

20. Je déna funkce f(z)=e* %

a) Vypocitejte derivaci f'(x) a urcete defini¢ni obory D(f), D(f').

b) Napiste rovnici teény ke grafu dané funkece v bodé [z, f(x0)], je-li o = 2.

¢) Vypocitejte hodnotu f”/(2). Napiste Tayloruv polynom 2. stupné T (z) dané funkce se stfedem v bodé zy = 2.
Pomoci Ti(x) urcete pfiblizné hodnotu f(z) pro = = 3/2.
[Vysl.: derivace f'(z) = 2e**% D(f) = D(f') = (~o0,00), f'(2) = 2, tetna:y = 1+ 2(x — 2), f'(z) =
4274 f1(2) =4, To(x) = 1+2(x — 2) + 2(x —2)2, £(3/2) =T2(3/2) =1/2. ]

Varianty této ulohy s jinymi funkcemi f a body zg.

-1

al) f(z) = f(z) = V6 — 2z, zo =1, pfibliiné £(1/2) [Vysl.:derlivace f(z) = T D(f) = (—olo,?)>7 D(f') =
(=00,3), f'(1) = =1/2, tetna: y =2 — 5 (z = 1), ['(2) = Toar 1) = -1/8, To(z) =2 - 5 (v = 1) =

Ex (x—1)% f(1/2) = To(1/2) = 143/64 = 2.2. ]

a2) f(z) = (x +1)e*, xzo = 0, priblizné f(1/4) [Vysl:derivace f'(z) = (xz + 2)e”, D(f) = D(f') =
f’(]()) =2, tetna:y =142z, f’(z) = (x+3)e”, f/(0) =3, To(z) = 1+2z + 322, f(1/4) =T»(1/4) =
6

2
21. Je déna funkce f(z) =v2x +1— %
a) Vypocitejte 1. a 2. derivaci této funkce. Stanovte defini¢ni obory funkef f, f/ a f”.
b) Napiste Tayloruv polynom Ts(x) stupné dva se sttedem xo = 0 dané funkce f. Pomoci T5(z) urcete ptiblizné
hodnotu f(z) pro x = 3/4.
c¢) Napiste Lagrangeav tvar zbytku Rs(x). Jeho pomoci odhadnéte velikost chyby aproximace hodnoty funkce f
v bodé & = 3/4 pii pouziti Taylorova polynomu T5(x) z tlohy b).

[Vysl.:Derivace f'(z) = \/%—x, f(x) = (2;11)3—1, D(f)=(-1/2,00), D(f") = D(f") = (=1/2,00), To(z) =
2 - _ - " _ 3 _ 1 3 _
1+ 2z —2% f(3/4) = Tx(3/4) = 19/16 = 1.2, f"'(x) = 7(2304— 5k Rs(z) = oW TR CERE x°, |R3(3/4)| =
|f(3/4) — Tx(3/4)| < 27/128.]
Varianta této ulohy s jinou funkci f a s jinym bodem xg.
al) f(z) = f(z) = In(x+2), g = —1, priblizné f(—0.8) [Vysl.: Derivace f'(z) = xi}rQ’ ' (x) = ﬁ, D(f) =
D(f") = D(f") = (-2,00), To(z) = (z+1) — % (x4 1)%, £(—0.9) = T»(—0.9) = 0.095, f"(x) = CEDIER Rs(x) =

1
ET 2P (x +1)%, |R3(—0.9)| = | f(—0.9) — T>(—0.9)| < 0.001/3 < 0.00034.]

Dalsi varianty této tlohy s jinymi funkcemi f lze nalézt ve sbirce [2], kde jsou uvedeny s vysledky vybrané tlohy
z uloh €. 1330 az 1376 (pro zkousku "B”bez vyjadieni zbytku a bez odhadu chyby).



