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MATEMATIKA I - vybrané úlohy ze zkoušek v letech 2008–2011
doplněné o daľśı úlohy

V porovnáńı s podobným souborem loňským je zhruba polovina úloh tohoto souboru zařazena poprvé, to se
týká předevš́ım úloh ze zkoušek úrovně ”B”. Nově jsou zařazeny výsledky některých úloh. Text i výsledky byly
kontrolovány, přesto mohlo doj́ıt k pochybeńı při přepisu. Př́ıpadné nesrovnalosti ve výsledćıch, jakož i připomı́nky
k tomuto souboru sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

1. část LINEÁRNÍ ALGEBRA
Daľśı části ( diferenciálńı a integrálńı počet) budou vydány v listopadu

Některé úlohy jsou převzaty z text̊u [1] a [2].
[1] J. Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojńı fakulty. Vydavatelstv́ı ČVUT, Praha 2010 (též 2008,...).
[2] J.Neustupa, S.Kračmar: Vybrané př́ıklady ze skript Sb́ırka př́ıklad̊u z Matematiky I. Firma Copia a webové

stránky Ústavu technické matematiky pod odkazem Matematika I.
Následuj́ıćı výčet nelze chápat jako jednoznačné zařazeńı uvedené úlohy do zkoušky úrovně A (alfa), resp. úrovně

B, ale jako orientačńı rozlǐseńı. Zaměřeńım a náročnost́ı odpov́ıdaj́ı požadavk̊um zkoušky úrovně B např. úlohy 1
až 3, 5, 8, 9, 10, 11 a, b, 13, 15, 16, 17, 21 až 23. Požadavk̊um zkoušky úrovně A odpov́ıdaj́ı např. úlohy 2, 4, 6, 7,
10, 11, 12, 14, 16, 18 až 21, 23 až 25.

Daľśı doporučené úlohy k samostatnému poč́ıtáńı, a to ze sb́ırky [2] jsou uvedeny na webu ÚTM pod odkazem
Matematika I v souboru Základńı informace (v části ”Cvičeńı”).

1. a) Definujte pojem lineárńı závislost skupiny vektor̊u ~u1, ..., ~un.
b) Rozhodněte, zda vektory ~u = (1; 2; 3), ~v = (0; 1; 1) a ~w = (3; 2; 1) jsou lineárně nezávislé.
c) Pokud lze, vyjádřete vektor ~a = (1; 2; 1) jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~u, ~v, ~w (tzn. určete koeficienty a

lineárńı kombinaci napǐste). Proved’te kontrolu výsledku !

[Výsl.: Jsou LN, což ověř́ıme podle definice nebo výpočtem h(A) = 3, kde matice A je sestavena z daných vektor̊u

(po sloupćıch nebo po řádćıch) nebo výpočtem det A 6= 0. Je tedy matice A regulárńı ..., ~a = −1
2

~u + 2~v +
1
2

~w ]

2. a) Napǐste definici pojmů lineárńı závislost a lineárńı nezávislost skupiny vektor̊u ~u1, ..., ~un.
b) Vyšetřete, zda vektory ~u = (3, 1, 1), ~v = (2, 1, 2) a ~w = (1, 1, 3) jsou lineárně nezávislé.
c) Je-li možné vyjádřit vektor ~a = (5, 1,−1) jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~u, ~v a ~w, najděte koeficienty

a př́ıslušnou lineárńı kombinaci napǐste. Ověřte správnost výsledku.

[Výsl.: b) Jsou LZ, což ověř́ıme podle definice nebo výpočtem h(A) = 2, kde matice A je sestavena ... nebo
výpočtem det A = 0. Je tedy matice A singulárńı.... Vyjádřeńı existuje, a to nekonečně mnoha zp̊usoby, např.
α = 3 + p, β = −2− 2p, γ = p, p ∈ R, konkrétńı kombinace je např. ~a = 3~u− 2~v ]

3. a) Jsou dány vektory u = (1, 1, 1), v = (1, 2, 5), w = (2, 0,−3). Vyšetřete, zda tvoř́ı skupinu lineárně nezávislou
nebo lineárně závislou.
b) Tvoř́ı tyto vektory bázi ve vektorovém prostoru V (E3)? Odpověd’ zd̊uvodněte !
c) Určete, pro které hodnoty parametr̊u p, q jsou vektory a = (2,−1, p + q), b = (6, p,−9) lineárně závislé.

[Výsl.: Jsou LN, což ověř́ıme podle definice nebo výpočtem h(A) = 3, kde matice A je sestavena ...viz př. 1. Též
proto, že det A = 3 6= 0... c) LZ jsou právě tehdy, když p = −3 a q = 0]

4. a) Jestliže ze skupiny lineárně závislých vektor̊u odebereme jeden vektor, pak nová skupina je lineárně závislá,
nebo lineárně nezávislá, nebo máme málo informaćı pro jednoznačnou odpověd’ ? Svoji odpověd’ zd̊uvodněte !
Ze stejné nab́ıdky vyberte odpověd’ v př́ıpadě, kdy ke skupině lineárně závislých vektor̊u jeden vektor přidáme.
b) Zjistěte, pro které hodnoty parametru p ∈ R jsou vektory ~u = (−1, 0, 1), ~v = (0, 1, p), ~w = (2, p, p) lineárně

závislé. Jaká je v těchto př́ıpadech dimenze vektorového podprostoru, který je danými vektory generován? Které
z daných tř́ı vektor̊u v něm tvoř́ı bázi ?
c) Napǐste, pro které hodnoty parametru p ∈ R jsou dané vektory lineárně nezávislé.

[Výsl.: b) LZ pro p = 2 nebo p = −1, v obou př́ıpadech je dim=2. LN pro p 6= 2 a p 6= −1, tj. p ∈ R− {2,−1}. ]

5. a) Definujte pojmy dimenze a báze vektorového prostoru V .
b) Rozhodněte, zda vektory ~x = (4, 2, 0), ~y = (1, 2,−1) a ~z = (7, 8, 1) tvoř́ı bázi ve vektorovém prostoru V (E3).
c) Je-li možné vyjádřit vektor ~u = (21, 18, 3) jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~x, ~y, ~z, pak určete koeficienty této

kombinace a vyjádřeńı vektoru ~u napǐste. [Výsl.: LN, ~u = 2~x− ~y + 2~z ]

6. a) Skupina n − 1 libovolných vektor̊u ve vektorovém prostoru V dimenze n je lineárně závislá, nebo lineárně
nezávislá, nebo máme málo informaćı pro jednoznačnou odpověd’ ? Svoji odpověd’ zd̊uvodněte !
Ze stejné nab́ıdky vyberte odpověd’ v př́ıpadě, že skupina obsahuje n + 1 libovolných vektor̊u.
b) Určete, pro které hodnoty parametru p tvoř́ı vektory u = (1; 0; 0), v = (p; 0; p + 3) a w = (0; p − 1; p) bázi

vektorového prostoru V (E3).
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c) Zd̊uvodněte, zda pro hodnotu p = 2 lze vyjádřit vektor b = (3;−2; 2) ve tvaru lineárńı kombinace vektor̊u u,
v, w. Pokud ano, najděte koeficienty a odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinaci napǐste.

[Výsl.: Vhodným postupem je výpočet hodnosti matice A sestavené z daných vektor̊u (po sloupćıch nebo po
řádćıch) nebo výpočet det A. Zde např. det A = (p + 3)(1 − p). Dané vektory tvoř́ı bázi ve V (E3) právě tehdy,

když p ∈ R− {1,−3} (zd̊uvodněte). c) Pro p = 2 je b =
3
5

u +
6
5

v − 2w ]

7. a) Definujte pojmy hodnost matice a regulárńı matice.

b) Vypoč́ıtejte determinant matice A =




1 1 0
3 1 α− 1
0 2 α− 2




c) Určete hodnost této matice (v závislosti na parametru α ∈ R). Zd̊uvodněte, zda pro hodnotu parametru α = 1
je matice A regulárńı.
d) Pro jaké hodnoty parametru α má homogenńı soustava lineárńıch rovnic s touto matićı pouze nulové řešeńı ?

Zd̊uvodněte.

[Výsl.: det A = 6− 4α. Je-li α = 3/2, pak h(A) = 2, je-li α 6= 3/2, pak h(A) = 3. c) Ano, je regulárńı, nebot’ ...
d) Pro každé α 6= 3/2, nebot’ ... ]

8. Jsou dány matice A =
(

2 −1
0 2

)
, B =

(
1 3
3 −4

)
.

a) Zd̊uvodněte existenci a určete inverzńı matici A−1. Proved’te kontrolu výsledku !
b) Z rovnice A ·X = B vypoč́ıtejte neznámou matici X.
c) Vypoč́ıtejte matici Y = B ·A.

[Výsl.: a) Např. det A = 4 6= 0, A−1 =
(

1/2 1/4
0 1/2

)
, b) X = A−1 B =

(
5/4 1/2
3/2 −2

)
, c) Y =

(
2 5
6 −11

)
]

9. a) Napǐste a zd̊uvodněte, ke kterým z daných matic existuje inverzńı matice:

B =
( −1, 2, 1/3

1/2, −4, 0

)
, C =

(
1, 2
1, −1

)
, D =

( −3, 2
9, −6

)
.

b) Vypoč́ıtejte inverzńı matice (ty, které existuj́ı) k matićım z předchoźıho bodu. Ověřte správnost výsledku.
c) Vypoč́ıtejte matici X = D ·B.

[Výsl.: a) K matićım B a D inverzńı matice neexistuj́ı, nebot’ ..., matice C−1 existuje... b) C−1 =
(

1/3, 2/3
1/3, −1/3

)
,

c) X =
(

4, −14, −1
−12, 42, 3

)
]

10. a) Definujte pojem inverzńı matice ke čtvercové matici A.
b) Uved’te některou z nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek pro existenci inverzńı matice.

Ověřte splněńı této podmı́nky pro matici A =




1, 2, 0
2, 3, 0
0, 2, 2


.

c) Vypoč́ıtejte matici A−1. Ověřte správnost výsledku.
d) Vypoč́ıtejte determinanty detA, detA−1 a det(AA−1).

[Výsl.: b) Např. det A = −2 6= 0, c) A−1 (po řádćıch)= (−3, 2, 0; 2,−1, 0; −2, 1, 1/2), d) detA = −2,
detA−1 = −1/2 a det(AA−1) = 1. ]

11. Jsou dány matice A =
(

3, 1
5, 2

)
, B =

(
0, 1
−2, 3

)
, C =

(
2, 2
2, −1

)
.

a) Zd̊uvodněte, zda existuje matice A−1. Pokud ano, pak ji určete a ověřte správnost výsledku.
b) Vypoč́ıtejte matici X, pro kterou plat́ı A ·X = C.
c) Vypoč́ıtejte matici Y , pro kterou plat́ı A · Y ·B = C.

[Výsl.: a) Ano, nebot’ např. det A = 1 6= 0, A−1 =
(

2, −1
−5, 3

)
, b) X =

(
2, 5
−4, −13

)
, c) Y =

(
8, −1
−19, 2

)
]

12. Je dány matice A =




1, 1, 0
0, 0, 1
0, 2, 1


, B =




2, 0, −1
−3, 2, 1
1, −2, 4


.

a) Vypoč́ıtejte matici C = A2 (= A ·A).
b) Definujte pojem regulárńı matice. Rozhodněte, zda je daná matice A regulárńı.
c) Pokud existuje inverzńı matice k matici A, vypoč́ıtejte ji.
d) Vypoč́ıtejte matici X, pro kterou plat́ı X ·A = B.

[Výsl.: a) C (po řádćıch)= (1, 1, 1; 0, 2, 1; 0, 2, 3), b) Ano, je regulárńı, nebot’ např. det A = −2 6= 0, c) A−1 (po
řádćıch)= (1, 1/2,−1/2; 0,−1/2, 1/2; 0, 1, 0), c) X (po řádćıch)= (2, 0,−1; −3,−3/2, 5/2; 1, 11/2,−3/2) ]
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13. a) Napǐste, jaká je souvislost mezi determinantem čtvercové matice A a lineárńı nezávislost́ı jej́ıch řádk̊u (sloupc̊u).

b) Vypoč́ıtejte determinant matice A =
(

p, 1
2, p + 1

)
. Pro jaké hodnoty parametru p jsou řádky matice A

lineárně závislé ? Pro jaké hodnoty p tvoř́ı sloupce matice A bázi v prostoru R2 ?

c) Zvolte p = 2 a vyjádřete vektor ~b =
(

2
−1

)
ve tvaru lineárńı kombinace sloupc̊u matice A.

[Výsl.: b) det A = p2 + p − 2, řádky (a též sloupce) dané matice jsou LZ právě tehdy, když p = 1 nebo p = −2,
sloupce (a též řádky) tvoř́ı bázi právě tehdy, když p 6= 1 a p 6= −2, c) koeficienty lineárńı kombinace jsou
α = 7/4, β = −3/2 ]

14. Je dána matice A s parametry a, b ∈ R : A =




1, 0, −1, −1
0, −1, −1, 1
a, b, 0, 0
−1, −1, 1, 0


.

a) Definujte pojmy regulárńı a singulárńı matice.
b) Vypoč́ıtejte determinant matice A.
c) Určete hodnost dané matice A, je-li a = −2, b = 3.
d) Pro které hodnoty a, b má homogenńı soustava rovnic AX = O nenulové řešeńı ? Zd̊uvodněte !

[Výsl.: det A = 3a− b, c) h(A) = 4, nebot’ pro dané a, b je matice A regulárńı - viz např. det A = −9 6= 0,
d) právě tehdy, když det A = 3a− b = 0, tj. b = 3a. ]

15. a) Vysvětlete, jak souviśı hodnost matice soustavy a hodnost matice rozš́ı̌rené s existenćı a počtem řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic AX = B.
b) Je dána soustava rovnic x + 2y − z = 2

2x + 2y − 2z = 1
x + 6y + 3z = 4.

Určete hodnost matice A této soustavy a hodnost matice rozš́ı̌rené. Co z toho plyne pro počet řešeńı zadané
soustavy ?
c) Najděte řešeńı dané soustavy. Proved’te zkoušku.

[Výsl.: a) Odpověd’ najdete ve Frobeniově větě, b) h(A) = h(A|B) = 3, soustava má jediné řešeńı,
c) x = −2, y = 3/2, z = −1. ]

16. Dána soustava rovnic s parametrem a ∈ R : x− 2y − 3z = 0
4x− 3y + az = 0
3x− y + 6z = 0a) Napǐste matici soustavy a vypoč́ıtejte jej́ı determinant.

b) Určete, pro které hodnoty parametru a je tato matice regulárńı.
c) Najděte řešeńı zadané soustavy rovnic pro a = 3.

[Výsl.: detA = 15− 5a, b) a 6= 3, c) nekonečně mnoho řešeńı, např. x = −3t, y = −3t, z = t, t ∈ R. ]

17. Je dána soustava lineárńıch rovnic x + y + 2z = 1
2x + y = −4
5x + y − 3z = −13

a) Napǐste matici této soustavy a vypoč́ıtejte jej́ı determinant.
b) Vysvětlete Cramerovo pravidlo pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic A ·X = B. Za jakých předpoklad̊u je lze

použ́ıt? Ověřte splněńı těchto předpoklad̊u pro danou soustavu.
c) Vypoč́ıtejte hodnotu neznámé y.

[Výsl.: a) detA = −3, b) Cramerovo pravidlo lze použ́ıt, c) det Ay = 6, y = −2]

18. a) Vypoč́ıtejte determinant matice soustavy s parametrem a ∈ R:
x + 2y + az = 0
x− 3y − az = 8

3x− y + 2z = 13.

b) Vysvětlete Cramerovo pravidlo. Určete hodnoty parametru, pro něž je možné použ́ıt Cramerovo pravidlo k
řešeńı dané soustavy. (Odpověd’ zd̊uvodněte.)
c) Pro tyto hodnoty a vypoč́ıtejte neznámou y v závislosti na parametru a.

[Výsl.: a) detA = a− 10 b) Lze použ́ıt pro a 6= 10, c) y =
2a + 16
a− 10

]

19. a) Vypoč́ıtejte determinant matice soustavy s neznámými x, y, z, w
a parametrem a ∈ R. −x + y = −2

x− y + az = 2
3x + ay − z = 6

w = 1.
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b) Vysvětlete Cramerovo pravidlo. Určete hodnoty parametru a, pro které nelze při řešeńı zadané soustavy toto
pravidlo použ́ıt.
c) Vypoč́ıtejte neznámou x v závislosti na parametru a.

[Výsl.: detA = 3a + a2, b) nelze pro a = 0, pro a = −3, x =
6a + 2a2

3a + a2
= 2.]

20. a) Napǐste Frobeniovu větu (existence i počet řešeńı).
b) Vyšetřete počet řešeńı této soustavy v závislosti na parametru a ∈ R:

x − y + z = 1
x + y + 3z = 1

(2a− 1)x + (a + 1)y + z = 1− a

c) Vypoč́ıtejte neznámou y v závislosti na parametru a ( v př́ıpadech, kdy soustava má jediné řešeńı).
d) Najděte řešeńı soustavy pro hodnotu parametru a = 1.

[Výsl.: detA = 4 − 10a, pro a 6= 2/5 má soustava jediné řešeńı, pro a = 2/5 soustava nemá řešeńı, c) y =
3a− 2
2− 5a

, a 6= 2/5,

d) x = 1/3, y = −1/3, z = 1/3].

21. Jsou dány roviny ρ : 2x− 3y + z = 0, σ : x + 2y − z = 3 a τ : 2x + y + z = 12. Řešeńım vhodně sestavených
soustav rovnic řešte následuj́ıćı úlohy:
a) Napǐste parametrické vyjádřeńı př́ımky p, která je pr̊unikem rovin σ a τ .
b) Vyšetřete vzájemnou polohu rovin ρ, σ a τ . Pokud maj́ı společné body, určete je.

[Výsl.: a) p : x = 7− t, y = t− 2, z = t, t ∈ R, b) Roviny se prot́ınaj́ı v bodě M = [2, 3, 5].]

22. Je dána matice A =
(

1 0
3 2

)

a) Nalezněte vlastńı č́ısla této matice.
b) Pro jedno z vlatńıch č́ısel určete vlastńı vektory.
c) Zd̊uvodněte, zda k zadané matici existuje matice inverzńı. Pokud ano, určete ji a ověřte správnost výsledku.

[Výsl.: λ1 = 1, pak vlastńı vektory jsou X = p (1,−3)T , p ∈ R, p 6= 0, λ2 = 2, pak vlastńı vektory jsou X =

p (0, 1)T , p ∈ R, p 6= 0, c) A−1 existuje, nebot’ matice A je regulaárńı ( detA = 2 6= 0), A =
(

1 0
−3/2 1/2

)
,

ověř́ıme, že A ·A−1 = E ]

23. a) Definujte pojmy vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor čtvercové matice.
b) Určete, pro jaké hodnoty parametru p ∈ R má matice A vlastńı č́ıslo λ = 0, je-li

A =
(

2, 3
p + 1, p

)

c) Určete vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matice A pro p = −1.

[Výsl.: b) p = −3, c) λ1 = 2, pak vlastńı vektory jsou X = t (1, 0)T , t ∈ R, t 6= 0, λ2 = −1, pak vlastńı vektory
jsou X = t (1,−1)T , t ∈ R, t 6= 0.]

24. a) Definujte pojmy vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor čtvercové matice. Podle této definice zd̊uvodněte vlastnost matice,
která je postačuj́ıćı pro existenci nulového vlastńıho č́ısla.

b) Určete vlastńı č́ısla matice A =




5, 5, −2
−1, 3, 1
0, 0, 4


.

c) Určete vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı reálným vlastńım č́ısl̊um.

[Výsl.: det(A− λE) = (4− λ)(λ2− 8 λ + 20), reálné vlastńı č́ıslo λ1 = 4, pak vlastńı vektory jsou X = p (3, 1, 4)T ,
dvě komplexńı vlastńı č́ısla: λ2 = 4 + 2i, λ3 = 4− 2i. ]

25. Je dána matice matice A =




2, 1, 0
1, 0, −1
0, 1, 2


.

a) Definujte pojem regulárńı matice. Zd̊uvodněte, zda daná matice je regulárńı.
b) Vypoč́ıtejte matici B = A2 (tj. matici A ·A).
c) Vypoč́ıtejte vlastńı č́ısla matice A a určete vlastńı č́ısla matice B.

[Výsl.: a) Je singulárńı, nebot’ např. detA = 0, A2 (po řádćıch)= (5, 2,−1; 2, 0,−2; 1, 2, 3), c) det(A − λE) =
−λ (2− λ)2, λ1 = 0, λ2 = 2, vlastńı č́ısla matice A2 jsou λ1 = 0, λ2 = 4. ]
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