5. 10. 2011

MATEMATIKA I - vybrané ulohy ze zkousek v letech 2008-2011

doplnéné o dalsi ulohy

V porovnani s podobnym souborem lonskym je zhruba polovina tloh tohoto souboru zarazena poprvé, to se
tyka predevsim tloh ze zkousSek trovné "B”. Nové jsou zafazeny vysledky nékterych tloh. Text i vysledky byly
kontrolovany, presto mohlo dojit k pochybeni pfi prepisu. Piipadné nesrovnalosti ve vysledcich, jakoz i pripominky
k tomuto souboru sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

1. ¢ast LINEARNI ALGEBRA

Dalsi ¢dsti ( diferencialni a integralni pocet) budou vydéany v listopadu

Nekteré tlohy jsou prevzaty z textu [1] a [2].

[1] J. Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojn{ fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2010 (téz 2008,...).

[2] J.Neustupa, S.Kra¢mar: Vybrané piiklady ze skript Sbirka piikladu z Matematiky I. Firma Copia a webové
stranky Ustavu technické matematiky pod odkazem Matematika I.

Nasledujici vycet nelze chapat jako jednoznaéné zafazeni uvedené ulohy do zkousky trovné A (alfa), resp. irovné
B, ale jako orientaéni rozliseni. Zaméfenim a naroc¢nosti odpovidaji pozadavkim zkousky drovné B napf. tlohy 1
az 3, 5,8, 9,10, 11 a, b, 13, 15, 16, 17, 21 az 23. Pozadavkum zkousky trovné A odpovidaji napt. ulohy 2, 4, 6, 7,
10, 11, 12, 14, 16, 18 az 21, 23 az 25.

Dalsi doporucené tilohy k samostatnému pocitani, a to ze sbirky [2] jsou uvedeny na webu UTM pod odkazem
Matematika I v souboru Zakladni informace (v ¢dsti ” Cviceni”).

1. a) Definujte pojem linedrni zdvislost skupiny vektoru 4, ..., ty,.
b) Rozhodnéte, zda vektory @ = (1;2;3), 0 = (0;1;1) a @ = (3;2;1) jsou linedrné nezavislé.

¢) Pokud lze, vyjadiete vektor @ = (1;2;1) jako linedrni kombinaci vektoru @, ¢, W (tzn. urCete koeficienty a
linedrn{ kombinaci napiste). Proved'te kontrolu vysledku !

[Vysl.: Jsou LN, coz ovéifme podle definice nebo vypoctem h(A) = 3, kde matice A je sestavena z danych vektoru

1
(po sloupcich nebo po fadcich) nebo vypoctem det A # 0. Je tedy matice A reguldrni ..., d = ——d+ 27+ 3 w |

N —

2. a) Napiste definici pojmu linedrni zdvislost a linedrni nezdvislost skupiny vektoru i, ..., ts,.
b) Vysetiete, zda vektory @ = (3,1,1), ¥ = (2,1,2) a @ = (1,1, 3) jsou linedrné nezdvislé.
¢) Je-li mozné vyjadrit vektor @ = (5,1,—1) jako linedrn{ kombinaci vektoru #, ¢ a w, najdéte koeficienty
a prislusnou linearni kombinaci napiste. Ovérte spravnost vysledku.
[Vysl.: b) Jsou LZ, coz ovéifme podle definice nebo vypoctem h(A) = 2, kde matice A je sestavena ... nebo
vypoctem det A = 0. Je tedy matice A singuldrni.... Vyjadfeni existuje, a to nekonetné mnoha zpusoby, napr.
a=3+p,f=-2-2p, v=p, p€ R, konkrétni kombinace je napf. @ = 3¢ — 2 ]
3. a) Jsou ddny vektory u = (1,1,1), v = (1,2,5), w = (2,0, —3). VySetfete, zda tvoi{ skupinu linedrné nezdvislou
nebo linedrné zavislou.
b) Tvoii tyto vektory bézi ve vektorovém prostoru V(E3)? Odpovéd zdiuvodnéte !
c¢) Urcete, pro které hodnoty parametri p, ¢ jsou vektory a = (2, —1,p + q), b = (6,p, —9) linedrné zgvislé.

[Vysl.: Jsou LN, coz ovéfime podle definice nebo vypocétem h(A) = 3, kde matice A je sestavena ...viz pt. 1. Téz
proto, ze det A = 3 # 0... ¢) LZ jsou pravé tehdy, kdyz p = —3 a ¢ = 0]
4. a) Jestlize ze skupiny linedrné zavislych vektoru odebereme jeden vektor, pak nova skupina je linedrné zavisla,
nebo linedrné nezavisla, nebo mdme malo informaci pro jednoznaénou odpovéd ? Svoji odpovéd zdivodnéte !
Ze stejné nabidky vyberte odpovéd v pifpadé, kdy ke skupiné linedrné zavislych vektort jeden vektor piiddme.
b) Zjistéte, pro které hodnoty parametru p € R jsou vektory @ = (—1,0,1), 7 = (0,1,p), & = (2,p,p) linedrne
zavislé. Jaka je v téchto pfipadech dimenze vektorového podprostoru, ktery je danymi vektory generovan? Které
z danych ti{ vektoru v ném tvoii bazi ?
¢) Napiste, pro které hodnoty parametru p € R jsou dané vektory linedrné nezdvislé.
[Vysl.: b) LZ pro p = 2 nebo p = —1, v obou pifpadech je dim=2. LN prop#2ap# —1,tj. pe R —{2,—-1}.]]
5. a) Definujte pojmy dimenze a bdze vektorového prostoru V.
b) Rozhodnéte, zda vektory & = (4,2,0), ¥ = (1,2, —1) a 2= (7,8, 1) tvoii bazi ve vektorovém prostoru V(Es).
¢) Je-li mozné vyjadiit vektor @ = (21,18, 3) jako linedrni kombinaci vektoru &, ¥, Z, pak urcete koeficienty této
kombinace a vyjadren{ vektoru @ napiste. [Vysl.: LN, @ = 2& — ¢ + 27 ]
6. a) Skupina n — 1 libovolnych vektoru ve vektorovém prostoru V' dimenze n je linedrné zavisld, nebo linedrné
nezavisla, nebo mame malo informaci pro jednoznaénou odpovéd ? Svoji odpovéd zdivodnéte !
Ze stejné nabidky vyberte odpovéd v pifpadé, Ze skupina obsahuje n -+ 1 libovolnych vektorii.
b) Urcete, pro které hodnoty parametru p tvoii vektory u = (1;0;0), v = (p;0;p + 3) a w = (0;p — 1;p) bdzi
vektorového prostoru V(Eg).



¢) Zduvodnéte, zda pro hodnotu p = 2 lze vyjadrit vektor b = (3; —2;2) ve tvaru linedrni kombinace vektoru u,
v, w. Pokud ano, najdéte koeficienty a odpovidajici linedrni kombinaci napiste.

[Vysl.: Vhodnym postupem je vypocet hodnosti matice A sestavené z danych vektoru (po sloupcich nebo po
fadcich) nebo vypocet det A. Zde napt. det A = (p + 3)(1 — p). Dané vektory tvoii bdzi ve V(E3) pravé tehdy,

3 6
kdyz p € R — {1, -3} (zdivodnéte). ¢c) Prop=2je b = gu—i— gV—QW]

7. a) Definujte pojmy hodnost matice a reguldrni matice.

11 0
b) Vypocitejte determinant matice A= | 3 1 a-—1
0 2 a—-2

¢) Urcete hodnost této matice (v zdvislosti na parametru o € R). Zduvodnéte, zda pro hodnotu parametru a = 1
je matice A regularni.

d) Pro jaké hodnoty parametru o ma homogenni soustava linedrnich rovnic s touto matic{ pouze nulové feseni ?
Zduavodnéte.

[Vysl: det A =6 — 4a. Je-li a = 3/2, pak h(A) = 2, je-li a # 3/2, pak h(A) = 3. ¢) Ano, je reguldrni, nebot ...
d) Pro kazdé a # 3/2, nebot ... |
8. Jsou dany matice A = ( 2 -l ) B = ( b3 )
0o 2 )’ 3 —4

a) Zdiivodnéte existenci a uréete inverznf matici A~1. Provedte kontrolu vysledku !

b) Z rovnice A - X = B vypocitejte nezndmou matici X.

¢) Vypocitejte matici Y = B - A.
[Vysl: a) Napi. det A =4 #0, A~! = ( 1(/)2 1721 ), b X=A"1B= ( 2721 1122 ), )Y = ( 2 7511 > ]

9. a) Napiste a zduvodnéte, ke kterym z danych matic existuje inverzni matice:

(-1, 2, 1/3 (1, 2 (=3, 2
B_<1/2, —4, 0 >’C_(1, -1 )’D_( 9, —6)'
b) Vypocitejte inverzni matice (ty, které existuji) k maticim z predchoziho bodu. Ovéite spravnost vysledku.
¢) Vypocitejte matici X = D - B.

1/3, 2/3 >

Vysl.: a) K maticim B a D inverzni matice neexistuji, nebot ..., matice C~! existuje... b) C~! =
1/3, —1/3

4, —14, -1
C)X_(u, 42, 3 >}
10. a) Definujte pojem inverzni matice ke ¢tvercové matici A.
b) Uved'te nékterou z nutnych a postacujicich podminek pro existenci inverzni matice.

1, 2, 0
Ovérte splnéni této podminky pro matici A= [2, 3, 0
0, 2, 2

¢) Vypoéitejte matici A~1. Ovéite spravnost vysledku.

d) Vypoéitejte determinanty detA, detA=! a det(A A~1).
[Vysl: b) Napt. det A = —2 # 0, c) A~! (po fddcich)= (—3,2,0; 2,—1,0; —2,1,1/2), d) detd = -2,
detA™l = —1/2 adet(AA™Y) =1.]

) . (3,1 (0, 1 _ (2, 2
11. Jsou dény matice A<5’ 2), B<_27 3>, 0(2’ _1>.

a) Zdiivodnéte, zda existuje matice A~1. Pokud ano, pak ji uréete a ovéite spravnost vysledku.
b) Vypocitejte matici X, pro kterou plati A- X = C.
¢) Vypocitejte matici Y, pro kterou plati A-Y - B = C.

2 -1 2 ) 8 -1
, . Y - _ -1 _ 9 _ 9 _ I
[Vysl.: a) Ano, nebot napf. det A=1#0, A~ = (_5’ 3 >, b) X = (_4 _13>, c)Y = (_197 9 ) ]

1, 1, 0 2, 0, -1
12. Je ddny matice A= | 0, 0, 1 |, B=| -3, 2, 1
07 2 1 17 4y 4

a) Vypocitejte matici C' = A% (= A - A).

b) Definujte pojem reguldrni matice. Rozhodnéte, zda je dand matice A reguldrni.

¢) Pokud existuje inverzni matice k matici A, vypocitejte ji.

d) Vypocitejte matici X, pro kterou plati X - A = B.
[Vysl: a) C (po tadcich)= (1,1,1; 0,2,1; 0,2,3), b) Ano, je reguldrni, nebot napi. det A = -2 #0, c) A~! (po
fadeich)= (1,1/2,—1/2; 0,—1/2,1/2; 0,1,0), c) X (po fadcich)= (2,0, —1; —3,-3/2,5/2; 1,11/2, —3/2) |



13. a) Napiste, jakd je souvislost mezi determinantem ¢tvercové matice A a linedrn{ nezdvislosti jejich fadka (sloupcu).

2, p+1

b) Vypocitejte determinant matice A = ( b, 1 > Pro jaké hodnoty parametru p jsou raddky matice A
linedrné z4vislé ? Pro jaké hodnoty p tvoif sloupce matice A bézi v prostoru R? ?

¢) Zvolte p = 2 a vyjddiete vektor b= < _21 > ve tvaru linedarni kombinace sloupcu matice A.

[Vysl: b) det A = p® + p — 2, fadky (a téz sloupce) dané matice jsou LZ pravé tehdy, kdyz p = 1 nebo p = —2,
sloupce (a téz fddky) tvofi bézi pravé tehdy, kdyz p # 1 a p # —2, «c¢) koeficienty linedrni kombinace jsou
a="T/4,5=-3/2]
1, 0, -1, -1

0, -1, -1, 1

, b, 0, O
-1, -1, 1, O
a) Definujte pojmy reguldrni a singuldrni matice.
b) Vypocitejte determinant matice A.
¢) Urcéete hodnost dané matice A, je-li a = —2, b = 3.
d) Pro které hodnoty a,b mé homogenni soustava rovnic AX = O nenulové feseni ? Zduvodnéte !

14. Je dana matice A s parametry a,b € R: A =

[Vysl.: det A =3a—b, c) h(A) =4, nebot pro dané a,b je matice A reguldrni - viz napt. det A = —9 # 0,
d) prave tehdy, kdyz det A =3a—b=0, tj. b = 3a. |
15. a) Vysvétlete, jak souvis{ hodnost matice soustavy a hodnost matice rozsifené s existenc{ a poctem Feseni soustavy
linearnich rovnic AX = B.
b) Je ddna soustava rovnic

[\V]

r+2y— z =
2042y — 2z =
r+6y+3z =4
Urcete hodnost matice A této soustavy a hodnost matice rozsifené. Co z toho plyne pro pocet feSeni zadané

—_

soustavy 7

¢) Najdéte Fegeni dané soustavy. Proved'te zkousku.
[Visl.: a) Odpovéd najdete ve Frobeniové vété, b) h(A) = h(A|B) = 3, soustava m4 jediné feSent,
c)rx=-2,y=3/2,z=-1.]

16. Déana soustava rovnic s parametrem a € R : r—2y—3z = 0
dr—3y+az = 0
3r—y+6z = 0

a) Napiste matici soustavy a vypocitejte jeji determinant.
b) Urcete, pro které hodnoty parametru a je tato matice reguldrni.
¢) Najdéte teseni zadané soustavy rovnic pro a = 3.

[Vysl.: detA = 15— 5a, b) a # 3, c¢) nekoneéné mnoho feseni, napt. x = —3t, y = —=3t, z =t,t € R. ]

17. Je dana soustava linearnich rovnic r+y+2z = 1
2z 4y = —4
Sx+y—3z = —13

a) NapiSte matici této soustavy a vypocitejte jeji determinant.

b) Vysvétlete Cramerovo pravidlo pro feSeni soustavy linedrnich rovnic A - X = B. Za jakych piedpokladu je lze
pouzit? Ovéite splnéni téchto predpokladu pro danou soustavu.

¢) Vypocitejte hodnotu nezndmé y.
[Vysl.: a) detA = —3, b) Cramerovo pravidlo lze pouzit, c) det A, =6, y = —2]

18. a) Vypocitejte determinant matice soustavy s parametrem a € R:

r+2y+ az = 0
r—3y— az = 8
3r— y+ 2z = 13.

b) Vysvétlete Cramerovo pravidlo. Urcéete hodnoty parametru, pro néz je mozné pouzit Cramerovo pravidlo k
feseni dané soustavy. (Odpovéd zdivodnéte.)

¢) Pro tyto hodnoty a vypocitejte nezndmou y v zdvislosti na parametru a.
_ 2a+16
 a—10 ]

[Vysl.: a) detA =a — 10 b) Lze pouzit pro a # 10, c¢) y

19. a) Vypocitejte determinant matice soustavy s nezndmymi z,y, z, w

a parametrem a € R. —z 4y = _9
r—y+az = 2

3x+ay —z = 6
w = 1.



b) Vysvétlete Cramerovo pravidlo. Urcete hodnoty parametru a, pro které nelze pii feSeni zadané soustavy toto
pravidlo pouzit.
¢) Vypocitejte nezndmou x v zavislosti na parametru a.

6a + 2a>
[Vysl: detA = 3a + a?, b) nelze pro a =0, proa = —3, x= bat2a” 2.]
3a + a?
20. a) Napiste Frobeniovu vétu (existence i pocet Feseni).
b) Vysetfete pocet Feseni této soustavy v zavislosti na parametru a € R:
T — y+ z = 1
T + y+3z = 1
2a—1lz+(a+1l)y+ 2z =1-a
¢) Vypocitejte nezndmou y v zdvislosti na parametru a ( v piipadech, kdy soustava m4 jediné feSent).
d) Najdéte teSeni soustavy pro hodnotu parametru a = 1.
[Vysl detA = 4 — 10a, pro a # 2/5 m4 soustava jediné feSeni, pro a = 2/5 soustava nem4 feSeni, c) y =

Za ,a#2/5,

d) z= 1/3 y=-1/3,z=1/3|].
21. Jsou dény roviny p : 20 —3y+2=0, 0 :x+2y—2=3a7 : 2x+y+ 2= 12 Refenfm vhodné sestavenych
soustav rovnic feste nasledujici tlohy:
a) Napiste parametrické vyjadieni pifmky p, kterd je prunikem rovin o a 7.
b) Vysettete vzdjemnou polohu rovin p, o a 7. Pokud majf spolecné body, urcete je.
[Vysl:a)p:a=T7—t,y=t—2, z=1t,t € R, b) Roviny se protinaji v bodé¢ M = [2,3,5]]

22. Je ddna matice A= ( 1 0 >
3 2

a) Naleznéte vlastni ¢isla této matice.
b) Pro jedno z vlatnich ¢isel urcete vlastni vektory.
¢) Zduvodnéte, zda k zadané matici existuje matice inverzni. Pokud ano, urcete ji a ovéite spravnost vysledku.
[Vysl: Ay = 1, pak vlastni vektory jsou X = p(1,-3)T, p € R,p # 0, Ay = 2, pak vlastni vektory jsou X =
s ) . . . 1
p(0,)T, p e R,p#0,c) A~ existuje, nebof matice A je reguladrni ( detA = 2 # 0), A = ( _3/2 1(/)2 ),
ovéifme, ze A- A~ = E |
23. a) Definujte pojmy vlastni éislo a vlastni vektor ¢tvercové matice.
b) Urcete, pro jaké hodnoty parametru p € R ma matice A vlastni éislo A = 0, je-li

2
= (00 0)
p+1, p

c¢) Urcete vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice A pro p = —1.

[Vysl: b) p = =3, ¢) A\; = 2, pak vlastni vektory jsou X =#(1,0)7,t € R,t # 0, My = —1, pak vlastni vektory
jsou X =t(1,-1)T, t e Rt #0.]

24. a) Definujte pojmy vlastni ¢islo a vlastni vektor ¢tvercové matice. Podle této definice zdivodnéte vlastnost matice,
kterd je postacujici pro existenci nulového vlastniho ¢&isla.

5 5 —2
b) Urcete vlastni ¢isla matice A= [ -1, 3, 1
0, 0, 4

¢) Urcete vlastni vektory odpovidajici redlnym vlastnim ¢islum.

[Vysl: det(A — AE) = (4 — A\)(A\?2 =8 A +20), redlné vlastni éfslo A\; = 4, pak vlastni vektory jsou X = p(3,1,4)T,
dveé komplexn{ vlastn{ ¢isla: Adg = 4 + 24, A3 =4 — 2i. ]

2, 1, 0
25. Je ddna matice matice A= |1, 0, -1
0, 1, 2

a) Definujte pojem reguldrné matice. Zduvodnéte, zda dand matice je reguldrni.
b) Vypoéitejte matici B = A? (tj. matici 4 - A).
¢) Vypocitejte vlastn{ ¢isla matice A a urCete vlastni ¢isla matice B.
[V¥sl.: a) Je singuldrni, nebot napt. detA = 0, A? (po fadcich)= (5,2, —1; 2,0,—-2; 1,2,3), c) det(A — \E) =
—“A(2—=XN)2 A1 =0,y =2, vlastni &isla matice A2 jsou \; = 0, \p = 4. ]



