
ČVUT, Fakulta strojnı́, letnı́ semestr

Matematika II – přednáška 19

Co bude dneska?

Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na integračnı́ cestě.

Jak to souvisı́ s cirkulacı́ po uzavřené křivce.

Potenciálnı́ pole - definice, podmı́nky ... .

Nějaké přı́klady.

Tyto slidy jsou na adrese

Devatenáctá přednáška 1 / 12

Jan Valášek

(pro osobnı́ potřeby).
http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php

http://marian.fsik.cvut.cz/
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Shrnutı́ co bylo minule

Křivkový integrál vektorové funkce (2.druhu) po uzavřené křivce (Cirkulace).

Vnitřek a vnějšek uzavřené křivky.

Greenova věta.

Opakovánı́ - co bylo minule 2 / 12
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Greenova věta - opakovánı́

Věta (Greenova věta). Předpokládejme, že

a) f = (U, V ) je vektorová funkce v oblasti O ⊂ E2 a souřadnicové funkce U , V
majı́ v O spojité parciálnı́ derivace,

b) C je kladně orientovaná uzavřená křivka v O taková, že IntC ⊂ O.

Pak platı́: �

C

f · ds =

��

IntC

�
∂V

∂x
− ∂U

∂y

�
dx dy.

Jsou-li předpoklady Greenovy věty splněny až na to, že křivka C je záporně orientovaná,
platı́ vzorce se znaménkem “−” před integrály na pravých stranách.

Greenova věta - opakovánı́ 3 / 12
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Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na integračnı́ cestě

Motivace na tabuli.

Nezávislost na cestě 4 / 12
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Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na integračnı́ cestě

Motivace na tabuli.

Definice (Nezávislost křivkového integrálu vektorové funkce na integračnı́ cestě.).
Necht’ f je k–rozměrné vektorové pole v oblasti D ⊂ Ek (k = 2 nebo k = 3). Jestliže

pro libovolné dvě křivky K1 a K2 v D, které majı́ shodný počátečnı́ i koncový bod (tj.
p.b.K1 = p.b.K2 a k.b.K1 = k.b.K2), platı́ rovnost

�

K1

f · ds =

�

K2

f · ds,

pak řı́káme, že křivkový integrál vektorové funkce f nezávisı́ v D na cestě.

Nezávislost na cestě 5 / 12
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Věta. Křivkový integrál vektorové funkce�f nezávisı́ v oblasti D ⊂ Ek (kde k = 2 nebo
k = 3) na cestě právě tehdy, když cirkulace �f po libovolné uzavřené křivce C v D je
nulová.

Náznak důkazu na tabuli.

Nezávislost na cestě 6 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Definice (Potenciálnı́ vektorové pole.). Vektorové pole f v oblasti D ⊂ Ek (k = 2
nebo k = 3) nazýváme potenciálnı́ pole v D, jestliže existuje skalárnı́ pole (= skalárnı́
funkce) ϕ v D takové, že

f = grad ϕ

v D. Skalárnı́ funkci ϕ nazýváme potenciál vektorového pole f v D.

Potenciálnı́ vektorové pole - definice 7 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Definice (Potenciálnı́ vektorové pole.). Vektorové pole f v oblasti D ⊂ Ek (k = 2
nebo k = 3) nazýváme potenciálnı́ pole v D, jestliže existuje skalárnı́ pole (= skalárnı́
funkce) ϕ v D takové, že

f = grad ϕ

v D. Skalárnı́ funkci ϕ nazýváme potenciál vektorového pole f v D.

Nynı́ se omezı́me na potenciálnı́ pole v E2, na konci semestru se též podı́váme na E3.

Potenciálnı́ vektorové pole - definice 8 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Platı́

grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

�
(pro k = 2), grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

�
(pro k = 3).

Potenciálnı́ vektorové pole - vlastnosti 9 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Platı́

grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

�
(pro k = 2), grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

�
(pro k = 3).

Je-li f potenciálnı́ pole v oblasti D a D� ⊂ D, pak f je potenciálnı́ pole i v oblasti D�.

Potenciálnı́ vektorové pole - vlastnosti 10 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Platı́

grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

�
(pro k = 2), grad ϕ =

�
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

�
(pro k = 3).

Věta. Je-li f potenciálnı́ pole v oblasti D ⊂ Ek, pak jeho potenciál ϕ je určen
jednoznačně až na aditivnı́ konstantu.
To znamená, že:

a) ϕ+ c (kde c je libovolná reálná konstanta) je také potenciál f v D.

b) Jakýkoliv jiný potenciál ζ pole f v D se lišı́ od ϕ nejvýše o aditivnı́ konstantu.
Jinými slovy: je-li ζ také potenciál f v D, pak existuje konstanta c taková, že
ζ = ϕ+ c v D.

Dk věty stručně na tabuli.

Potenciálnı́ vektorové pole - vlastnosti 11 / 12
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Potenciálnı́ vektorové pole

Věta. Je-li f potenciálnı́ a spojité vektorové pole v oblasti D, ϕ je potenciál f v D
a C je křivka v D, pak

�

C

f · ds = ϕ(k.b. C)− ϕ(p.b. C).

Jak zjistit, zda je vektorové pole potenciálnı́? Na tabuli.

Potenciálnı́ vektorové pole - vlastnosti 12 / 12
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Potenciálnı́ pole - opakovánı́

Věta. f je potenciálnı́ vektorové pole v oblasti D ⇔ Křivkový integrál vektorové
funkce f nezávisı́ v D na integračnı́ cestě.

Potenciálnı́ pole - opakovánı́ 4 / 7
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Potenciálnı́ pole - opakovánı́

Věta. f je potenciálnı́ vektorové pole v oblasti D ⇔ Křivkový integrál vektorové
funkce f nezávisı́ v D na integračnı́ cestě.

Věta (Potenciálnı́ pole v E2 – postačujı́cı́ podmı́nka.). Necht’

a) D je jednoduše souvislá oblast v E2 a

b) f = (U, V ) je vektorové pole v D, jehož souřadnicové funkce U a V majı́ v D
spojité parciálnı́ derivace a splňujı́ podmı́nku:

∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 0 v D.

Pak f je potenciálnı́ pole v D.

Potenciálnı́ pole - opakovánı́ 5 / 7


