CVUT, Fakulta strojni, letni semestr

Jan Valasek

Matematika II — prednaska 16

Co bude dneska?

Kfivka zadana prinikem dvou ploch.

Kiivkovy integrél skaldrni funkce.

Zakladni vlastnosti kfivkového integralu skal. funkce.
Délka kiivky. Vybrané mechanické charakteristiky kiivek.
Néjaké priklady

Tyto slidy jsou na adrese

http://marian.fsik.cvut.cz/~valasek/teaching.php
(pro osobni potieby).


http://marian.fsik.cvut.cz/
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Shrnuti co bylo minule

Jednoducha hladka krivka.

Parametrizace - definice, vlastnosti, zakladni typy.
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Krivka zadana priunikem dvou ploch v E;

UkaZeme na prikladu na tabuli.




Krivkovy integral ze skalaru

Délka kfivky

iy

Véaha civky

Moment setrvacnosti Svihadla

Tento priklad pouzijeme v dale motivaci.
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Krivkovy integral skalarni funkce (KI 1.druhu)

Motivace na tabuli. .P( ALY ol
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Krivkovy integral skalarni funkce (KI 1.druhu)

Definice (krivkovy integral skalarni funkce na jednoduché hladké krivce). Ne-
cht C' je jednoduchd hladké kfivka v E; nebo v E3 a P je jeji parametrizace, defino-
vand v intervalu (a, b). Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na kiivce
C'. Existuje-li Riemanntv integral f; f(P(t)) - ||P(t)|| dt, pak o funkci f fikdme, Ze
je integrovatelnd na kiivce C. Kfivkovy integrdl skalarni funkce f na kiivce C' pak
oznaCujeme |, o | ds adefinujeme jej rovnici

/cfds - /a f(P@)) - [[P(E)] dt.

Rikdme, Ze “funkce f je integrovatelnd na kiivce C” ¢i, Ze “kiivkovy integrdl funkce f
na C' existuje”.
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Krivkovy integral skalarni funkce (KI 1.druhu)

Definice (krivkovy integral skalarni funkce na jednoduché hladké krivce). Ne-
cht C' je jednoduchd hladké kfivka v E; nebo v E3 a P je jeji parametrizace, defino-
vand v intervalu (a, b). Necht f je funkce, kterd je definovand a omezend na kiivce
C'. Existuje-li Riemanntv integral f; f(P(t)) - || P(t)| dt, pak o funkci f fikdme, Ze
je integrovatelnd na kiivce C. Kfivkovy integrdl skalarni funkce f na kiivce C' pak
oznaCujeme |, o | ds adefinujeme jej rovnici

/cfds - /a f(P@)) - [[P(t)]] dt.

Rikdme, Ze “funkce f je integrovatelnd na kiivce C” ¢i, Ze “kiivkovy integral funkce f
na C' existuje”.

Pozndmka: Fxistence ani hodnota kKiivkového integralu nezdvisl na zvolené paramatrizaci
kiivky C.
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Jednoducha po castech hladka krivka

Bud Cj, i = 1...n, hladkd jednoduchd kiivka. Bud' ddle C' = |J;_,. Pak C nazyvame
jednoducha po ¢astech hladka kiivka.
Priklady na tabuli.
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Jednoducha po castech hladka krivka

Bud Cj, i = 1...n, hladkd jednoduchd kfivka. Bud' dile C' = |J;_,. Pak C nazyvame
jednoducha po ¢astech hladka kiivka.
Priklady na tabuli.

Definice (krivkovy integral skalarni funkce na jednoduché po castech hladké
krivee). Necht C' je jednoduchd po &astech hladka kiivka v Es nebo v s, kterd je
sloZena z jednoduchych hladkych kiivek C, ..., C,. Necht f je skaldrni funkce, kterd
je definovand a omezend na kiivce C. Je-li funkce f integrovatelnd na kazdé z kiivek
C1, ..., C,, pak fikdme, Ze je integrovatelnd na kiivce C. Krivkovy integrdl skalarni
funkce f na kfivce C' pak definujeme rovnici

/Cde:;n;/afd&



Misto “kiivkovy integral skalarni funkce” se Casto pouziva nazev krivkovy integrdl I. druhu.

Jednoduchd po castech hladkd kiivka 9/16
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Délka krivky

Je-li C jednoduchd po &astech hladkd kiivka v Es nebo v Eg, pak integralem | 04 ds defi-
nujeme délku kiivky C'. Znacime ji [(C').

Z predeslych uvah plyne, Ze ve specidlnim ptipadé, kdy C je jednoducha hladk4 kiivka a
P je jeji parametrizace definovand v intervalu (a, b), mizeme délku kiivky C' vyjadrit:

€)= [1is - ///HP ) at.
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Dulezité vlastnosti kiivkového integralu skalarni funkce

Kiivkovy integrél je definovan pomoci jednorozmérného Riemanova integralu. VétSina
vlastnosti obou integralt je tedy stejna.

a) Postacujici podminka pro existenci krivkového integralu skalarni funkce. Je-
li funkce f spojitd na jednoduché po ¢astech hladké kiivce (', pak je na kiivce C
integrovatelna (tj. integral fc f ds existuje).

b) Linearita kfivkového integralu. Jsou-li [ a g integrovatelné funkce na kiivce C' a
a € R, pak f + g a af jsou také integrovatelné funkce na C' a

/C(f+g)ds:/cfds+/cgds,
/Ca-deZQ-/Cfds.
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c) Je-li f integrovatelna funkce na kfivce C' a funkce g se 1i$i od f nejvySe v konecné
mnoha bodech, pak g je také integrovatelna funkce na kiivce C' a

/ngs:/cfds.

d) Je-li f integrovatelnd funkce na kiivce C, pak je také integrovatelnou funkci na

kiivce —C a 4. ,‘;” [ ol o 4 oy
/ fds = / f ds.
—C C

S s Aﬂd- - y

e) Jsou-li f a g integrovatelné funkce na kiivce C' takové, Ze f(X) > g(X) ve vSech

bodech X € C, pak
/fds > /gds.
C C

Speciélné, je-li f(X) > 0 ve vSech bodech X € M, pak / fds > 0.
C
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Vypocet krivkového integralu skalarni funkce

Predpokladejme, 7Ze P = [¢, 1, V] je parametrizace jednoduché hladké kiivky C', defino-
vand v intervalu (a, b).

Integral poc¢itame pomoci predchoziho vzorce.
a) dosadime do funkce f:
x = o), y=u{), z=7901),

b) dosadime do integralu za ds:

ds = |P@t)| dt = ||(¢ )| dt = \/d) )2+ 9(t)2 dt,

¢) integrujeme podle ¢ na intervalu {(a, b).

Priklady na tabuli.
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Nékteré aplikace krivkového integralu skalarni funkce

Predpokladejme, Ze drat nebo struna ma tvar kiivky C' v E; (k = 2 nebo k£ = 3). Na
kiivce je rozloZzena hmota s délkovou hustotou p(z,y) (je-li £ = 2) nebo p(x,y, z) (je-li
k = 3). (p je hmotnost, vztazena k jednotce délky.

. k=2

celkovd hmotnost m = / p(x,y) ds ke,
C

staticky moment

vzhledemkose x  m, = / y-p(z,y)ds [kg-m],
c

vzhledemkosey . m, = /x-p(x,y) ds [kg-m)],
c

VVew
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moment setrvacnosti

vzhledemkose z ... J, = / v - plx,y) ds kg - m?],
vzhledemkosey ... J, = / x° - p(x,y) ds (kg - m?],
c

vzhledem k pocatku . Jy = /(m2 +92) - p(z,y) ds  [kg - m?].
c
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II. k=3

celkova hmotnost ..

staticky moment

vzhledem k roviné zy

vzhledem k roviné 2z

vzhledem k roviné yz

VVew

m = /p(:v,y,Z) ds
c

Mgy = /Zp(flf,y,Z) ds
C

Myy = /y-p(x,y,z) ds
c




moment setrvacnosti

vzhledem k roviné zy  J,, = /c 2 p(z,y,2)d kg
vzhledem k roviné zz  J,, = /Cy2 -p(x,y, 2) ds kg -
vzhledem k roviné yz  J,, = /0962 -plx,y,2) d kg
vzhledem k ose x ... Jx:/c(y +27) - p(x,y,2) d kg
vzhledemkosey .... J, = /C(:c + 28 p(x,y,2) d kg
vzhledemkose z .... J, = /C(m + %) - p(z,y, 2) ds kg -

vzhledem k pocatku . Jy = /(:1:2 + 2+ 28 p(x,y,2) ds  [ke -
C



