Numericka matematika

Uvodni informace

Viz http://mat.fs.cvut.cz/numer
» Kontakt: Petr Svacek, KN:D 201

» Informace o pfedmétu



Soustavy linearnich rovnic

a1l a2 ... A x| by
a  ap ... ap X2 by

an1 an2 ann Xn bn
Opakovani:
» Matice transponovand, symetricka,reguldrni.
» Vlastni ¢islo a vlastni vektor matice.

Au = Au, u# 0,

> Je-li matice A symetrickd, pak existuje n redlnych vlastnich
Cisel (nemusi byt navzdjem riznd) a k nim n navzdjem
ortogonalnich vektord.

» Euklidovskd norma vektoru. (zobecnime)

1/2
Jull2 = (Z\Uil2>



Velikost vektoru. Norma
Norma vektoru: || - || : R" - R, « € R

(i) =0 u=0
(i) lewl =[]l
(i) Ao+ vl < lull + v

Norma matice || - || : R™" - R, a € R

(i) |Al=0<A=0

(i) [leAll = laflA]

(i) [[A+B| <[|A]+B]

(iv)  AB| <[A] B
Norma definovana uZitim libovolné normy vektoru je norma
matice, tj.

[Ax||
|All= sup [|Ax||=sup——r
x,|Ix||=1 20 |Ix]]



UZivané normy matic a vektord

» Radkova norma

n
Al = max > [aiy] Il = max x|
j=1

v

Sloupcova norma

m n
IA]lr = max ) |ai,l Ixlls = [xi]
J 3 Ny
=1 i=1

Frobeniova/Euklidovskd norma

AllF = (zmjz ra,-,,-\?)é Il = (; \x,-F)é

i=1 j=1

v

v

Alternativni zna&eni (!):

Fllm =1 Moo, M- lle=N-11s  N-ll2=1"le

v

Vztah normy matice a normy vektoru

1A < (Al



UZivané normy matic a vektord

v

Spektralni polomér

p(A) = max |\,

v

Vztah normy a spektralniho polomé&ru (Diikaz!)

p(A) < [[A]

v

Kromé predchozich norem uZivdme v prednaskach také
spektralni normu

IA]l2 = sup [Ax]|2
Il =1

IAllF > [[All2 = 1/p(ATA).

v

kde plati



Vlastnosti matice

Matice A je
» ostfe diagonalné dominantni (ODD), pokud

vi laii| > Z En nebo Vi laii| > Z |aji]

J#i J#i

» pozitivné definitni pokud pro libovolny vektor x # 0 platf

x"Ax = Z xjajjxj > 0
ij=1
» symetricka a pozitivné definitni (SPD)
Véta: Necht matice A je symetrickd. PNTJE:
(i) Matice je pozitivn& definitni.
(ii) Matice m3 v3echna vlastni &isla kladna.
(iii) Matice ma v3echny hlavni minory kladné.



Prosta itera¢ni metoda

Je-li soustava tvaru
x=Ux+V,

Iteraéni metoda
X — yx k) 4 v,

Plati

» Nutna a postacujici podminka: Prostd itera¢ni metoda je
konvergentni pravé tehdy, kdyz p(U) < 1.

» Postatujici podminka: ||| - maticova norma. Je-li ||U]| < 1,
pak prosta iteralni metoda je konvergentni.

» Odhad chyby:

Yk ke
< x\) — x
X< 1= 0] [ |

Hx(k)

Y

ol

(k) _ ||
X
| STl

58 - X,



Prosta itera¢ni metoda: P¥iklad.

P¥. 1. Rozhodnéte, zda konverguje prostd iteraéni metoda pro soustavu
tvaru X = UX + V, kde V = (-1,2,0.5)7,

~0.8 004 0
U= 1 08 0 |,
1 -1 02

Pro X(© = V uréete XM touto metodou.

P¥. 2. Je ddna soustava rovnic x = Ux + V, kde V = (1.7,-1.8,0.5)T

0.1 05 -03
U=| 04 -03 01
0.6 0.1 0.

Ovéfte, zda PIM konverguje.
Urtete x®) touto metodou pFi volb& x(©) = 0. Vypottste ||x®) — x|,



» Jacobiho iteraéni metoda, postup vypoctu, kritéria
konvergence.

» Gauss-Seidelova iteradni metoda, postup vypottu, kritéria
konvergence.



Prosta iteraéni metoda (opakovani)

Soustava tvaru
x=0Ux+V,

Iteraéni metoda
X+ — px*) v

Plati

» Nutna a postacujici podminka: Prostd itera¢ni metoda je
konvergentni pravé tehdy, kdy? p(U) < 1.

» Postatujici podminka: Je-li ||U]| < 1, pak prostd itera&ni
metoda je konvergentni. Navic

» Odhad chyby:

Yk ke
< x\) — x
X< 1= 0] [ |

Hx(k)

Y

K
(k) Ul o)
[|x x| < - B x|

Y



Jak z matice A ziskam matici U?

Odvozeni klasickych iteragnich metod pro n =3

Vezmeme postupné rovnici i = 1,2,3 a z té nalezneme x;:

1

aiixi + aipxe + aizxz = by = (b1 — a12x2 — a13x3)
1
1

anXy +apx +axnx3=b — x= P (b1 — axix1 — ax3x3)
22
1

as1x1 + asxp + azzxz = b3 X3 = _— (b1 — as1x1 — azx2)
33

Doplnime ¢&islo iterace: tj. k + 1 na levou a k na pravou stranu
rovnic.

Jacobiova itera¢ni metoda.

Lze ale lépe!



Odvozeni Gauss-Seidelovy iteraéni metody pro n = 3

Vezmeme postupné rovnici i = 1,2,3 a z té nalezneme x;:

_ k1 _ L P p
ai1x1 + axe + azxg = by xf = — (by — arpxy — a13x3)
an
1
_ k+1 _ k+1 k
a1 tapxotasxa=by — xxt =" (b —anx{ T — axnxs)
axn
_ k1 L k1 k+1
a31x1 + as2xe + azxz = b x5 = (by — azix ™ — azxs )
33

Doplnime ¢&islo iterace, od shora dolli, pokud uZz mame k + 1. ni
tak ji pouzijeme.

Gauss-Seidelova iteraéni metoda.



SloZkovy zapis klasickych iteraénich metod

Jacobiho iteraéni metoda

1
(k+1) _ C G (k)
X; = b; g ajjx; E ajjx;

Jj<i J>i

v

Gauss-Seidelova iteraéni metoda

v

1
A= e S S
" j<i J>i

v

Kdy lze viibec pouZzit ?

v

Otédzka konvergence ?



Jak z matice A ziskam matici U?
Pro A =L 4+ D + P. Dostavame

Dxk+1) = (L + P)x(K) + b,
a Jacobiho iteraéni metoda

(k+1) _ _m-1 (k) -1
X =-D (L+P)x" +D "b.
U, vy

Plati

> Jacobiho itera¢ni metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz
p(Uy) < 1 (zdGvodnén).

> Vlastni ¢isla matice U jsou kofeny rovnice
det(L+AD+P)=0

> Je-li matice A ODD, pak Jacobiho iterani metoda je
konvergentni (dikaz pro ODD v ¥adcich).



Gauss-Seidelova iteraéni metoda
Pro Ax = b zapiSeme A =L + D + P. Dostdvame

(D 4 L)x*k+D) = _px(K) 4 p,
a tedy iteraéni metodu

xFD) — (D +L)7Px*) + (D+L) b,
\—v—’ |\ —
Ugs Vis
Plati
> Je-li matice A ODD, pak je GS iterani metoda konvergentni.
> Je-li matice A SPD, pak je GS iteraéni metoda konvergentni.

> GS itera¢ni metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz
p(Ugs) < 1.

> Vlastni &isla matice Ugs jsou kofeny rovnice

det(AL + AD + P) = 0



lterani metody: P¥iklad.
P¥. 4. Dana soustava linearnich rovnic AX = B, kde

2 0 g 1
A= 0 4 1], B = p |,
p 1 5 -2

a) Urkete viechny hodnoty parametru p € R, pro které je spIng&na n&ktera
z postalujicich podminek konvergence Gauss-Seidelovy iteraéni metody.

b) Ur&ete viechny hodnoty parametru p € R, pro n&Z je spln&na nutnd a
postalujici podminka Gauss-Seidelovy itera&ni metody.

c) Volte p = 0 a spoctéte X(1) pokud X(©) = B.

P¥. 5. Dana soustava

5 1 p 2
1 20| x=| p],
2 0 1 —2

a) Urlete v8echna p € R, pro néZ je splnéna né&kterd z postalujicich
podminek (pro matici A, ne Ug) GS iteragni metody.

b) Ur&ete viechna p € R, pro néZ je splnéna nutnd a postalujici
podminka GS iteralni metody.

c) Volte p = 0 a spoctéte X() pokud X(©) = B.



Prednaska ¢. 3 : Hledani minima funkce

» Metoda nejmensich &tverci.

» Metoda nejvétsiho spadu : Hleddme minumum funkce

F:R" >R, min F(x) =7



Aproximace pomoci metody nejmensich &tvercii

» Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky
52(P(X)) = Z (p(xi) — yi)2
» Volba funkce: Nap¥. polynom stupné 2
5 (p(x)) = Z (a0 + a1x; + ax} — %)2

i



Aproximace pomoci metody nejmensich &tvercii
» Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky
52(P(X)) = Z (p(xi) — }/i)2

» dana tabulka dat [x;, y;], minimalizujeme kvadratickou
odchylku

G(ao, 1) = 6%(p(x)) = > (p(x)) — i)’
» odvozeni normalnich rovnic 9G/day = 0 pro k =0, 1.

» soustava normalnich rovnic

ad_ D+ad x)= Zyﬁ

i i

ao(d_ xi) + al(z xP) = in}/h

i



Minimalizace funkce a soustava lin. rovnic

» Vezméme A symetrickou matici a funkci:
L r T
F(x) = 5X Ax—x'b
» RozepiSeme pfFirlistek ve sméru v:

1
F(x + av) — F(x) = av’ (Ax — b) + EaszAv

Disledek: Necht A je SPD matice. Pak x* je minimum F pravé
tehdy kdyZ je ¥eSenim soustavy rovnic.



Metoda nejvétsiho spadu

v

Predpoklad: Matice A symetricka a pozitivné definitni.

v

Iteragni proces minimalizujici F(x):

X(k+1) — X(k) _|_ aVv

v

Smér nejvétsiho spadu:

v=b—AxH,

v

Optimalni krok ve smé&ru v



Prednaska €. 4: Soustavy nelinearnich algebraickych rovnic

Systém n-rovnic o n-neznamych

fl(Xl,...,Xn) =0

fa(x1,...,xn) = 0

> existence ani jednoznalnost FeSeni - jen ve specifickych
p¥ipadech



Kontraktivni zobrazeni. Pevny bod.
Def. Zobrazeni F : R" — R" se nazyva kontraktivni na M C R”,
pokud existuje ¢ € [0, 1) tak, Ze pro libovolné x,y € R plati

IF(x) = FWII < ellx = ylI-

Véta Je-li F : M — M kontraktivni, pak existuje prdvé jeden
pevny bod x* = F(x*).

Prostd itera¢ni metoda pro ¥eSeni soustavy linedrnich rovnic je
specidlnim p¥ipadem.

Nebo:
x =1+ sin(x)
x =x+w(f(x) — A)
x = x — f(x)/f(x)



Soustavy nelinedrnich algebraickych rovnic

Newtonova metoda pro p¥ipad 1d
V bod& x* u¥ijeme Taylortiv polynom
0= f(x) = f(x¥) + F/(x)(x — x¥) + Ra(x)

Zanedbanim dostaneme vzorec pro x ~ x**1

xk+l = xk (f’(xk)>_ f(x").

Obecny vzorec pro soustavu F(x) = 0. Co je F'(x) ?



Newtonova metoda - odvozeni

Odvozeni pro 2 nelinedrni rovnice o 2 neznamych

Oznatme k—té piblizeni jako A = [x(K), y(K)], dostivame vzorec
pro pirtistek x* — x(k), y* - y(k):

0= f(x",y") = F(A) + K(A) (" =x) + £,(A) (v = y) + ...

0=g(x",y") = g(A) +&x(A) (x = xV) 4 g,(A) (y* = y™) +...

Zanedbdame-li dalsi ¢leny Taylorova rozvoje

F(A) A+ £ (A)A, + f(A) =0,
&<(A)Ax+ g/(A)Ay +g(A) =0,

dostavame soustavu linedrnich rovnic pro

A, = x(k+D) _ (k) A, = yltty (8,



Newtonova iteraéni metoda
1. Zvolime potatetni priblizeni [x°, y°].
2. Postupné pro k =0,1,...

a) Sestavime soustavu rovnic v bod& A = [x(K), y(K)],

f(A)Ax + £,(A)A, + f(A) = 0
8x(A)Ax + g, (A)Ay +g(A) = 0

b) Najdeme YeZeni této soustavy Ay, A,

c) Spotteme nové priblizeni

(e )= (e )+ (37)
y(k+1) y(k) A,
Neni zaru€ena konvergence k feseni.

Metoda miize selhat (viz b))
Konvergence zavisi na pocate¢nim pfiblizeni.



Newtonova metoda

Pro funkci jedné promé&nné f(x):

=k (F) CF(x).

Pro dvé rovnice o dvou nezndmych:

< x(k+D) > _ ( x(4) ) B < f(A) £,(A) > < F(x(9) )
yler) y® &x(A) g(A) g(y™)
Obecny vzorec pro soustavu F’(x) - Jacobiho matice.

XKL = yk f(F’( ))71 F(x9).



Opakovani: Tayloriv polynom, tvar zbytku, symboly O(h)
» Tayloriv polynom
" FR(x)

FOx+ h) = Ta(h) + Roga(h) = 3~ — = h* + Rosa(h)
k=0 ’

> Lagrangefiv tvar zbytku

f(lH*l)(é‘) hn+1.

Rn+1(h) = (n+1)|

» Uzivdme zapis
g(h) = O(h?).

pokud pro funkci g(h) definovanou pro viechna h € (0, hpax)
existuje K > 0 tak, ze

lg(h)] < KhP.



P¥ednagka ¢. 5

Numerické ¥eSeni ODR.

» Opakovani: Tayloriv polynom, ODR, Cauchyova tloha,
formulace tlohy a zpiisoby YeSeni.

> Princip numerického ¥eSeni.

» Numerické ¥eSeni Eulerova a Collatzova metoda.



Opakovani: Tayloriv polynom, tvar zbytku, symboly O(h)

» Tayloriv polynom

a £(n)
f(x) = f(c)+f'(c)(x—c)+ 2(|C) (x—c)?+-- -+ n|(X) h"+Rnt1(h)
» Lagrangeliv tvar zbytku
(n+1)
Rn+1(h) — f (5) hn+1‘

(n+1)!



Motivace: Cauchyova tloha v technickych problémech,
zplsoby Yeseni

mx + bx + kx = f(t)

X = AX + B(t)

y'=f(x,y),




Cauchyova uloha, formulace problému

» Cauchyova dloha pro ODR 1. ¥adu

Y =f(xy),  ylo)=x
» Cauchyova tloha pro soustavu rovnic

v =f(x5), yxo)=y"

» Cauchyova tloha pro rovnici n-tého ¥adu

Yy =G(x,y,y,. ..,y D)

Y

y(x0) = yo,---

» Existence a jednoznadnost feseni 7!



Princip numerického Feseni

y

» P¥esné feseni: y = y(x) pro x € (a, b).
» P¥iblizné ¥e¥eni Y': krok h= (b —a)/n,

xj = a+ ih, Y~ y(x)

» Nahradime derivaci:
Y (xn) =777



Taylorliv polynom, ndhrada derivace

» Tayloriv polynom

~ F(x)
F(x ) = To(h) + Resa(h) = S O s Ry ()
pr k!
» Je-li f dostatetn& hladka, pak |R,y1(h)| < Ch"t1 = O(h™+1)
» VyuZijeme k ndhrad& derivaci.

f(x+h)—f(x)=...

f(x—h)—f(x)=...
f(x+h)—f(x—h)=...



Explicitni a implicitni Eulerova metoda.

» Explicitni Eulerova metoda

YnJrl _yn

- = f(xa, Y"), Y™ = Y 4 hf(x, YT,
» Implicitni Eulerova metoda

Yn+1 —_yn

p = f(xps1, Y™, Y™ hf(xpy1, YT = V7

> Stabilita: Re¥ime tilohu (\ € C)

y'=X, y(0)=1,

kde zndme analytické YeSeni. Jak se chovd numerické fefeni?
» Globalni chyba metody: O(h).



Collatzova metoda

» Regeni rovnice
y'(x) = f(x,y(x))

» Nahradime derivaci v bod& x,,1/> = x, + h/2

yn+1 _yn

T~y (ar1g2) = Fn + b2,y (0 + B2),
» Nahradime

h h
y0n +h/2) = y(xa) + 2y (m) + O(h*) = Y™+ S (xa, Y7,

» Dostaneme Collatzovu metodu:



» Odvozeni a uziti explicitni/implicitni Eulerovy metody.
» Odvozeni a uZiti Collatzovy metody.

» Konvergence obecné jednokrokové metody, lokalni a
akumulovana aproximaéni chyba.



Numerické YeSeni Cauchyovy tlohy

Cauchyova tloha pro ODR 1. ¥adu

Y =f(x,y), y(x)=w

Pozn.
» Co rozumime pod pojmem ¥eSeni?
> Pro¢ fesime ODR?

> Jakd je geometrickd interpretace tlohy?

(derivace = smé&rnice te¢ny, tedy je ddno vektorové pole)
» Ptedpoklady: f,f, -spojité pro x €< a,b>, y € R

» Jak hleddme numerické ¥eseni? | =< a, b >, a = xo,
x; = a—+ih, h=(b—a)/n, Y"zy(x,-):y,-

» PouZijeme Taylor. rozvoj!



Taylorliv polynom, ndhrady derivace
» Tayloriiv polynom pro y € C3 (1)

Yoot ) =y +y0on+ L o) ()

Yo 0 =y —y(n+ L Loy (@)

» Vyjad¥ime y’ z rovnic (1) nebo (2)

y/(X) _ y(X + h/)7 7Y(X) +O(h), y’(x) — y(X) — }I;(X B h)—|—0(h)
» nebo odeétenim
/ (x+h) —y(x—h) 2
Y= - +O(#)

» specialné& pro h = /~7/2!



Nahrady derivace

» explicitni Eulerova metoda

Yi+l _ Yi
y(x) ~
» implicitni Eulerova metoda

Yi+1 o Yi
y,(XH-l) ~ T

» vyuZijeme pozdé&ji/Collatzova metoda

yi+1 o Yi

y'(xi +h/2) = P



Eulerova metoda, chyba

PF.
y' = =2y +sinx, y(0)=1
PF.
/ J—

y' = =2y, y(0) =1

ReZeni. Expl. euler
xo =0, Y0 =1

x| = h, Yl =(1-2h)Y"°

Xp = nh, Y"=(1-2h)"Y°



Eulerova metoda, soustava rovnic
PF. ‘
X=AX, X0)=U

Reseni. Expl. euler

t, = nh, X"=(E+ hA)"U

Je-li U vlastni vektor pfislusny A = —2:

X" = (1+ h\)"U



Collatzova metoda

Odvozeni

Ad vyuZijeme pozdg&ji/Collatzova metoda

kde y(x) je FeSenim
y'(xi +h/2) = f(x; + h/2,y(x; + h/2))
UZijeme Taylora
y(xi + h/2) = y(xi) + h/2y'(xi) = y(x) + h/2f (x;, y(xi))
Dostaneme vzorec:
Yyt = Y"+hf<x,-+

h . h ;
=Y + - f(x,Y'
Y45 1Y)



Collatzova metoda, chyba

/

y' = =2y, y(0)=1

xp =0, Y0 =1
x; = h, Y1 =(1-2h+2r)Y"

Xp = nh, Y" = (1-2h+2h)"Y°

Jaky je rozdil mezi Collatzovou a Eulerovou metodou? Co maji
spole¢ného? Nelze pouZit néjakou lepsi metodu?



Jednokrokové metody

» Jednokrokova metoda:
YT = ¥4 hd(x;, Y, h)

» & = ®(x, y, h) - pFiristkova funkce.
» PV
®(x,y, h) = f(x,y)

h h
CD(X?y?h) =f (X+27y+2f(xvy)>



Chyba jednokrokové metody

Jednokrokova metoda:

v

YT =YL hd(x;, Y, h)

,

» PFesné FeSeni

y(xiv1) = y(xi) + h A(xi, y(xi), h)

v

Lokalni relativni diskretiza¢ni chyba

6 = 0(x;) = ®(x;, y(xi), h) — A(xi, y(xi), h)

v

N4ds ale zajima akumulovana diskretiza¢ni chyba

e =Y —y(x)



Chyba jednokrokové metody




Chyba jednokrokové metody

Jednokrokova metoda:

v

YT =YL ho(x;, Y, h)

v

Ptesné ¥eseni (A - presny relativni pFiristek)

y(xi+1) = y(xi) + h A(xi, y(xi), h)

Odectenim

v

et — el 4 p (Cb(x,-, Y h) — A(x;, y(xi), h))

©

kde

6 = (@0, Y7, h)=0(xi, (), )+P(xi, (), h) = Al y(x). h))
i

v




Jednokrokovd metoda
P¥edpoklady pro konvergenci

» Konsistence pFirlistkové funkce ® = ®(x, y, h), tj. spojitost a
navic
d(x,y,0) = f(x,y)
» (; - Lipschitzovskost pfirlistkové funkce P, tj.
[(x, y1, h) = ®(x, y2, h)| < Cily1 — yal.

Dostaneme odhad:

el < e + hCre' 4+ hd; = (1 + hCp)e' + hé;



Jednokrokova metoda

Konvergence
Mame odhad:
]ei+1] <(1+ hCL)\ei] + h|o;]
kde
|0;] < MKP

Postupné vidime, Ze

let| < Mhrt?

le?] < (14 hCp)le'|+ MrPTY = (1 + A)MAPT!

—_———
A
|} < Ale?| + MhPTL = (1 + A+ A2)MhPTE

An

le" < (1+A+---+ATHYMAPTL < : it yyWIE < Kh?



Z3avér: Jednokrokové metody

» P¥edpoklad (Py): Konsistence a lipschitzovskost pfirtistkové
funkce ®.

» Ukdzali-jsme: Pokud pro jednokrokovou metodu plati Py a
lokdIni relativni diskretiza¢ni chyba ¢ je p-tého ¥adu, pak
akumulovana diskretizaéni chyba je také ¥adu p!

K &emu to je?



Z3avér: Jednokrokové metody

» Ptedpoklad (Py): Konsistence a lipschitzovskost pfiriistkové
funkce ®.

» Ukdzali-jsme: Pokud pro jednokrokovou metodu plati Py a
lokaIni relativni diskretiza¢ni chyba § je p-tého ¥adu, pak
akumulovana diskretizaéni chyba je také ¥adu p!

K &emu to je?

» Eulerova metoda: jednokrokova, lokalni relativni
diskretiza¢ni chyba je 1. ¥adu

» Collatzova metoda: jednokrokovad, lokalni relativni
diskretiza¢ni chyba je 2. Fadu

» Konstrukce metod vy3siho ¥adu (!): Stadi najit ® tak, aby

|¢(X7ya h) - A(X7y7 h)| < ChP



v

Jednokrokové metody, metody vyssiho ¥adu, princip metod
Runge-Kutty.

Metody vyssiho ¥adu: Collatzova, RK3 a RK4.
A posteriorni odhady chyby: Metoda poloviéniho kroku.



Minule: Jednokrokové metody

> Jednokrokovd metoda (¢ - ptiriistkovd funkce)
YT =YL ho(x;, Y, h)
> Ptesné feeni (A - p¥esny relativni pFirdstek)
y(xit1) = y(xi) + h A(xi, y (i), h)

> tedy
y(xip1) = y(xi) + h®(xi, y(x;), h) + h6;

kde lokalni relativni diskretiza¢ni chyba

6 = A(xi, y(xi), h) — ®(xi, y(xi), h)



Jednokrokové metody
Metody vy$&iho ¥adu

v

Cauchyova tloha y' = f(x,y), y(x0) = yo

v

Metody Taylorova rozvoje

Y0+ B) = yl) + ¥/ (x0)h + 3" (o) + O(H?)

> UZijeme
d
" Y
Y'(x) = 5 (V) ()
» To je ale komplikované, nutno pro kaZzdou konkrétni tlohu

vypotitat f a f,. Zkusime jinak



Jednokrokové metody typu Runge-Kutta: n = 2.

» Jednokrokové metody

Y+ — y(O) 4 ho(x;, YD, h)

v

Hleddme co nejlepsi @ ve tvaru (RK)

(D(X,', Y(i)a h) = (.Ulk]_ + w2k2

>
ki = f(x;, yi)7 ko = f(x; + agh, Y+ hBa1k1)
» Srovname ® s A
y(x+h) —y(x 1
80009, = P < 10+ S ) 00
P

v

Srovname ¢ a A: 4 koeficienty w1, wo, @z, [B21.



Metoda Runge-Kutty 3. ¥adu.

Napt.
, . h
YTl —yiy 6(kl + 4ky + k3),

ki = f(x,Y"),
ko = f(x+ 252, Y 4 bky),
k3 = f(xi+h Y +h(2ks — ky)),

LokalInf relativni aproxima&ni chyba: O(h3).



Metoda Runge-Kutty 4. ¥adu.

Runge-Kutta 4. fadu: Napt.

. . h
ytl—yi4 g(kl + 2ko + 2ks + ki),

ki = f(x,Y"),

k> fOxi + 2 Y+ k),
ks fOxi + 2 Y+ ky),
ke = f(xi+h, Y + hks),

Lokalni relativni aproxima&ni chyba: O(h*).



Obecné: Metody typu Runge-Kutty n-tého stupné

Yl = yi4h <Z w,-k,-) :
i=1

i—1
ki = f(X,' + ajh, Y+ Z ,Bijk,')
Jj=1

» kde

v

Rad konvergence O(hP), pozor obecn& p # n!

nil 2 3 4 5 6
p|ll 2 3 4 4 5

v

Pozn. Volba kroku: h Ize volit i zdporné, Ize pouZit i volba
h > 1 - souvislost s O(hP)!



A posteriorni odhady chyb - metoda polovi¢niho kroku.

v

volime krok h > 0, vime

Y™ — y(xm) = c(xm)hP + O(th)

v

volime krok h = h/2, vime

~ P
V27— y () = c(;2m)’2’7 + O(hP*)

v

Odhad chyby

Y™ ¥2m — (xn)hP(1 — 2ip) + O(hP*)

v

Jind myslenka: RK4/5.



Volba kroku:

» vyznam O(hP) !
» Pr. 1
X + wix = sin(wat)

» chovani Feseni pro rovnici
y'==X, y(0)=D>0

charakter ¥e$eni a numerického FfeSenfi

v

y' = cosx + A(sinx — y), y(0)=0

X=AX, X(0)=u

v

tedy \ € C
y'=Xy, y(0)=z



Okrajové Ullohy, existence FeSeni

Linearni diferencidlni rovnice 2. Fadu

» Uloha A:

y'(x) =sin(x),  y(0) =2,y(m) =

» Uloha B:
y'+y=0,

okrajové podminky

» Uloha C:

—2.

—y"+y=0, y(0)=0,y(r)=0.

Ve v8ech pfipadech: hladkd data.

Existenci a jednoznaénost Feseni Ize zarudit jen pro dlohy ve

specialnim tvaru.



v

v

v

v

Okrajova dloha pro oby&ejnou linedrni diferencialni rovnici v
samoadjungovaném tvaru. Sturmovy okrajové podminky.
Existence a jednoznaénost FeSeni.

Numerické ¥eSeni okrajové tdlohy pro ODR.

Konvergence a odhad chyby.



Okrajova uloha pro diferencialni rovnici 2. ¥adu

Motivace: pro¢ okrajova tloha?

» Cauchyova uloha:

my” = F(x,y,y"),  y(a)=Ay'(a) =K

» Okrajova uloha:

my” = F(x,y,y'),  y(a)=Ay(b)=B



Okrajova uloha pro linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥adu

» Rovnice
Y'+ Ay + R(x)y = g(x), pro x € (a, b),
» Okrajové podminky, nap¥. Dirichletovy
y@=a,  y(b)=5,

» Existence a jednozna&né feseni y(x)?

e

pro okrajovou tlohu mnohem komplikovanéjsi



Okrajova uloha pro linedrni ODR 2. ¥adu

Uloha A:

v

y'"+y=0, y(0)=0, y(b)=y

v

Obecné Fedeni rovnice y(x) = Asinx + B cos x.

v

Okrajova podminka v x = 0 dava B = 0,

» Okrajova podminka v x = b:
y(r)=1, nebo y(r)=0, nebo y(r/2)=1,

Uloha B:

v

—y"4+y=0,  y(0)=0,y(x)=0.

Existenci a jednoznaénost FeSeni?



Uloha v samoadjungovaném tvaru

Okrajova tloha:
— (p(x)y") + a(x)y = f(x), (3)
a okrajové podminky
ary'(a) +azy(a) = a3, Piy'(b) + Pay(b) = B3.  (4)

Véta: Necht plati
(i) p(x), p'(x), g(x), f(x) - spojité funkce na (a, b)
(i) p(x) >0, g(x) >0 pro x € (a, b)
Pak existuje pravé jedno ¥eeni okrajové dlohy (3-4) (s jedinou
vyjimkou pfipadu az = B, = 0 = q(x)).



Princip numerického Feseni
e o o o o o o o o o

a X b
;

v

Oznalme pFesné FeSeni y = y(x) pro x € | = (a, b).

rozdélime | s krokem h

v

xi=a-+ih, —oznatme q; = q(x),fi = f(x;), pi = p(x;)

P¥iblizné reseni

v

Y & y(x)
» Rovnici —(py’)’ + gy = f nahradime v bodech x;
aylx ~ q;Y’
f‘Xi = fi

- (Py/)/ ~ —(pyY'lx4n/2 — PY'[x—ns2)/



Diferenéni ndhrada v uzlu x;

® o ® o o
X X X X X
i-1 i-1/2 i i+1/2 i+1

» UZijeme nahradu 1. derivace

F(x) = f(x+ h)2—hf(x— h) - o)

» s krokem h/2

Pir1y (X 1) = Py (% 1)

N
(P}/)’Xi"’ h )

Yi+1 - Yi Yi o Yi—l
G EVR A A/ POR et

N

> tedy dostaneme

piY' = (P +p)Y P Y

(py'), |Xi ~ h2



Diferenéni schéma pro Dirichletovu tlohu

Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu dlohu
— () +ay =T, y(a) = A, y(b) =B,
soustavou rovnicproi=1,...,n—1
i—1 2 i i+1 42

kde dosadime za YO = A, Y" = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:
» Matice soustavy je symetrickd, t¥idiagonalni.
» Matice soustavy je diagondln& dominantni (p > 0,q > 0).
» Je-li g > 0 pak matice soustavy je ODD. Vzdy je IDD (?)
» Matice soustavy je pozitivné definitni (p > 0,q > 0).



Diferenéni nahrada dif. rovnice

V&ta: Pro p € C3(1), y € C*(I) plati

LS e e

X=X h

(py")

Bez dikazu.



Lokalni diskretizaéni chyba, globdlni chyba

Dirichletova uloha

Vime: P¥esné ¥edeni Dirichletovy dlohy y(x) spliiuje
— () +ay =T, y(@)=A y(b)=8B,  (6)
pro y € C*(I) a ¥ hodnoty ¥efeni y(x) v uzlech sit& x; plati,
Ay = Fn+ 1, nm,i = O(h")

P¥iblizné ¥eSeni Y spliiuje

Tedy

Norma inverzni matice ?



Odhad chyby pro spec. rovnici

» Uloha —y” = f(x), y(a) = 0, y(b) = 0.
» Vede na soustavu rovnic s matici A

2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0
0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0

» Symetrickd poz. definitni matice:
A2 = 1/ iy =~ n? /72 = 1/(72h?)

P NP OOOOO

N+, OOOO OO



Numerické YeSeni vybraného problému

4 pi
" _
-y = ﬁcos(ax), y(-1)

Zname analytické ¥eSeni.



vv

Numericka ¥eseni, konvergence

4 pi
" o__
-y = ﬁcos(ix),

-1 -0.5 0 0.5 1

Numerické ¥eSeni, krok h = % h= %, h= =



Numericka ¥eSeni, chyba




Numericka ¥eSeni

Konvergence zavisi na tloze

—(x%'Y =1,  y(0)=y(1)=0

0




» Parcidlni diferencidlni rovnice a okrajova dloha.
» Okrajova tloha pro Poissonovu rovnici.

» Numerické YeSeni Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici.



Parcialni diferencialni rovnice
Co jsou parcialni diferencialni rovnice?

» PY. rovnice kontinuity

AP
ox;
» PY. deformace pruiného télesa

Z o
= Ojj = Cjjki€ki
0, ij ij
xj

» P¥. Navier-Stokesovy rovnice

A(pvi) d(pvjvi) oTjj
o 2 oy Zaxj

» Omezime se na: Linearni PDR 2. ¥adu ve 2D, tedy
0%u 0u 0%u ou

JTu O O O O f
Ox? Ox0y Oy? Ox Oy su =



Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici

Existence ¥eSeni?

Hleddme u € C?(Q) U C(Q) takové, Ze

v

—Au="fvQ, u=g na 09

Existence (klasického) Fedeni zavisi na vlastnostech f, ¢ a Q.
Véta: Q oblast s hladkou hranici (C?), ¢ € C(Q), f € C1(Q),
pak existuje pravé jedno Yedeni u € C?(Q).

Véta: Q konvexni, Lipschitzovsky spojita hranice, p € C(Q),
f = 0, pak existuje pravé jedno Yedeni u € C?(Q).

v

v

v



Metoda siti 2D

Aproximujeme u(x, y), [x,y] € Q C R?: volime h > 0,
ozna&ime x; = xg + ih, sitové &iry x = x;

oznatime y; = yo + jh, sitové Eiry y = y;

oznatime P;j = [x;, y;] priisetiky sitovych &ar v Q

vV V. v VY

u(P;j) =~ U;j, derivace — diference, dostaneme

Gh(Un) = Fp



Diferen¢ni ndhrady parcialni derivace

ij+l

» 2. centralni diference

f(xo + h) —2f(x) + f(xo — h)

12 = f"(x0) +

O(h?).

» UZijeme 2. centralni diferenci ve smé&ru x resp. y, chyba O(h?)

» nahradime

9%u UiflJ — 2U,'7J' + U,'+1,_,'
@(Xi,yj) ~ h2
d%u Uij—1—2Uij + Ui j11

87}/2()("?)/]) ~ 2

I

9



Diferen¢ni ndhrady 2. parcialni derivace

ij+l

Pl—l] Pi’j Pi+1,j
Pi,j—l
g 2
o0“u UiflJ — 2U,'7J' + U,'Jr]_’j
ﬁ(xiayj) ~ 2 )
9u Ujo1 — 2Uij + Upja
aiyg(xl')yj)% = hzlj o )

» Ndhrada rovnice —Au = f v bod& P; ;
—Uijo1— Ui1j+4Uij = Uijia — Uy = Bf;

> jen pro P;; , ktery ,ma vSechny sousedy”, takovy uzel
nazyvame regularni.



Hrani¢ni a nereguldrni uzly

v

Aproximujeme Yedeni u(P; ) ~ U;;

v

Ozna&ime hraniéni, regularni a neregularni uzly.

» v hrani¢nich uzlech Q - uZijeme Dirichletovy okrajové
podminky
Uq = »(Q)

v neregularnich uzlech Py - chceme zachovat ¥ad
aproximace!

v



Nahrada v nereguldrnim uzlu

\ R N Q  ipmia

» Hodnotu v neregularnim uzlu - linedrni interpolace

Ur— Uy _ Uy—Ug
h  oh

> tedy
(14+6)Uny —6Ur = Uq

» Pozn. pro hladké FeSeni je tato ndhrada 2. ¥adu presnosti.



Vlastnosti soustavy rovnic. Rad aproximace

2

v

Vyslednd soustava rovnic je linedrni soustava rovnic (cca n
neznamych).

v

Matice soustavy je symetricka (?, pozor, nereguldrni uzly)
» Matice soustavy je DD (ne v8ak ODD), vétSinou IDD.
» Matice soustavy je pozitivné definitni.

» Lokalni chyba aproximace O(h?). Co plati pro globaIni chybu?
ep = U — Uh
AnUp = Fp

Apu = Fpp + np, nh = O(h")
Je e = O(h?)?

v



Poissonova rovnice

P¥iklad

33.

Je ddna Dirichletova tloha Au = 4 v oblasti 2 tvofené
CtyFuhelnikem s vrcholy [0; 0], [2; 0], [0;1.8], [1.4;1.8] s
okrajovou podminkou u(x,y) = x? na hranici I = 9Q

Nadrtnéte obrazek s &islovanim uzld pro h = 0.6

Sestavte sit'ové rovnice, v neregularnich uzlech uZijte linedrni
interpolace.

Je ddna Dirichletova dloha Au = x(y + 1) v oblasti Q tvorené
CtyFuhelnikem s vrcholy [0; 0], [1.8;0], [0;1.5] a [1.5;1.5]. s
okrajovou podminkou u(x,y) = x + y na hranicil.

Volte h = 0.5, nakreslete obrazek oblasti, zobrazte vSechny
sitové &ary, sitové uzly uvnit¥ oblasti, reguldrni neregularni a
hrani¢ni uzly, &islovani uzld.

Sestavte sit'ové rovnice, v neregularnich uzlech uZijte linedrni
interpolace.



P¥ednagka ¢. 10

Rovnice vedeni tepla

» Metoda siti pro rovnici vedeni tepla.
» Explicitni a implicitni schéma.

» Konvergence a stabilita schémat.



Rovnice vedeni tepla

Formulace smiSené udlohy

» Uloha:
@ — @ + f
ot Pox2 ’
» pocate¢ni podminka
u(x,0) = uop(x), x € (a, b),
» okrajové podminky (Dirichlet)

u(a, t) = a(t), u(b, t) = p(t), t>0.



Metoda siti a aproximace feseni

» Rovnice:
@ 82u L
ot~ Pox2
» Sit: Volime krok h = (b — a)/n a krok 7 > 0.

X; = a+ ih, tx = kT,

v

Sitové uzly P¥ a aproximace Feeni UK

P,-k = [X,', tk], U,-k ~ u(X,', tk).

v

Postup Feseni:

{U%} = (U1} = (U} = (U3} ..



Nahrady derivaci

» Vime (Taylor): Pro f € C* plati

ot h) = £+ FGon+ e 4 oty
F(x — h) = f(x) — F/(x)h + fﬂéx) W — f/;(lx) W+ O(h*)
» Settenim

f(x + h) — 2f(x) + f(x — h) = f"(x)h* + O(h*)
» Z 1. rovnice

F(x) = f(X+h,)7_ f(x) - O(h)




Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma

v

v

v

v

Rovnice:

@ 82u
ot~ Pox2
Nahrada v uzlu P¥, chyba O(h? + 7)

+f,

K K k
e pUifl —2U7 + Ui, 4 K
T h2 r
ndsobime 7, oznatime o = 77
UKt = oUF | + (1= 20)Uf + o Ufy + 7EF
Stabilita:
PT _ 1
o="%< =
h?2 — 2°

)



Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma - stabilita
» Schéma:
Ut = o US4+ (1= 20)Uf + o Uy + 7K,

> Je chyba "mal3d", je-li ha 7 "malé"?
volime h =0.01, 7 = 0.001, o = # =10

U = e, u(x,0) = (100x)%,  u(0,t) =0,  u(0.05,t) =25

t x| 0|0.01]|0.02]|0.03|0.04|0.05




Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma - stabilita
» Schéma:
Ut = o US4+ (1= 20)Uf + o Uy + 7K,

> Je chyba "mal3d", je-li ha 7 "malé"?
volime h =0.01, 7 = 0.001, o = # =10

U = e, u(x,0) = (100x)%,  u(0,t) =0,  u(0.05,t) =25

t x |0)|001]0.02]|0.03|0.04]|0.05

0.001 | O 21 24 29 36 25




Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma - stabilita
» Schéma:
Ut = o US4+ (1= 20)Uf + o Uy + 7K,

> Je chyba "mal3d", je-li ha 7 "malé"?
volime h =0.01, 7 = 0.001, o = # =10

U = Uy, u(x, 0) = (100x)?, u(0,t) =0, 4(0.05,t) = 25
t x 0| 0.01]0.02|0.03]|0.04]0.05
0 0 1 4 9 16 25
0.001 | O 21 24 29 36 25
0.002 | 0 | -159 44 49 | -144 25




Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma - stabilita
» Schéma:
Ut = o US4+ (1= 20)Uf + o Uy + 7K,

> Je chyba "mal3d", je-li ha 7 "malé"?
volime h =0.01, 7 = 0.001, o = # =10

U = e, u(x,0) = (100x)%,  u(0,t) =0,  u(0.05,t) =25
t x 0| 0.01 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05
0 0 1 4 9 16 25
0.001 |0 21 24 29 36 25
0.002 | 0 | -159 44 49 | -144 25
0.003 [ 0| 3461 | -1936 | ... | ...4 25




Rovnice vedeni tepla

Explicitni schéma - stabilita
» Schéma:
UMY = o U 4+ (1 = 20) UK + o UK + 7FK,

» Je chyba "mald”, je-li ha 7 "malé"?
volime h = 0.01, 7 = 0.00005, o = 5> = 0.5

h
up = e, u(x,0) = (100x)2,  u(0,t) =0,  u(0.05,t) =25
t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 | 0.05
0 0 1 4 9 16 25
0.0005 | O 2 5 10 17 25
0.0010 | O 2.5 6 11 17.5 25
0.0015 | O 3 6.75 12.25 18 25
0.0020 | 0 | 3.375 | 7.625 | 12.375 | 18.625 25




Rovnice vedeni tepla

Implicitni schéma

h
P‘,k-i-l
» Rovnice:
@ B 82u L
ot Pax2

» Néhrada v uzlu PX™, chyba O(h? + 1)

k+1 k1 k1 gkt
Ut - U U 207 + U 4k
T - P h? P

» nasobime 7, ozna&ime o = dostavame

h21

—oUf + (14 20)Uf T — o U = UF + r£5H



Rovnice vedeni tepla - shrnuti
Explicitni a implicitni schéma

explicitni implicitn{
h
Kl
T T E
Pk
h i

» Rovnice:

ou_ o
8t_p8X2

» Ndhrada v uzlu P,-k, explicitni schéma

+f,

k41 K ko K
Uit Uk U S 2UR U,
T - P h? i

» Nahrada v uzlu Pl.k+1, implicitni schéma

K1 _ [k kt1 K1, gkl
U - Ut pUi—l 207 + UL 4 e
T h? !



Rovnice vedeni tepla
P¥iklad

a) Je ddna smi¥en3 tloha

Ou 0382”+ blasti Q = {[x; ] 0:1) 0}
— =0.3— xt v oblasti =A{|x;t]: x € (0;1); t >
ot ox?

u(x,0) = x> pro x € (0;1)

u(0,t) =0, u(l,t) = prot >0

2t+1
b) Ové&fte spInéni podminek souhlasu

c) Urete pro 7 = 0.1 minim3lIni krok h tak, aby explicitni metoda byla stabilni a bod P = [0.25;0.1] byl
uzlem sit&.

d) Pro hodnoty 7 a h z bodu (b) uréete p¥ibliznou hodnotu ¥eSeni v bod& P uZitim explicitni metody

e) Provolbu h = 7 = 0.25 sestavte soustavu sit'ovych rovnic pro prvni &asovou vrstvu uZitim implicitniho
schématu.



» Metoda siti pro vinovou rovnici.
» Explicitni a implicitni schéma.

» Konvergence a stabilita schémat.



Formulace smiSené ulohy pro vinovou rovnici

» Vinova rovnice (¢ > 0)

Pu 282
92t~ © ox?

> pocatecni podminky

+f,

u(x,0) = up(x), x € (a, b),

Yx,0) = m(x),  xe(ab)
» okrajové podminky (Dirichlet)
u(a, t) = at), u(b, t) = B(t), t>0.

» Pozor: podminky souhlasu - poloha a rychlost!



Metoda siti a aproximace feseni

» Rovnice: o2 2,
U_ 2
= f,
o2 " "ot
» Sit: Volime krok h = (b — a)/n a krok 7 > 0.

X; = a+ ih, tx = kT,

v

Sitové uzly P¥ a aproximace Feeni UK

P, = [X,', tk], U,-k ~ u(X,', tk).

v

Postup Feseni:

(U7} AU = {Uy — {UP} ...



Nahrada na 1. ¢asové vrstvé

» UZijeme Tayloriiv rozvoj a potateéni podminku pro u(x;,0) a
du(y. 0)-
ot (xi; 0):

U} ~ u(x;, ) = u(x;,0) + T?:(Xiao) +0(7%)



Taylorliv polynom, ndhrada derivace

» Tayloriiv polynom (f € C*)

/ 1" h? " h? 4
/ 1" h? " h? 4
F(x— ) = F(x) = F/(x)h+ ()2 — F"(x) 5+ O(K?)...

f(x + h) — f(x — h) = 2f(x) + f"(x)h* + O(h*)



Explicitni schéma pro vinovou rovnici

» Explicitni schéma v uzlu P,-k:

Ut —2uk 4 Uf? U,+1 Uk + UK, L
72 h2 i

» Ndisobime 72, ozna&ime o2 = h2 , explicitné vyjad¥ime U; k+1



Explicitni schéma pro vinovou rovnici

Néhrada v reguldrnim uzlu

v

Nahrada v uzlu P,-k, explicitni schéma

Ut = 02Ul +2(1— 0®)UF + 02 Ufy — UF T+ 726

v

Stabilita:

= — <1.
o P

v

Lokalni chyba aproximace

O(h2 + 7'2)

v

Lze uzit implicitniho schématu, tak aby byla zarucena
stabilita vZdy.



Implicitni schéma
Néhrada v reguldrnim uzlu

» Rovnice:

» Nahrada v uzlu P,-k:

82 (Pk) UI!<+1 o 2U’k + U’_kfl

2t 2
8 U(Pk) U’Ii:il 2U’!<+1 + ljikj_l1 + - Ul+1 - 2U,'k71 + U,k;ll
0% 2 h? 2 h2

Dosadime do rovnice, ndsobime 72,

» oznalime

> vyjad¥ime soustavu pro U,.k+1

1 1 1 _ 1
—Eg2ufj}+(1+a yukEt - EUZU,F:E = 5a2uf -+ o?uk 1+5 U

12Uk 4 2



Explicitni a imlicitni schéma pro vlnovou rovnici

» Explicitni schéma v uzlu P,-k:

Uf(Jrl — 2U/k + Uiki1 _ Ul+1 2Ulk + Uilil
2 - h2

k

+f

» Implicitni schéma v uzlu PX:

k+1 k k—1 2 yk+1 _ k+1 k+1 2 k=1 _ k—1 k—1
UKL oy Ukt 2 U —2uf T Ut 2 Uit —auf T U
=— + = +f;
72 2 h2 2 2

» Ndasobime 72, oznatime o2 = explicitné vyjad¥ime Uk+1

h2’



VInova rovnice

P¥iklad
Je dédna smiSend dloha pro vinovou rovnici
Pu 9\20%u
o2 = (5) gt
u(x,0) = x*, 2(x,0) = 1—x° pro x € (-
u(-1,t) = 1, u(l,t) = 1+Lt2 pro t € (0; 00)

a) Ové&fte spln&ni podminek souhlasu (pro polohu a rychlost).

b) Urcete maximalni krok 7 tak, aby byla spln&na podminka stability
pro explicitni metodu s prostorovym krokem h = 0.2. Odvod'te
schéma pro explicitni metodu.

c) Odvod'te soustavu sit'ovych rovnic pro ur€eni pfibliznych hodnot
YeSeni prvni Zasové vrstvé s chybou O(72).

d) Stanovte pfibliznou hodnotu ¥eSeni v bod& A = [0.2; 0.2] explicitni
metodou, volta krok h = 0.2 a 7 (maximalni) tak, aby explicitn{
schéma bylo stabilni a bod A byl uzlem sité.

e) Sestavte sitové rovnice implicitniho schématu pro danou rovnici na
2. Casové vrstvé pro volbu h = 0.25 a 7 = 0.5.



P¥edn

O\
UK

ka & 12/13

» Opakovani, feSeni zkouskovych p¥ikladd.
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