VARIANTA 2004/1
1. Je déana Cauchyova uloha

(x+1)y" =2y +Iny, y(0) =1, ¥/ (0) = 2.
(a) Zapiste oblast G, v niz jsou splnény podminky existence a jednoznacénosti jejtho Feseni.

(b) S krokem h = 0.2 urcete uzitim 1. modifikace Eulerovy metody pfibliznou hodnotu 3’(0.2) !

2. Je ddna soustava linedrnich rovnic tvaru AX = B, kde
p+1 5
01, B = 3
2 -1

A:

)

— =

1
2
0

(a) Pro které parametry p € R nelze soustavu Tesit Gauss-Seidelovou itera¢ni metodou? (Urcete
vSechny takové hodnoty)

(b) Pro p = —2 uréete XM touto metodou pii volbe X = B.

I. Dana smisend uloha

ou 0%u x

(a) Ovérte podminky souhlasu.
(b) Reste metodou siti uzitim explicitni formule. Volte krok h a 7 maximélni tak, aby byla splnéna

podminka stability a bod A[0.7,0.02] byl uzlem sité. Uréete ptibliznou hodnotu feseni v bodé A.

IT. Je déna okrajovd tloha Au = 3 v oblasti tvofené ¢tyiihelnikem s vrcholy [0, 0], [2,0], [0, 1.5], [1.5,1.5]

na hranici u(z,y) = ;—ﬁ

(a) Ukazte, ze pro dostatecné hladkou funkci z = z(z) je vyraz
7z (2(z + h) — 2z(x) + z(z — h)) aproximac{ z”(z) druhého Fédu presnosti!

(b) Odvodte diferenéni schéma pro feseni okrajové tlohy metodou siti v reguldrnim uzlu.

(c) Sestavte sitové rovnice v uzlech sité lezicich na pifmce y = 1 které vzniknou pfi fesen{ tilohy metodou
siti s krokem h=0.5. V neregularnich uzlech uzijte linearni interpolaci.



Vysledky
1. k1 = (2,0), Ypon = (1.2,2), ko = (2,0.35) , Y = (1.4,2.07)

2. |Ug| = 16A3 —2)\2 +2)\%(p + 1), pro |p| > 4 GS nekonverguje.

XM = (1/4,11/8,-3/8) = (0.25,1.375, —0.375)

I. 7=0.01, 0 =04,

Us=04-133+02-138+0.4-143+4-0.01 =141

II.



NMA

() (3

a) ZapiSte oblast existence a jednozna¢nosti maximélniho feseni dané Cauchyovy tlohy.

1. Dana CU

b) Volte krok h = 0.2 a spocitejte piibliznou hodnotu Y'(0.4) pomoci takové metody, kterd je druhého
fadu pfesnosti.

2. Déana Dirichletova iloha Au = —4 na oblasti €2 s okrajovou podminkou u = x -y na hranici €2 . Oblast
Qjeomezendaz =0, =2, y=0ay=2.

a) Volte krok h = 0.5, nakreslete oblast {2, vyznacte vechny sitové pifmky. Vzniklé uzly ocislujte a
oznacte vSechny reguldrni i neregularni uzly.

b) Sestavte viechny sitové rovnice, které dostanete pii fesenf dané tlohy metodou siti, tak aby schema
bylo druhého fadu presnosti.

¢) Odvod'te diferenéni rovnici v obecném nereguldrnim uzlu pomoci linedrni interpolace.

I. Je déna soustava Ax = b, kde

1 p 0 1
A= -1 2 -1 |, b=10
0 p 4 4

a) Pro jaké hodnoty parametru p € R je matice A ODD? Kdy je symetrickd a soucasné pozitivné
definitni?

b) Urcete vSechny hodnoty parametru p € R, pro které je Gauss-Seidelova itera¢ni metoda pro danou
soustavu konvergentni.

¢) Volte hodnotu p = —1 a X© = (1,-2,1)7. Spoététe pomoci Gauss-Seidelovy iteracni metody
X,

II. Dana smisend uloha
ou _ 10%w _
ot 30x2

)

u(z,0) =ax +0b prox €< 0,1 >,
u(0,t) =e”" u(l,t) =0 prot>0.
a) Urcete, pro které hodnoty a,b € R jsou splnény podminky souhlasu.

b) Volte krok h = 0.1. Kterd z voleb 7 = 0.1,0.05,0.02 zarucuje stabilitu explicitniho schématu?
(Zduvodnéte pro kazdou hodnotu)

c¢) Volte h = 0.1 a7 = 0.01 a spo¢téte pribliznou hodnotu u(0.5,0.02) pomoci explicitniho schematu.



1.

RESENI
a) G={[z,y1,y2] : @ > —1}.
b) 1. modifikace Eulerovy metody
r=0 Y°=(0,00", ki =(0,0, Yporm =
ko = (0.09,0)T
—Y! =(0.018),0
r=02 Y'=(0,0.018)", k& =(0.166,0)7,

ko = (0.231,0)T
— Y2 =(0.064,0)

r=0 Y°=(0,00T, ki =(0,0)T,
ko = (0.16,0)7
—Y! = (0.0166,0)
r=02 Y'=(0.0166,0)", k = (0.166,0)7,

ko = (0.2857,0)T
—Y? = (0.0619,0)

AU, — Uy — Uy = 1
AUy — Uy —Us—1 =1

AUs —Us — Uy — U — Ug = 1
AUy — Uy —Us —Ug—1 =1
AUy —Us—Us —3—3=1

(0,0),

Ypoum = (0.035,0),

YPOM = (Oa O)a

Yponm = (0.2,0),

AUy — Uy —Us —Us = 1
AU, — Uy —Us —Ur =1

AUs—Us —Us —Ug—2 =1
AUs —Us —Ug —Us —2 =1

a) Neni ODD, p=-1 ... je symetrickd, poz. def. A; =1>0,A2=2-1>0,A3=8—-1-4>0

b) A =8\ + Ap+ 4A%p, A3 = —2p, pouze pro |p| < 8/5 konvergentni.

c)
X!t = (-1,0,1)T

a) a=-1, b=1
b)
1 o
h=0.1, 7=0.1 — c=333> 3 nestabilni
— 1
h=0.1, 7=0.05 — oc=1.66 > 3 nestabilni
— 1
h=0.1, 7=0.02 — o =0.66 > 5 nestabilni
c) o= %
03| 04 0.5 0.6 | 0.7
t=0 0.7 0.6 0.5 04 |03
t=0.01 0.61 | 0.51 | 0.41
t=0.02 0.52




VARIANTA 27/6/2006

1. Déna smiSend tloha
ou 9*u
ot =452 t T,

w(z,0) =ax+0b pro x €< 0,4 >,
w(0,t)=2+¢t wu(4,t)=-2 prot>0.
a) Uréete, pro které hodnoty a,b € R jsou splnény podminky souhlasu.

b) Odvod'te sitovou rovnici v reguldrnim uzlu (k+1)-n{ éasové vrstvy pfi feSeni dané tilohy
implicitni metodou.

c¢) Volte krok h a 7 maximdln{ tak, aby implicitni metoda byla stabiln{ a bod A = [1.0,0.5]
byl uzlem sité. Sestavte rovnice implicitniho schematu na prvni ¢asové vrstvé.

2. Je déna soustava Ax = b, kde

1 p 0 1
A= -1 2 -1 |, b=1 0
0 p 4 4

a) Pro jaké hodnoty parametru p € R je matice A ODD? Zduvodnéte!

b) Uréete vSechny hodnoty parametru p € R, pro které je Jacobiho itera¢ni metoda pro
danou soustavu konvergentni.

¢) Volte p=—1a X© = (1,-2,1)7. Spoctéte pomoci Jacobiho iteraéni metody X ).

3. Déna CU 2/
Y + Y

:2 = / =
is ooz =2 y0)=3y(0)=0

y// _"_

a) Zapiste interval existence a jednoznacnosti maximéalntho Feseni dané Cauchyovy ulohy.
b) Volte krok h = 1.0 a spoéitejte ptiblizné hodnoty y(1.0) a y’(1.0) pomoci Collatzovy
metody.

4. Déna Dirichletova tiloha —Awu = 1 na oblasti €2 s okrajovou podminkou u = x - y na hranici
2. Oblast Q je ddna pomoci z >0,y > 0ay <4 — 2.

a) Odvod'te diferen¢ni rovnici pro danou tilohu v obecném reguldrnim uzlu a ukazte, Ze je
druhého fadu presnosti.

b) Volte krok h = 0.5 a sestavte sifové rovnice pro vsechny uzly, které lezi na pifmce
y = 0.5 tak, aby schéma bylo druhého fddu pfesnosti.



RESENI

a) I =(-2,3).
b) prevod
Y2
Y/ = ( 20 — 3y2 Y1 ) ) Y(O) = (3aO)T
x+2 x—3
Resen{

r=0 Y°=(3,07, ki =(0,1)T, Yporm = (3,057,
ks = (0.5,1.6)7
—Y!'=(3.5,1.6), y(1.0) ~ 3.5, y'(1.0)~ 1.6.

AU, —Us — Uy —0—0=0.25
AUy — Uy —Us —Us —0=0.25
Q = [1.87,0.5],6 = 0.74

1.74U3 — 0.74U5 = 0.935

a) Neni ODD.
b) A =8)\% +5p), [A2.3
c)

2 = | 22| konvergentn{ pro |p| < 8/5.

X! =(-1,1,05)T
a) a=-1, b=2

¢) h=1.0, 7 = 0.5, 0 = 2.0

44‘.444444444
e
-

. 5U4—2Ug -5 = 1405
5Up —2UA —2Us = 0+0.5-2

5Uc —2Up+4 = —-1405-3



VARIANTA 149

1. Déna CU

/
1 y !
Ly =2 0)=9,4(0)=0
vt N y(0) =9,4'(0)

a) Zapiste oblast existence a jednozna¢nosti maximalniho feSeni{ dané Cauchyovy ulohy.
b) Volte krok h = 2.0 a spoéitejte ptiblizné hodnoty y(2.0) a y'(2.0) pomoci Collatzovy
metody.

2. Déana Dirichletova tloha Au = 1 na oblasti Q s okrajovou podminkou v = x + y na hranici
) . Oblast Q je ddna jako ¢tyfihelnik s vrcholy [0, 0][1.5,0],[1,1.5], [0, 1.5].
a) Ukazte, ze pro u € C* je druhd centralni diference ndhradou u” s presnost{ O(h?).
b) Odvod'te diferenén{ rovnici pro danou tlohu v obecném reguldrnim uzlu.
c) Volte krok h = 0.5 a sestavte sifové rovnice. V neregularnich uzlech uZijte linearni
interpolaci.

3. Je ddna soustava Az = b, kde

1 4
b=1| 3
2

4 0 p
A= 0 2
10

N~

a) Pro jaké hodnoty parametru p € R je matice A ODD? Zduvodnéte!

b) Urcete vSechny hodnoty parametru p € R pro které je GS itera¢ni metoda pro danou
soustavu konvergentni.

¢) Volte p=2a X© = (2,1,0)7. Spoctéte pomoci GS iteraéni metody X1,

4. Déna smiSend uloha
2
ou O°u 3 ;

ot Ox?
u(z,0) =ax +b proz €< 1,4 >,
u(l,t) =2 u(4,t) =5 prot>0.

a) Urcete pro které hodnoty a,b € R jsou splnény podminky souhlasu.

b) Volte maximalni krok h a 7 tak, aby explicitni metoda byla stabilni a bod A = [2.0,1.]
byl uzlem sité.

¢) Spoctéte pribliznou hodnotu feseni v bodé A explicitni metodou.



RESENI

a) x>—1,y > 0.

b) prevod
Y = & Y(0) = (9,0)7.
(omvito ) YO =00
Resen{

z=0 Y°=(9,07, ki =(0,-1)T, Yponu =(9,-1)7,
ko = (—1,-0.5)T
- Yt =(7,-1), y(2.0)~7, y'(20)~-1

AUy — Uy — Us — 0.5 — 0.5 = —0.25
AUy —Uy — Uy —1—2=—0.25
Q2 = [1.166,1],5 = 0.66

Q1 = [1.33,0.5,6 = 0.33

1.33U4 — 0.33U3 = 2.166
1.66U> — 0.66U; = 1.833

a) [p—1] <4
b) p—1] <8
c)
X! =(1,1.5,0.5)T
A; a) a=1, b=1

b) h=1.0, 7 = 0.5, 0 = 0.5

R J
--@---

1 — ¢) 0 =05, Up=2Us=45Up =55, Uy =5.25.




NMA

1. Déna C.U.

a)
b)

c)

10 10
//: / :1 / :_1
TVt ey w0 =150

Y

Zapiste oblast existence a jednoznacnosti feseni dané tlohy.
Uzitim Eulerovy metody s krokem h = 0.5 spocitejte y(1,0) a 3/(1,0).
Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 0.5 spocitejte y(0,5) a 3/(0,5).

2. Déna Dirichletova tiloha Au = 10 na oblasti €2 s okrajovou podminkou u(z,y) = z+y
na hranici 9Q. Oblast €2 je étyitihelnik s vrcholy [0;0][%2; 0], [ 1], [0; 1].

(a)
(b)
()

107 10°

Ukazte, ze pro dostatetné hladkou funkci z = z(x) je vyraz
a7 (2(x + h) — 2z(x) + z(z — h)) aproximaci 2”(z) druhého Fédu presnostil

Volte krok h = 0.5. Zakreslete oblast a sit s ¢islovanim uzli. Sestavte sitové
rovnice pro danou tlohu ve vsech regularnich uzlech.

Sestavte sifové rovnice pro danou ilohu ve viech nereguldrnich uzlech. Uzijte
linedrni interpolaci!

3. Dédna smiSend uloha

(a)

(b)
()

- a2
u—3%4+t+ua,

uw(r,0) =ar +b+a2*—bx+4 prox €< 1,4 >,
u(l,t) =0 u(4,t) =0 prot>0.

Ukazte, ze pro dostatetné hladkou funkci z = z(x) je vyraz
57 (2(x + k) — z(z — h)) aproximaci /() druhého Fddu presnosti!

Urcete hodnoty a,b € R tak, aby byly splnény podminky souhlasu. Volte ma-
ximalni krok h a 7 tak, aby explicitni metoda byla stabilni a bod A = [2;0, 3]
byl uzlem sité.

Spoctéte pribliznou hodnotu feseni v bodé A explicitni metodou.

Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tvercu. Odvod’te soustavu normalnich
rovnic pro polynom nejvyse 1. stupne a obecnou tabulku hodnot x;,y;, ¢ =
0...n.

Je dana tabulka hodnot

v |11 1.006

Urcete polynom pj nejvyse 1. stupné, ktery ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu
nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot.

Uréete polynom, ktery interpoluje danou tabulku hodnot.



1. CU:
(a) x # —1, x # 2.

(b) Eulerova metoda:
Y(0.5) ~ (0.50000, 1.5)

Y (1.0) ~ (1.25,8.166)

(c) Collatzova metoda:
ki = (—1.00000, 5)

Yyom = (0.75000, 0.25)
ky = (0.25,7.43)
Y (0.5) ~ (0.25,7.43)

2. Dirichletova uloha

(a)
(b) jediny regularni uzel (U;)

—4U; + Uy + (0+0.5) 4+ (0.5 +0) + (1.0 + 0.5) = 0.5 10
(c) jediny neregularni uzel (Us)
Q =[1.25,0.5],6 = 0.5
(140.5)Us — 0.5U; = (1.25 +0.5)

3. Smisena uloha

L (a)
¢ (b) a=0,b=0, =015 h=1
B c' b
o oo |
§ 3 (C) UC ~ —0.8, UD ~ —0.65,

U ~ 0.45 (0—0.65)+(1—0.9) (—0.8)+0.15 (240.15).
4. MNC/Interpolace

(a)
(b) pi(x) =0.9 —0.25z
(C) p[NT(x) =1-0.25z — 085$2



ZKOUSKA NMA

1. Je ddna Cauchyova uloha
x
wy 52y = — Y, y() =4 y(1)=0

(a) Zapiste postacujici podminky zarucujici existenci a jednoznacnost feseni dané Cauchyovy tlohy
a najdéte oblast, kde jsou splnény.

(b) S krokem h = 0.2 urcete piibliznou hodnotu y’(1.2) pomoci Collatzovy metody(1. modifikace
Eulerovy metody).

2. Pro soustavu Ax = b, kde

1 p 0 1
A= -1 2 -1 ], »v=1]o0
0 p 4 4

a) Definujte pojem ostfe diagondlné dominantni (ODD) matice pro matici B = (b;;) typu 3x3.
Urcete vSechny hodnoty parametru p € R pro které je zadand matice A ODD!

b) Zapiste nutnou a postacujici podminku pro konvergenci Jacobiho metody. Urcete vSechny
hodnoty parametru p € R, pro které je splnéna.

¢) Volte p=—1a X = (1,-2,1)". Spoctéte X ) Jacobiho iteracni metodou .

I. Je dana smiSend uloha

ou_10
o2 9 0x>
ou
u(z,0) = o+ fx, a(m,O)zv—i—ém pro z € (0;1)
t -2t
0,t) = — 1,t)= t e (0;
u(0,1) Tl u(1,t) Tr1 P € (0;00)

(a) Zapiste podminky souhlasu a uréete hodnoty «, 8, v, § € R tak, aby byly tyto podminky byly
splnény.

(b) Odvod'te sifovou rovnici pro feSeni dané tlohy explicitni metodou. Zapiste podminku pro
stabilitu schématu a ovérte jeji splnéni pro volbu h = 0.1 a 7 = 0.1.

(c) Uréete piibliznou hodnotu feseni v bodé [0.1;0.2] explicitni metodou. V prvni ¢asové vrstvé
uzijte ndhradu s chybou O(r).

II. a) Zapiste postacujici podminky pro existenci fesenf Dirichletovy dlohy pro obyéejnou diferencidln{

rovnici v samoadjungovaném tvaru (t.j. —(p(z)y’) + q(z) = f(z) ).

b) Déna Dirichletova tloha

y' =2y +(z—a)y=¢*, y(1)=0,y(2) =1

Rovnici zapiste v samoadjungovaném tvaru. Urcete vSechny hodnoty parametru o € R, pro

které jsou uvedené podminky (viz a) splnény

(c) Zapiste rovnice pro feseni dané tlohy pomoci metody siti. Pro h = 0.2 a a = 5 zapiste 1.
rovnici (tj. v bodé x = 1.2) ze soustavy rovnic, kterd vznikne pii Feseni dané tlohy metodou
siti.



RESEN{
lLLa)yz#£0, 242, y#A0tedy G:0<x <2,y >0.Db)

fla, (M, ¥2)") = (Y2, =5Ya + £>T-

—

ki =f(1,(4,0)7) = (0,-2)",  Ypom = (4,-0.2)

- 2 — .
ko = f(1.1;(4,-0.2)) = (=0.2,1 + m)T =(-0.2,-1.22)", V! = (3.96, -0.244)T.

2. a) (fddky - nenfODD, (sloupce obdobné))
1> pl,2> [ =1+ [ =1[,4 > |p|
b) det(...) = A(8\? + 5p)

2_ ol

A =0, |/\273 =3 <1, pE [—1.6, 16]

c)
XM = (-1,1,1/2)T.

ILa)a=0,8=0,y=-3,0=1b)oc=1/3¢)

1 1.1
1(0.1,0.2) ~ 2(1 — §)0.07 + §(ﬁ +0.04) + 0 + (0.1)%0.10.1.

IL b)a>2 —(e72y) —e 2z —a)y=—1
¢)

_672><0.3y2 4 (672><0.1 + 672><O.3 +022(5 _ 0.2)672X0.2) Yl _ 672><0.1 YO — 022 X (_1)

0



Numericka matematika A — 24.6.2014
A1. Je dana soustava linearnich rovnic tvaru AX = B, kde

41 p—1 5
A: 1 2 1 5 B: 3 9
-1 1 2 —1

a) Definujte spektralni polomeér a fadkovou normu ¢tvercové matice C' = (¢;j)i ;-

b) Je dand matice A ostfe diagondlné dominantni pro nékteré parametry p € R?
Zduvodnéte, zda pro p = 0 a danou matici A je Gaussova-Seidelova itera¢ni me-
toda konvergentni.

c) Pro p = 0 urcete X touto metodou pii volbé X = B.

A2. Je ddno h > 0, D > 0 a Cauchyova tloha 3/ = —4.2y, y(0) = D.

a) Uzitim explicitni Eulerovy metody a kroku A spocitejte YEj aproximaci feSeni v bo-
dech z; = jh, j =1,2,3 a j = n.

b) Uzitim implicitni Eulerovy metody spocitejte Yf aproximaci reseni v bodech z; pro
j=1,2a7=n.

c) Urcete presné teseni y(x) dané Cauchyovy tlohy a naértnéte jeho graf v intervalu
(0,2). Pro krok h = 0.5 zakreslete také vysledky z a). Uved'te, pro¢ je volba h = 0.5
nevhodnd pro explicitni Eulerovu metodu!

A3. Dana smiSend uloha

ou 0%u x 1
— =04— — 10¢ 0)=1+— —1,t) = —— 1,t) = ——
ot gz T 0L @0 =14, (=L =, ul ) = e
a) Zapiste Tayloruv rozvoje funkce y(x + h) v bodé h = 0 a odvod'te ndhradu y/(x)
pomoc{ hodnot y(z+h), y(z). Zapiste chybu, které se dopustite pro funkci y € C?(I).

b) Zapiste, jak se nahradi % a % v bodé PF = [z;, k7] pii odvozeni explicitniho

schématu pro feSeni dané rovnice. Toto schéma odvodte.
c) Reste uzitim explicitniho schématu. Volte krok A = 0.1 a 7 maximéln{ tak, aby

byla splnéna podminka stability a bod A[0.7,0.01] byl uzlem sité. Urcete ptibliznou
hodnotu feseni v bodé A.

A4. Je déna okrajova tloha Au = 12xy v oblasti tvorené ¢tyithelnikem s vrcholy [0, 0],
[1.8,0], [0,1.5], [1.5, 1.5], na hranici je predepsana okrajovd podminka u(x,y) = = + y.
a) Uved'te o jaky typ rovnice se jednd a pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol
Au. Ovéite, zda pro funkei u(z, y) = xy(z? + y? + 97) plati Au = 12xy.
b) Zapiste, jak se v regularnim uzlu P, ; = [x;, y;] nahrad{ parcidlni derivace uvedené v

¢asti a). Odvod'te rovnici pro ndhradu dané rovnice metodou siti v uzlu P, ;.

c) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby obsahovala bod [0,0]. Sestavte sitové rovnice v
uzlech sité lezicich na primce y = 1. V neregularnich uzlech uzijte linearni interpolaci.



Numericka matematika B — 24.6. 2014
B1. Je dana soustava linedrnich rovnic tvaru AX = B, kde

51 —2 2
A=(12 -1, B=[ 1],
10 2 ~1

a) Je dand matice A ostfe diagonalné dominantni? Je dand matice A symetricka a
pozitivné definitni?

b) Uréete XV Gaussova-Seidelovou iteraéni metodou pii volbé X©) = B.

c) Spocitejte fadkovou normu || X1 — X O .

B2. Je ddana Cauchyova tloha

X:(_; _§>X+<2£>, X(0)=<_§).

a) Urcete interval maximalniho feSeni dané wlohy.

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte ptibliznou hodnotu X (2) .

B3. Dana smisSena uloha
ou 10%u n
- = x
ot  30x2 ’

a) Ovérte podminky souhlasu.

3

u(z,0) =10z =7, u(0,t)=t—71, u(l’t)zl—l—t’

b) Zapiste podminku stability explicitniho schématu a ovéite, zda pro h = 0.1 a 7 =
0.01 je splnéna.

c) Urcete pribliznou hodnotu feseni v bodé A[0.8,0.01] uzitim explicitniho schématu.
Volte krok h a 7 dle b).
B4. Je dédna okrajova uloha Au = x + y v oblasti tvofené c¢tyithelnikem s vrcholy
0,0],[1.5,0],[0.3,1.5], [1.5, 1.5] na hranici u(x,y) = zy.
a) Nakreslete oblast a sit v této oblasti. Vyznacte reguldrni a nereguldrni uzly.

b) Sestavte sitové rovnice v uzlech sité lezicich na pifmce y = 1 které vzniknou pii
feSeni ulohy metodou siti s krokem h=0.5.



a)
b) neni ODD, ale pro p = 0 je matice symetrickd a poz. def.: 4 >0,8—-1=7>0,det A=6>0
nebo téz IDD resp p(Ugs) < 1

c) X =(0.25,1.875,—1.3125)" = (1, 15 =2L)T

a) Y7 =(1-4.2h)D

b) Y}I - (1+41.2h)1‘D
c) y(z)

c) 0 =04,

= e *2% pumerické feSeni nezachovéva monotonii

Up =u(0.6,0)=1.3, Uc=u(0.7,0) =135 Up=u(0.8,0) = 1.4,

Ua = oUp + (1 — 20)Uc + oUp + 0.01(0.7 — 0) = 1.357
Pu  0*u

1
4Up —Up = Ua = (1) = (15 +0.5) = ~0.25(12 - 5 - 1)
AUg —Up —Up —Ug — (1.5+1) = —0.25(12- 1 - 1)
(1+02)Up — 02Uz =1+16

Oblast pro A3 Oblast pro B4

a) neni ani ODD, ani SPD (pozn. je IDD, tedy GS konverguje)
b) XM =(-0.2,0.1,-0.4)"
c) | XV - xO, =22

b)
20 =0,k = (0,-2)", Xpom = (2, =2)" by = (=1,0)", X' = (1, -1)"
=1,k = (1,0)7, Xpom = (1.5, = 1) ky = (2.5, - 1)T, X? = (3.5, —2)7

b)

001 1 1

= —_ < Z

773012 3°2
c)

Ug = u(0.7,0) = 0, Uc = u(0.8,0) = 1,Up = u(0.9,0) = 2,
1
Uy = §(UB +Uc + UD) +0.7x 0.01 =1.07

b)

AUp —Up—Uc—15—-15=-025-2
(140.6)Uc—0.6Up =1-0.2



VARIANTA A 140602

1. Je dédna soustava rovnic Az = b, kde

2 -1 0 1
A=| -1 4 -1],b=1]0
0 -1 2 1

(a) Ukazte, ze danou soustavu lze fesit Jacobiho itera¢ni metodou.

(b) Volte pocateéni odhad feseni jako x(®) = [1,1,1]7 a pomoci Jacobiho iteraéni metody
uréete prvnf iteraci (1.

¢) Pomoci vzorce pro odhad chyby |[z(™ — z*|| < LY 1121 — 2O)|| uréete pocet iteract
1-[U]|

potiebnych pro dosazeni piesnosti 1072 (méfeno v fadkové norme).

1 2 0 -1
2. Je déna Cauchyova tloha X = [3 4 5| X+ |—2| s pocdtecni podminkou X(0) =[-1,0,1].
0 6 7 -3

(a) Urcete oblast existence a jednoznacénosti maximélniho feseni této ulohy.

(b) Pro h = 0.2 urcete pomoci Collatzovy metody (neboli 1. modifikace Eulerovy metody)
pfibliznou hodnotu X (0.2).

(c¢) Jak zavisi chyba jednoho kroku Colatzovy metody pro dostateéné hladké feseni na veli-
kosti kroku h? Tuto zdvislost vyjadiete pomoci symbolu O(hP).

3. Je ddna okrajova (Dirichletova) tloha pro oby¢ejnou diferencidlni rovnici

2z, 1 _
2+1Y T 2r1YT

y// +
s okrajovymi podminkami y(—2) =0 a y(2) = 1.

(a) Danou rovnici pieved'te na samoadjungovany tvar.

(b) Oveéite, zda jsou splnény postacujici podminky existence a jednoznacénosti feseni dané
ulohy.

(c) Sestavte soustavu rovnic, kterd vznikne diskretizaci dané dlohy na siti s krokem h = 1.

(d) Ukazte, ze vzniklou soustavu rovnic lze fesit pomoci Jacobiho iteracni metody.

4. Je ddna smiSend uloha
@ =0 1@ + at
ot T 0z2
s pocédteéni podminkou u(z,0) = 1 —x pro €< 0,1 > a okrajovymi podminkami «(0,¢) = a,
u(l,t) =b—t prot > 0.
(a) Urcete a,b € R tak, aby byly splnény podminky souhlasu.

(b) Zvolte maximélni h a 7 tak, aby bod A = [0.7,0.1] byl uzlem sité a aby bylo mozno provést
vypocet explicitni metodou.

(¢) Pomoci explicitnfho schématu urcete piibliznou hodnotu feseni v bodé A.

(d) Pomoci rozvoju do Taylorovych fad urcete fad presnosti explicitniho schématu.



1. Ax =0,
(a) Aje O.D.D.
(b) 2@ =[1,1/2,1]T
(©) NUslm = 1/2, [Jz®) = 2O, = 1/2 ||z™) - 2*[|,n < G505 =55, =
n > 10.
Pozn. uznavejte i vypocet ve sloupcové normé.
2. (a) =Rx R?= R
(b) K1 =1[-2;0;4] = Xy = [-1.2;0;1.4], Ky = [-2.2;1.4;6.8] = X = [-1.44;0.2;2.36].
(e) [IX1 = X*(0.2)|] = O(h%).
3. (a) pla) =1+22, => —((1+22)) +y=—(1+2?)
(b)
(¢) —=pi1/2¥i—1 + (Di—1/2 + Pit1/2 + h2Q)yi — Div1/2Yiv1 = B2 fi,

(325 +1.25+ 1)y; — 1.25ys = 2
—1.25y; + (1.25 + 1.25 4+ 1)yo — 1.25y3 = 1
—1.25y5 + (1.25+3.25 + 1)ys = 2+43.25

)
4. (a) a=1,b=0.
(b) h=01,0=2<L1=7<b =0057=005us=u
() o=05=uitt =Lub |+ Lub | + 1oty
ug = 0.5%x05+0.5%0.3+0.05%0.6%0=0.4
= ..=03
uy= ..=02

u2 = 0.5%0.4+0.5%0.2+0.05%0.7%0.05 = 0.30175

(d) O(h? + 7) nebo s vyuzitim podminky stability O(h?).



VARIANTA B 140602

1. Je dana soustava linearnich rovnic

dr —y = 2,
—x+4y —z=3.5,
—y+4z="T.

(a) Soustavu zapiste v maticovém tvaru.

(b) Lze danou soustavu fesit pomoci Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody? Zduvod-
néte!

(¢) Volte pocatecni aproximaci feseni [x,y,2](®) = [0,0,0] a vypoctéte jednu iteraci
pomoci Gaussovy-Seidelovy metody.

2. Je ddna Cauchyova tloha

T=—x+2y+t,
.ox+1

Y= —t.
y+1

s pocateénimi podminkami z(0) = 0 a y(0) = 1.

(a) Urcete oblast existence a jednoznac¢nosti maximalniho feseni této ulohy.

(b) Pro h = 0.1 ur¢ete pomoci Eulerovy metody ptibliznou hodnotu z(0.2) a y(0.2).
, . s / _ 2 . _ 11
3. Je déna okrajovd tloha — ((x + 1.5)y") + (z + 1)y = 2°, y(—1) =0, y(2) = 5
(a) Ukazte, ze pro danou ulohu jsou splnény postacujici podminky existence a jedno-
znacnosti feseni okrajové tlohy.
(b) Pro krok h = 1, uréete metodou siti hodnotu feseni v sitovych bodech.

4. Na oblasti tvaru ¢tverce s vrcholy A = [0;0], B = [1.5;0], C = [1.5;1.5] a D = [0; 1.5] je
déna rovnice Au = x + y s okrajovou podminkou u = 1 na hranici oblasti €.

a) V dané oblasti naértnéte sit s krokem h = 0.5.

(a)

(b)

(c) Lze tuto soustavu vyfesit pomoci Jacobiho iteraéni metody?
)

(d (0)

Volte pocatecni aproximaci fesen{ u, i = 1 a proved'te jeden krok Jacobiho iteraéni

Sestavte soustavu diferen¢nich rovnic pro feseni dané ulohy na siti s h = 0.5.

metody.



1. (a) no comments
(b) ODD
(c) [1/2,1,2].
2. (a) y#—-1=G=RxRx(—1,00).
(b) X = F(t, X), K1 = [2;1/2] X1 = Xo + hK; = [0;1] + 0.1 -[2;0.5] = [.2;1.05].
x(0.1) = .2, y(0.1) =~ 1.05.

3. (a) no comments
(b)

—yo +4y1 — 2y2 =0,
—2y1 + Ty2 — 3y3 = 1,

dy1 — 2y2 =0,
—2y1 + Ty2 = 12,

y1 =1, yg = 2.
4. (a) no comments
(b)
—4uyy + ugy +up = 0.52 % (0.5 +0.5) — 1 — 1= —1.75,
—dugy + upy +uge = 0.52 % (1+0.5) — 1 — 1 = —1.625,
—dugs + upy +uge = 0.52 % (0.5 +1) — 1 — 1 = —1.625,
—dugy +ug +upp =057 (1+1) —1—-1=-15.

(¢) Ano, matice je ODD. Pokud si ale nékdo napiSe rovnice ve Spatném poradi a
nevyjde mu ODD matice, pak uznavejte i odpoved “nelze”.

(d) Pokud je spravné pofadi rovnic, pak ul; = (1 + 1+ 1.75)/4 = 0.9375, ud; =
(141 +1.625)/4 = 0.90625, uty = u9 a udy = ... = 0.875.



