
Numerická matematika, poznámky k přednáškám 9. května 2023

Úvod

Numerická matematika (v anglické terminologii “numerical/computational mathema-
tics”) se zabývá zpracováńım matematických model̊u pomoćı poč́ıtač̊u a realizuje tak
přechod od čistě teoretické matematiky k prakticky použitelným výsledk̊um. Už́ıvá se v
celé řadě obor̊u, nejen v technických a př́ırodńıch vědách. Numerická matematika prak-
ticky použ́ıvá teoritické výsledky matematických věd a to nejen matematické analýzy
a algebry, ale i mnoha daľśıch obor̊u jako je funkcionálńı analýza, atd. Samotná nu-
merická matematika lze rozdělit na teoretickou část (numerická analýza) a praktickou
část. Ćılem teoretické numerické matematiky (numerické analýzy) je analýza vlast-
nost́ı numerických metod a algoritmů. Numerická matematika ve své praktické části se
naopak zabývá použit́ım numerických metod pro řešeńı vybraných problémů.

Předmět Numerická matematika se zabývá vybranými partiemi z numerické mate-
matiky, jedná se zejména o princip řešeńı (velkých) soustav lineárńıch a nelineárńıch
rovnic, numerické řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic a také numerická aproxi-
mace parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Ćılem těchto poznámek je poskytnout základńı
učebńı text student̊um.

Šedou barvou pozad́ı (stejně jako tato část) jsou zvýrazněny teoreticky obt́ıžněǰśı
části látky, které jsou vhodné pro porozumněńı ale nemuśı být vždy plně obsahem
přednášek a nebudou tedy ani obsahem zkoušky.
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Opakováńı

Na přednáškách a v těchto materiálech budeme už́ıvat následuj́ıćı označeńı: Symbo-
lem R znač́ıme množinu reálných č́ısel a C množinu komplexńıch č́ısel. Symbolem N

znač́ıme množinu přirozených č́ısel a Z množinu celých č́ısel. Symbolem Rn×m znač́ıme
množinu všech reálných matic typu n×m, tj. A ∈ Rn×m čteme “matice A má n-řádk̊u
a m−sloupc̊u”. Matice znač́ıme symboly A,B,C,D, . . .. Obdobně vektory znač́ıme
většinou tučně, tj. u, v, x nebo také i velkým ṕısmenem U ,V ,X. Tak jak je obvyklé
vektorem rozumı́me vždy sloupcový vektor (tj. matice typu R

n×1). Symbolem E nebo
En znač́ıme jednotkovou matici E ∈ Rn×n.

Symbolem C(D) znač́ıme množinu všech spojitých funkćı na množině D ⊂ Rd,
d ∈ N. Symbolem Ck(I), I ⊂ R znač́ıme množinu všech funkćı, jejichž k-tá derivace je
spojitá na I. Symbolem Ck(D), D ⊂ Rd, d > 1 znač́ıme množinu všech funkćı, které
maj́ı všechny parciálńı derivace až do řádu k spojité na D.

Definice 0.1 Matice B = (bij) ∈ Rm×n je transponovaná matici k matici A = (aij) ∈
Rn×m pokud plat́ı bij = aji pro všechna i, j.

Transponovanou matici znač́ıme symbolem AT .

Připomeňme, že plat́ı následuj́ıćı pravidla pro transponováńı součinu matic.

Lemma 0.1 Necht’ matice A,B jsou takového typu, že součin matic AB je definován.
Pak plat́ı

(AB)T = BT AT .

Speciálně, je-li A ∈ R
n×n a x,y ∈ R

n sloupcové vektory, pak plat́ı

xTAy = (xTAy)T = yTATx

nebot’ výsledkem této operace je (symetrická) matice 1× 1.

Definice 0.2 Řı́káme, že matice A ∈ Rn×n je symetrická, pokud plat́ı aij = aji pro
všechna i, j, tj. A = AT .

Definice 0.3 Řı́káme, že matice A ∈ Rn×n má vlastńı č́ıslo λ ∈ C a vlastńı vektor
u ∈ Cn, u 6= 0 př́ıslušný tomuto č́ıslu, pokud

Au = λu. (1)

Lemma 0.2

Vlastńı č́ısla matice A ∈ Rn×n jsou kořeny charakteristického polynomu det(A−λE) =
0.
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Vlastńı vektor u∗ př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ∗ je řešeńım homogenńı rovnice (A −
λ∗E)u = 0.

Věta 0.1 Necht’ matice A ∈ Rn×n je symetrická. Pak jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná.
Jsou-li nav́ıc u1 resp. u2 vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λ1 resp. λ2, kde
λ1 6= λ2, pak u1 · u2 = 0. Nebo-li: vlastńı vektory symetrické matice př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um jsou navzájem kolmé.

Tvrzeńı 0.1 Necht’ matice A je symetrická n × n. Pak existuj́ı vlastńı č́ısla λi, i =
1, . . . , n, a také matice U , UTU = E, taková, že

UTAU = diag(λ1, . . . , λn).

Sloupce matice U jsou tvořeny navzájem ortonormálńımi vlastńımi vektory.
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1 Základńı pojmy a prostá iteračńı metoda

1.1 Normy a vlastnosti matic

V předchoźıch kurzech (např. Matematika 1) jsme se seznámili s Euklidovskou normu
vektoru definovanou jako

‖x‖E = ‖x‖2 =
( n∑

i=1

|xi|
2
) 1

2

.

Nahrazeńım č́ısla 2 v této definici č́ıslem p ≥ 1 zobecněńıme Euklidovskou normu na
normu ‖ · ‖p danou vztahem

‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|
p
) 1

p

.

V předmětu Numerická matematika budeme dále pracovat s touto normou pouze pro
p = 1, p = 2 a pro limitńı př́ıpad p = ∞. Norma vektoru lze ale zavést obecněji a
zobecnit pro výpočet “velikosti” (tj. normy) matice.

Definice 1.1 (Norma vektoru a matice)

Normou vektoru v Rn rozumı́me takové zobrazeńı ‖ · ‖ : Rn → 〈0,+∞), které pro
libovolné vektory u, v ∈ Rn a č́ıslo α ∈ R splňuje

(i) ‖αu‖ = |α|‖u‖, (ii) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, (iii) ‖u‖ = 0 ⇔ u = 0. (2)

Normou matice v R
n×n rozumı́me obecně takové zobrazeńı ‖ · ‖ : Rn×n → 〈0,+∞),

které pro libovolné dvě matice A,B ∈ Rn×n a č́ıslo α ∈ R splňuje

(i) ‖A‖ = 0 právě tehdy když A je nulová matice,

(ii) ‖αA‖ = |α|‖A‖,
(3)

(iii) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,

(iv) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖,

Maticovou normu lze definovat užit́ım normy vektorové. Čtvercové matice chápeme
také jako zobrazeńı z Rn do Rn, které vektoru x přǐrad́ı vektor Ax. Maticovou normu
pak lze definovat jako poměr (vektorové) normy Ax vzhledem k vektorové normě x,
tedy

‖A‖ = sup
x,‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖

‖x‖
. (4)

Pro takto definovanou normu matice je snadné ukázat, že splňuje vlastnosti (3) a je
maticovou normou (př́ıslušnou vektorové normě ‖·‖). Ve speciálńıch př́ıpadech takovou
normu lze explicitně vyjádřit výpočtovým vztahem, viz následuj́ıćı definice.
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Definice 1.2 (Vektorové a maticové normy)

Označme symbolem x vektor x ∈ Rn a symbolem A matici A ∈ Rn×n, J = {1, . . . , n}.
Definujeme normu řádkovou, sloupcovou a Euklidovskou.

řádková norma ‖x‖∞ = max
i∈J

|xi|, ‖A‖∞ = max
i∈J

∑

j∈J

|ai,j|,

sloupcová norma ‖x‖1 =
∑

i∈J

|xi| ‖A‖1 = max
j∈J

∑

i∈J

|ai,j|,

Frobeniova norma ‖A‖E =
(∑

i,j∈J

|ai,j|
2
) 1

2

,

Alternativńı značeńı a spektrálńı norma. V rámci předmětu NMA se také
můžete setkat se značeńım už́ıvaným ve skriptech Numerická matematika, dř́ıvěǰśıch
ṕısemkách nebo starš́ıch materiálech ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖m, ‖ · ‖1 = ‖ · ‖ℓ a ‖x‖2 = ‖x‖E.
Zat́ımco alternativńı značeńı řádkové a sloupcové normy už́ıvat nebudeme, značeńı Eu-
klidovské/Frobeniovy normy symbolem ‖ · ‖E už́ıvat budeme. S Euklidovskou normou
je totiž často spojena také tzv. spektrálńı norma matice ‖A‖2 definovaná jako

‖A‖2 = sup
x6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

Obdobně řádková a sloupcová norma matice A je norma, která vznikne vyjádřeńım ze
vztahu

‖A‖1 = sup
x6=0

‖Ax‖1
‖x‖1

, ‖A‖∞ = sup
x6=0

‖Ax‖∞
‖x‖∞

,

Pozn. Tato definice maticové normy je vlastně normou lineárńıho zobrazeńı x → Ax

a lze rozš́ı̌rit na př́ıpad libovolného lineárńıho zobrazeńı. Ačkoliv tato definice vypadá
komplikovaně, jej́ı geometrická interpretace je poměrně názorná. Nakresĺıme si množinu
bod̊u x takových, že ‖x‖ = 1 a pak nakresĺıme množinu obraz̊u Ax. Norma nám pak
udává nejvetš́ı možné “prodloužeńı” vektoru x.

Př́ıklad 1.1 Užijte vektorové normy ‖ · ‖1 resp. ‖ · ‖∞ a odvod’te vztah pro př́ıslušnou
maticovou normu.

Věta 1.1 Necht’ ‖ · ‖ označuje př́ıslušnou stejnou vektorovou i maticovou normu (tj.
bud’ ‖ · ‖1, ‖ · ‖∞ nebo ‖ · ‖E). Pak pro libovolnou matici A ∈ Rn×n a vektor x ∈ Rn

plat́ı
‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖. (5)
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Důkaz této věty je snadným podle definice maticové normy př́ıslušné určité vek-
torové normě. Nicméně pro Frobeniovu normu je ještě nutné už́ıt vztah mezi normou
spektrálńı a Frobeniovou ‖A‖2 ≤ ‖A‖E. Tento vztah nebudeme dokazovat, přestože
tento d̊ukaz neńı komplikovaný, už́ıvá ale souvislost spektrálńı normy a spektrálńıho
poloměru, který je definován v následuj́ıćı definici.

Definice 1.3 (Spektrálńı poloměr) Spektrálńı poloměr matice A ∈ Rn×n je nezáporné
č́ıslo ρ(A) dané jako

ρ(A) = max
i=1,...,n

|λi|, (6)

kde λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A.

Pro spektrálńı normu maticeA plat́ı ‖A‖2 =
√

ρ(ATA). Speciálně pro symetrickou
matici tedy vid́ıme, že plat́ı ‖A‖2 = ρ(A) (rozmyslete si proč?). Pod́ıvejme se, zda
plat́ı nějaký obecněǰśı vztah mezi nějakou normou matice a spektrálńım poloměrem.
Vezměme λ vlastńı č́ıslo matice A takové, že |λ| = ρ(A). Označme x př́ıslušný vlastńı
vektor. Dle definice vlastńıho č́ısla a vektoru plat́ı

|λ|‖x‖ = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

Z této nerovnosti již vyplývá platnost následuj́ıćı věty.

Věta 1.2 (Vztah mezi spektrálńım poloměrem a normou) Pro libovolnou normu
matice a spektrálńı poloměr plat́ı

ρ(A) ≤ ‖A‖. (7)

Pro matice je vypov́ıdaj́ıćı také č́ıslo podmı́něnnosti matice označované κ(A) =
‖A‖‖A−1‖. Pro symetrické matice a spektrálńı normu matice plat́ı κ(A) = λmax/λmin,
nebot’ ‖A−1‖2 =

1
λmin

. Č́ıslo podmı́něnnosti matice je d̊uležité např. při řešeńı soustav
lineárńıch rovnic.

Č́ıslo podmı́něnnosti, vlastńı č́ısla, vlastńı vektory a spektrálńı poloměr matice jsou
d̊uležité vlastnosti, ale jejich výpočet je zvláště v př́ıpadě rozsáhlých soustav lineárńıch
rovnic obt́ıžný. V řadě př́ıpad̊u lze ale u matic jednoduše ověřit jiné vlastnosti, které
již o např. spektrálńıch vlastnostech vypov́ıdaj́ı. Takovou vlastnost́ı je např́ıklad dia-
gonálńı dominance, symetrie nebo pozitivńı definitnost.

Definice 1.4 (Ostře diagonálně dominantńı matice) Matici A ∈ Rn×n nazýváme
ostře diagonálně dominantńı (ODD), pokud plat́ı

|aii| >
∑

j 6=i

|aij | pro všechna i ∈ {1, . . . , n}, (8)

nebo
|aii| >

∑

j 6=i

|aji| pro všechna i ∈ {1, . . . , n}.
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V odborné literatuře se také už́ıvá pojem diagonálně dominantńı(DD) matice v
př́ıpadě, kdy nerovnost v rovnici (8) je neostrá, tj.

|aii| ≥
∑

j 6=i

|aij | pro všechna i ∈ {1, . . . , n}.

Diagonálně dominantńı matićı je ovšem např. i nulová matice, tedy podmı́nka DD
matice neńı postačuj́ıćı pro regularitu matice.

Definice 1.5 (Pozitivně definitńı matice) Matici A ∈ Rn×n nazýváme pozitivně
definitńı pokud pro libovolný vektor x 6= 0 plat́ı

xTAx =

n∑

i,j=1

xiaijxj > 0. (9)

Obdobně lze definovat matice pozitivně semidefinitńı v př́ıpadě, že v nerovnici (9)
plat́ı neostrá nerovnost. Pozitivńı semidefinitnost ani diagonálńı dominance ovšem ne-
zaručuj́ı řešitelnost úlohy, na rozd́ıl od pozitivńı definitnosti a ostré diagonálńı domi-
nance.

Lemma 1.1 Necht’ matice A ∈ Rn×n je ostře diagonálně dominantńı nebo pozitivně
definitńı. Pak je regulárńı.

Pro poz. def. matici je regularita matice jednoduchým d̊usledkem nerovnosti (9) z
které vyplývá, že Ax 6= 0 pro x 6= 0 (Rozmyslete si!).

Pro ostře diagonálně dominantńı maticiA provedeme d̊ukaz sporem. Předpokládejme,
že existuje vektor x 6= 0 takový, že Ax = 0. Vezměme takové i, že |xi| ≥ |xj| pro
všechna j 6= i. Pak vid́ıme, že

0 = aiixi +
∑

j 6=i

aijxj ,

nebo-li
|aii||xi| = | −

∑

j 6=i

aijxj |.

Děleńım |xi| a opakovaným užit́ım trojúhelńıkové nerovnosti |α+ β| ≤ |α|+ |β| dosta-
neme

|aii| =

∣
∣
∣
∣
∣
−
∑

j 6=i

aij
xj
xi

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∑

j 6=i

|aij|
|xj |

|xi|
≤
∑

j 6=i

|aij|,

kde posledńı nerovnost je ale sporem s předpokládanou ODD matice A.
Pro ODD matici může být d̊ukaz i jednodušš́ı, nebot’ lze aplikovat Gerschgorinovu

větu. Z té ihned vyplývá, že λ = 0 nemůže být vlastńım č́ıslem ODD matice A a že
matice je tedy regulárńı.
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Lemma 1.2 (Gerschgorinova věta) Necht’ je dána matice A ∈ Rn×n. Pak všechna
jej́ı vlastńı č́ısla λ ∈ C lež́ı ve sjednoceńı kruh̊u Ki, jejichž střed je dán bodem aii ∈ C

a poloměr součtem absolutńıch hodnot mimodiagonálńıch prvk̊u v daném řádku i, tj.
∑

j 6=i |aij |. Tedy pro každé vlastńı č́ıslo λ ∈ C matice A existuje kruh Ki, tak že λ ∈ Ki.
Zde Ki jsou dány

Ki =

{

λ ∈ C : |λ− aii| ≤
∑

j 6=i

|aij|

}

. (10)

Toto tvrzeńı je geometricky názorné a dává nám velmi jednoduše představu o poloze
vlastńıch č́ısel. Jeho d̊ukaz je přitom poměrně jednoduchý. Vezmeme vlastńı č́ıslo λ ∈ C

a př́ıslušný vlastńı vektor x. Voĺıme i tak, aby |xi| ≥ |xj | pro j 6= i. Z definice vlastńıho
č́ısla dostáváme v řádku i

|
∑

j 6=i

aijxj | = |λ− aii||xi|.

Děleńım |xi| a užit́ım |xi| ≥ |xj| již dostaneme požadovanou nerovnost.
Všimněme si, že zat́ımco ověřeńı ostré diagonálńı dominance je relativně jedno-

duché, ověřeńı pozitivńı definitnosti již nikoliv. Připomeňme bez d̊ukazu Sylvestrovo
kritérium pro určováńı pozitivńı definitnosti symetrické matice s využit́ım hlavńıch
minor̊u, tj. determinant̊u

a11,

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
, . . . , detA

Věta 1.3 (Sylvestrovo kritérium) Necht’ matice A ∈ Rn×n je symetrická. Pak plat́ı:
A je pozitivně definitńı tehdy a jen tehdy pokud má všechny hlavńı minory kladné.

Vid́ıme, že toto kritérium je v př́ıpadě malých matic snadno ověřitelné. Na druhou
stranu samotná definice poz. def. matice nám dává vlastnost, která matice charakte-
rizuje lépe než Sylvestrovo kritérium. Např. užit́ım definice lze snadno ukázet, že sy-
metrická matice je pozitivně definitńı právě tehdy, když jej́ı všechna vlastńı č́ısla jsou
kladná. Pozitivńı definitnost se někdy zavád́ı pouze pro symetrické matice. Zamyslete
se sami, proč.

1.2 Prostá iteračńı metoda

Zabývejme se nyńı řešeńım (velkých) soustav lineárńıch rovnic, kdy př́ımé řešeńı sou-
stav lineárńıch rovnic je př́ılǐs náročné (na výpočetńı čas i na operačńı pamět’). V celé
řadě př́ıpad̊u jsou tyto velké soustavy tzv. ř́ıdké. To přibližně znamená, že počet jejich
nenulových prvk̊u je mnohem menš́ı než počet jejich nulových prvk̊u (např. matice
tř́ıdiagonálńı). V těchto př́ıpadech je snadné uchovat pouze nenulové prvky (např. cca
n) oproti všem (tj. cca n2). Také násobeńı takovou matićı vyžaduje pouze přibližně n
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operaćı oproti n2 operaćı v př́ıpadě plné matice. Připomeňme, že Gaussova eliminace
vyžaduje přibližně n3 operaćı.

Uvažujme nyńı soustavu rovnic zapsanou ve tvaru

Ax = b. (11)

Vid́ıme, že tuto soustavu lze např. ekvivalentně přepsat (ω 6= 0)

x = x+ ω(b−Ax) = (E − ωA)x+ ωb.

Pro tento zápis (tzv. Richardsonova iteračńı metoda) se nab́ıźı už́ıt iteračńı proces,
tj. aproximaci řešeńı dosadit do pravé strany a vypoč́ıtat nové přibĺıžeńı. Pokud tento
proces bude konvergovat, pak bude konvergovat k řešeńı p̊uvodńı soustavy. Všimněme
si, že jednu iteraci této metody jsme pro ř́ıdké soustavy schopni provést “rychle”, tj.
potřebujeme cca n operaćı. Původńı rovnici (11) lze ale přepsat do tohoto tvaru i jinými
zp̊usoby (jak uvid́ıme dále).

Problém 1.1 (Prostá iteračńı metoda) Je-li soustava lineárńıch rovnic zapsaná
ve tvaru x = Ux+ v, pak prostá iteračńı metoda (PIM) je dána předpisem

x(k+1) = Ux(k) + v. (12)

Problematiku konvergence si osvětĺıme na př́ıpadě jedné rovnice, x = qx + v, kdy
přesné řešeńı je dáno dle x∗ = (1−q)−1v. Toto řešeńı pro př́ıpad |q| < 1 lze zapsat jako
součet geometrické řady

x∗ =
∞∑

k=0

qkv.

Pro určeńı přibližného řešeńı je ovšem možné seč́ıst pouze n člen̊u.

x(n) =
n∑

k=0

qkv.

Zde snadno vid́ıme, že plat́ı
x(n+1) = qx(n) + v

v př́ıpadě volby x(0) = v. Tedy vid́ıme, že posloupnost daná prostou iteračńı meto-
dou (pro jednu rovnici) konverguje pokud |q| < 1. V př́ıpadě obecné volby počátečńı
podmı́nky bude posloupnost také konvergentńı (rozmyslete si).

Definice 1.6 Řı́káme, že iteračńı metoda pro danou soustavu lineárńıch rovnic kon-
verguje, pokud pro libobolné x(0) posloupnost {x(k)} źıskaná předpisem této iteračńı
metody konverguje k přesnému řešeńı této soustavy rovnic.
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Zabývejme se nyńı konvergenćı prosté iteračńı metody. Pro zjednodušeńı uvažujme,
že matice U je symetrická. Označme x∗ přesné řešeńı soustavy.

x∗ = Ux∗ + v (13)

Označ́ıme e(k) = x(k) − x∗ a odečteńım rovnici (13) od rovnice (12) dostaneme vztah
e(k+1) = Ue(k). Užijeme Tvrzeńı 0.1 a chybu e(0) zaṕı̌seme jako lineárńı kombinaci
vlastńıch vektor̊u wj, tedy

e(0) =

n∑

j=1

αjwj.

Pak vid́ıme, že

e(k) = U k

(
n∑

j=1

αjwj

)

=
n∑

j=1

αjλ
k
jwj,

nebot’ násobeńı matićı je lineárńı operace a vektory wj jsou vlastńı vektory matice U .
Tedy konvergence e(k) → 0 je ekvivalentńı konvergenci |λj|

k → 0 pro k → ∞. Vid́ıme,
že pro konvergenci je nutné i postačuj́ıćı aby |λj| < 1 pro všechna j. Dostáváme nutnou
a postačuj́ıćı podmı́nku konvergence PIM.

Věta 1.4 (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka PIM) Prostá iteračńı metoda je kon-
vergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

Vzhledem ke vztahu mezi normou a spektrálńım poloměrem (7) vid́ıme, že př́ımým
d̊usledkem předchoźı věty je postačuj́ıćı podmı́nce pro konvergenci PIM.

Věta 1.5 Je-li ‖U‖ < 1, pak je prostá iteračńı metoda konvergentńı (k přesnému
řešeńı x∗) Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı odhad chyby

‖x(k) − x∗‖ ≤
‖U‖

1− ‖U‖
‖x(k) − x(k−1)‖, ‖x(k) − x∗‖ ≤

‖U‖k

1− ‖U‖
‖x(1) − x(0)‖.

Prvńı tvrzeńı věty 1.5 je zřejmý d̊usledek věty 1.4 o nutné a postačuj́ıćı podmı́nce
konvergence PIM, nebot’ pokud je norma matice U menš́ı než jedna, pak také pro
spektrálńı poloměr (vzhledem ke vztahu spektrálńıho poloměru a normy) plat́ı ρ(U) ≤
‖U‖ < 1.

Odhad ve větě 1.5 źıskáme následuj́ıćım postupem: Odečteńım (12) od rovnice
x∗ = Ux∗ + v dostáváme konvergenci d́ıky odhadu chyby e(k) = x∗ − x(k)

‖e(k+1)‖ ≤ ‖U‖‖e(k)‖ a tedy ‖e(k+1)‖ ≤ ‖U‖k+1‖e(0)‖. (14)
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Odhad odvod́ıme pomoćı vztahu (e0 = x∗ − x(0), x∗ = limk→+∞x(k))

‖e(0)‖ = ‖ lim
k→+∞

x(k+1) − x(0)‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

+∞∑

k=0

(x(k+1) − x(k))

∥
∥
∥
∥
∥
≤

+∞∑

k=0

∥
∥x(k+1) − x(k)

∥
∥ (15)

a

‖x(k+1)−x(k)‖ = ‖U(x(k)−x(k−1))‖ = ‖U k(x(1)−x(0))‖ ≤ ‖U‖k ‖(x(1)−x(0))‖. (16)

Dosazeńım rovnice (16) do (15), užit́ım vzorce pro součet geometrické řady a dosazeńım
za e(0) do druhého vztahu (14) dostáváme druhý odhad z tvrzeńı věty. Prvńı odhad je
jen jeho speciálńım př́ıpadem (rozmyslete si).
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2 Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteračńı metoda

Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteračńı metoda jsou speciálńım př́ıpadem převodu
soustavy rovnic z tvaru

Ax = b

na tvar potřebný pro prostou iteračńı metodu. Tento převod se provád́ı v zápise po
složkách sṕı̌se než v maticovém tvaru (ten ale použijeme později pro analýzu). Ukážeme
si tento postup obecně pro soustavu rovnic o 3 neznámých (z 1. rovnice vyjádř́ıme
neznámou x1 z 2. rovnice neznámou x2 atd.)

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 x1 =
1

a11
(b1 − a12x2 − a13x3)

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 → x2 =
1

a22
(b2 − a21x1 − a23x3) (17)

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 x3 =
1

a33
(b3 − a31x1 − a32x2)

Soustava rovnic na pravé straně má již tvar soustavy zapsané ve tvaru pro prostou
iteračńı metodu, stač́ı na levou resp. pravou stranu doplnit k+1-ńı nebo k−tou iteraci.
Pro př́ıpad soustavy rovnic o n neznámých dostáváme následuj́ıćı vzorec.

Definice 2.1 (Složkový zápis Jacobiovy iteračńı metody) Jacobiova iteračńı me-
toda pro řešeńı soustavy rovnic Ax = b je dána předpisem pro výpočet složek x(k+1) z
předchoźı iterace x(k) dle

x
(k+1)
i =

1

aii

(

bi −
∑

j<i

aijx
(k)
j −

∑

j>i

aijx
(k)
j

)

pro všechna i = 1, . . . , n. (18)

Je zřejmé, že rovnice (18) lze ekvivalentně zapsat také jako

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

1

aii

(

bi −
∑

j

aijx
(k)
j

)

.

Zápis (18) odpov́ıdá prosté iteračńı metodě. Chceme dále vyšetřovat podmı́nky kon-
vergence Jacobiho iteračńı metody s využit́ım znalost́ı o konvergenci PIM. Vid́ıme, že
budeme potřebovat zapsat iteračńı postup (18) v maticové podobě. Využijeme tzv.
rozštěpeńı matice A na diagonálńı matici D a ostře trojúhelńıkové matice L (dolńı) a
P (horńı), tedy

A = L +D + P , (19)

kde D je diagonálńı matice s prvky dii = aii, L je ostře dolńı trojúhelńıková matice s
nenulovými prvky lij = aij pro i > j, a matice P je ostře horńı trojúhelńıková matice
s nenulovými prvky uij = aij pro i < j.
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Lemma 2.1 (Maticový zápis Jacobiovy iteračńı metody) Necht’ A = L+D+
P je rozštěpeńı matice dané rovnićı (19). Pak rovnice (18) se daj́ı zapsat jako

x(k+1) = UJx
(k) + vJ , UJ = −D−1(L + P ), vJ = D−1b. (20)

Důkaz 2.1 Rovnice (18) se daj́ı zapsat maticově (vynásobeńım i−té rovnice dii) jako

Dxk+1 = −(L + P )xk + b.

Lemma 2.2 Čı́slo λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice UJ právě když je kořenem rovnice

det(L+ λD + P ) = 0. (21)

Důkaz 2.2 Vlastńı č́ıslo λ matice UJ splňuje

0 = det(UJ − λE) = det(−D−1(L+ P )− λE)

= det(−D−1(L+ P )− λD−1D) = det(−D−1(L+ P + λD)).

Vzhledem k tomu, že determinant součinu matic je součin determinant̊u jednotlivých
matic, a determinant matice D−1 je nenulový, je tvrzeńı lemmatu dokázáno.

Věta 2.1

Je-li matice A ODD, pak je Jacobiova iteračńı metoda konvergentńı.

Důkaz 2.3 D̊ukaz uvedeme nejprve jen pro ODD v řádćıch, tedy plat́ı |aii| >
∑

j 6=i |aij|
pro všechna i. Vzhledem k tomu jak je daná matice UJ vid́ıme, že

‖UJ‖∞ = max
i

(

1

|aii|

∑

j 6=i

|aij|

)

< 1.

D̊ukaz konvergence pro obecnou ODD matici pak provedeme zobecněńım pojmu ODD
i pro komplexńı matice (tedy matice s komplexńımi prvky).
Dále: Je-li matice A = L+D +P ODD, pak pro |λ| ≥ 1 je také matice L+ λD +P

ODD. Ověř́ıme snadno, nebot’

|λ||aii| ≥ |aii|.

Je-li ovšem matice L+ λD + P ODD, je také regulárńı.
Regularita matice L + λD + P pro |λ| ≥ 1 ale znamená, že |λ| ≥ 1 neńı kořenem
charakteristické rovnice a neńı tedy vlastńım č́ıslem matice UJ .
Všechna vlastńı č́ısla matice UJ jsou tedy menš́ı než 1 (a tedy i spektrálńı poloměr
ρ(UJ ) < 1).
Je splněna nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci Jacobiovy iteračńı metody
(viz následuj́ıćı věta), metoda je tedy konvergentńı.
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Věta 2.2

Jacobiova iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když ρ(UJ) < 1.

Věta je d̊usledkem nutné a postačuj́ıćı podmı́nky konvergence prosté iteračńı me-
tody a maticového zápisu Jacobiovy metody.

2.1 Gaussova-Seidelova iteračńı metoda

Pro odvozeńı Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody se postupuje obdobně jako v př́ıpadě
(17). Soustavu rovnic přeṕı̌seme stejným zp̊usobem. Nyńı si ale všimneme, že při
výpočtu v pořad́ı odshora dol̊u můžeme do 2. a 3. rovnice dosadit již hodnoty z nové
iterace. Dostáváme iteračńı proces

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 x
(k+1)
1 =

1

a11

(

b1 − a12x
(k)
2 − a13x

(k)
3

)

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 → x
(k+1)
2 =

1

a22

(

b2 − a21x
(k+1)
1 − a23x

(k)
3

)

(22)

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 x
(k+1)
3 =

1

a33

(

b3 − a31x
(k+1)
1 − a32x

(k+1)
2

)

Pro obecnou soustavu rovnic pak Gaussova-Seidelova metoda lze zapsat následuj́ıćım
vzorcem.

Definice 2.2 (Složkový zápis Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody)
Gaussova-Seidelova iteračńı metoda pro řešeńı soustavy rovnicAx = b je dána předpisem
pro výpočet složek x(k+1) z předchoźı iterace x(k) dle

x
(k+1)
i =

1

aii

(

bi −
∑

j<i

aijx
(k+1)
j −

∑

j>i

aijx
(k)
j

)

. (23)

Zde je vhodné připomenout, že pro ř́ıdké matice je zápis (23) čistě formálńı, součet
prob́ıhá pouze přes nenulové prvky matice. Stejně jako pro Jacobiho iteračńı metodu
zaṕı̌seme i Gaussovu-Seidelovu iteračńı metodu v maticové podobě.

Lemma 2.3 (Maticový zápis Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody) Necht’

A = L+D+P je rozštěpeńı matice dané rovnićı (19). Pak se rovnice (23) daj́ı zapsat
v maticovém zápisu jako

x(k+1) = UGS x
(k) + vGS , UGS = −(D +L)−1P , vGS = (D +L)−1b.

Důkaz 2.4 Rovnice (23) lze zapsat ve tvaru

(D +L)x(k+1) = −Pxk + b.
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Lemma 2.4 Vlastńı č́ısla matice UGS jsou kořeny rovnice

det(λL+ λD + P ) = 0

Důkaz 2.5 Vlastńı č́ıslo λ matice UGS splňuje

0 = det(UGS − λE) = det(−(D +L)−1
P − λE)

= det(−(D +L)−1
P − λ(D +L)−1(D +L)) = det(−(D +L)−1(λL + λD + P )).

Vzhledem k tomu, že determinant součinu matic je součin determinant̊u jednotlivých
matic, a determinant matice (D +L)−1 je nenulový, je tvrzeńı lemmatu dokázáno.

Věta 2.3 (Postačuj́ıćı podmı́nky Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody)
Je-li matice A ODD, pak je Gaussova-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı.

Je-li matice A SPD, pak je Gaussova-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı.

Důkaz 2.6 Bez d̊ukazu.

Věta 2.4 (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka Gaussovy-Seidelovy iteračńı metody)
Gaussova-Seidelova iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když ρ(UGS) < 1.

Důkaz 2.7 Věta je snadným d̊usledkem nutné a postačuj́ıćı podmı́nky konvergence
prosté iteračńı metody a maticového zápisu Gauss-Seidelovy iteračńı metody.
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3 Minimalizačńı problémy

3.1 Soustava lineárńıch rovnic a jej́ı řešeńı jako minimalizačńı

problém

V této části se budeme zabývat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic v př́ıpadě, že matice
A ∈ Rn×n je symetrická a pozitivně definitńı. Namı́sto toho, abychom hledali řešeńı
soustavy rovnic, budeme hledat minimum funkce F n-proměnných dané jako

F (x) =
1

2
xTAx− xTb.

Pro takovouto funkci (někdy též funkcionál) se snadno - dosazeńım a užit́ım symetrie
matice A - ukáže, že plat́ı vztah

F (x+ αv)− F (x) = αvT (Ax− b) +
1

2
α2vTAv (24)

pro libovolné vektory x, v a č́ıslo α ∈ R. Důkaz: DCV.

Věta 3.1 (Řešeńı soustavy rovnic jako minimalizace funkce) Necht’ matice A

je symetrická a pozitivně definitńı. Pak

Ax∗ = b ⇔ F (x∗) ≤ F (x) ∀x

Důkaz 3.1 Užit́ım vztahu (24) pro x = x∗ ihned vid́ıme, že pokud x∗ je řešeńım
soustavy, pak F (x) ≥ F (x∗), nebot’ matice A je pozitivně definitńı, tedy vTAv ≥ 0.

Naopak, je-li x∗ minimem funkcionálu, pak funkce g(α) = F (x∗ + αv) − F (x∗)
má minimum pro α = 0. Plat́ı g′(0) = 0 a vT (Ax∗ − b) = 0 pro libovolné v. Vektor
Ax∗ − b muśı být nulový.

Metoda největš́ıho spádu. Iteračńı metoda největš́ıho spádu pro řešeńı soustavy
rovnic Ax = b je dána předpisem

x(k+1) = x(k) + αkp
(k),

kde směr p(k) je volen jako směr největš́ıho spádu funkce F (x) a krok je volen jako
optimálńı krok ve směru p.
Ze vztahu (24) vid́ıme, že směr největš́ıho spádu je dán jako směr

p(k) = b−Ax(k).

Užit́ım pravé strany rovnice (24) jako funkce α lze snadno určit minimum užit́ım deri-
vace, viz následuj́ıćı lemma.
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Lemma 3.1 (Optimálńı krok v metodě největš́ıho spádu) Optimálńı krok v me-
todě nejvěťśıho spádu je dán vztahem

αk =
pT (b−Ax)

pT (Ap)

Důkaz 3.2 Vezmeme funkci g(α) = F (x(k)+αp)−F (x(k)) viz rovnice (24). Spočteme
jej́ı derivaci a polož́ıme rovnu nule. Ze vztahu g′(α) = 0 jǐz vyjádř́ıme optimálńı α.

3.2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Kvadratická odchylka a metoda nejmenš́ıch čtverc̊u Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
se zabývá problémem aproximace dané tabulky hodnot pomoćı funkce zvoleného typu,
např. polynomu. Necht’ je dána tabulka dat xi, yi pro i = 1, . . . n. Kvadratickou od-
chylkou polynomu p(x) rozumı́me

δ2(p(x)) =
n∑

i=1

(p(xi)− yi)
2 .

Řı́káme, že polynom p∗(x) stupně nejvýše q aproximuje danou tabulku dat nejlépe ve
smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, pokud

δ2(p∗(x)) ≤ δ2(p(x)) pro p(x) libovolný polynom stupně nejvýše q.

Odvozeńı soustavy normálńıch rovnic pro kvadratický polynom V této části
si odvod́ıme, jakým zp̊usobem se źıská optimálńı kvadratický polynom pro danou ta-
bulku dat. V tomto př́ıpadě minimalizujeme kvadratickou odchylku polynomu p(x) =
a0 + a1x+ a2x

2. Vid́ıme, že kvadratická odchylka je funkce pouze 3 neznámých

δ2(p(x)) =

n∑

i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i − yi

)2
= F (a0, a1, a2).

Všimněme si, že se jedná o kvadratickou funkci (tedy spojitou funkci) v proměnných
ai, a že tato funkce je zdola omezená. Z toho již vyplývá, že nabývá minima. Nutná
podmı́nka pro minimum nám dá tři rovnice

∂F

∂a0
= 2

n∑

i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i − yi

)
1 = 0,

∂F

∂a1
= 2

n∑

i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i − yi

)
xi = 0,
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∂F

∂a2
= 2

n∑

i=1

(
a0 + a1xi + a2x

2
i − yi

)
x2i = 0,

z kterých po úpravě dostáváme soustavu normálńıch rovnic pro tento př́ıpad

a0(
n∑

i=1

1) + a1(
∑

i

xi) + a2(
∑

i

x2i ) = (
∑

i

yi),

a0(
n∑

i=1

xi) + a1(
∑

i

x2i ) + a2(
∑

i

x3i ) = (
∑

i

xiyi),

a0(
n∑

i=1

x2i ) + a1(
∑

i

x3i ) + a2(
∑

i

x4i ) = (
∑

i

x2i yi).

Vid́ıme, že jsme tento problém převedli na problém řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
s matićı, která je symetrická. Lze ukázat, že - za předpokladu na dostatečný počet
r̊uzných bod̊u xi - je i pozitivně definitńı.

Odvozeńı soustavy normálńıch rovnic pro obecný polynom Vzhledem k tomu,
že polynom stupně nejvýše q > 0 má q + 1 neznámých, je třeba tyto určit z podmı́nky
na nulové parciálńı derivace. T́ım dostáváme soustavu tzv. normálńıch rovnic. Polynom
p∗(x) stupně nejvýše q > 0 aproximuje danou tabulku dat nejlépe ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u pokud p∗(x) =

∑q
k=0 akx

k, kde ak jsou řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

a0(
∑

i

1) + a1(
∑

i

xi) + . . .+ aq(
∑

i

xqi ) =
∑

i

yi,

a0(
∑

i

xi) + a1(
∑

i

x2i ) + . . .+ aq(
∑

i

xq+1
i ) =

∑

i

xiyi,

...
...

...

a0(
∑

i

xqi ) + a1(
∑

i

xq+1
i ) + . . .+ aq(

∑

i

xq+q
i ) =

∑

i

xqiyi,

K této soustavě lineárńıch rovnic lze doj́ıt jednoduše pokud si kvadratickou odchylku
zaṕı̌seme ve vektorovém tvaru, tj.

δ2 = ‖Aα− y‖2E,

kde matice A je dána jako

A =








1 x1 x21 . . . xq1
1 x2 x22 . . . xq2
...

...
. . .

...
1 xn x2n . . . xqn







.
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Máme tedy tvar

δ2(α) = (Aα− y)T (Aα− y) = yTy + αTATAα− 2yTAα.

V́ıme, že matice ATA je symetrická a pozitivně definitńı nebo pozitivně semidefinitńı
(toto záviśı na počtu r̊uzných bod̊u xi). Lze už́ıt věty 3.1 a vid́ıme, že minimum této
funkce je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

ATAα = ATy.

O tomtéž se dá přesvědčit formálńım derivováńım podle složek α, kdy dostáváme

∂δ2

∂αi
= 2eiA

TAα− 2eiA
Ty = 2ei(A

TAα−ATy) = 0.

Vid́ıme, že
(ATAα−ATy) = 0.

Poznámka 3.1 (Normálńı rovnice) Soustava normálńıch rovnic se často zapisuje
ve tvaru

ATAα = ATb,

kde α = (a0, . . . , aq)
T , bi = yi a matice A je dána jako

A =








1 x1 x21 . . . xq1
1 x2 x22 . . . xq2
...

...
...

1 xn x2n . . . xqn







.
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4 Nelineárńı rovnice a Newtonova metoda

Existence a jednoznačnost řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. V́ıme, že i
pro soustavu lineárńıch rovnic neńı vždy zaručena ani existence ani jednoznačnost
řešeńı (regulárńı matici toto zaručuje). Existence a př́ıpadně i jednoznačnost řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic je samozřejmě ještě komplikovaněǰśı (stač́ı si představit
jednu nelineárńı rovnici f(x) = 0). Existence a jednoznačnost lze ukázat většinou jen
ve speciálńıch př́ıpadech. Často se ale použ́ıvá speciálńı př́ıpad nelineárńı rovnice, tj.
problém pevného bodu x = F (x).

Definice 4.1 Zobrazeńı (funkci) F : Rn → Rn nazýváme kontraktivńı zobrazeńı na
množině D ⊂ Rn, pokud existuje κ ∈ (0, 1) tak, že pro libovolné x,y ∈ D plat́ı

‖F (x)− F (y)‖ < κ‖x− y‖.

Věta 4.1 (Banachova věta) Necht’ F je kontraktivńı zobrazeńı na uzavřené neprázdné
množině D ⊂ Rn a necht’ F (D) ⊂ D. Pak existuje právě jeden pevný bod tohoto zobra-
zeńı.

Ukažme si myšlenku d̊ukazu pro n = 1. Nejprve ukážeme existenci pevného bodu.
Sestroj́ıme posloupnost {x(k)} ⊂ R, která bude konvergovat k pevnému bodu. Voĺıme
počátečńı přibĺıžeńı x(0) ∈ D a sestroj́ıme posloupnost x(k+1) = F (x(k)). Vzhledem k
tomu, že zobrazeńı je kontraktivńı vid́ıme, že

|x(k+1) − x(0)| ≤

k∑

j=0

|x(j+1) − x(j)| ≤

k∑

j=0

κj|x(1) − x(0)|,

kde pravá strana je shora omezená součtem nekonečné geometrické řady, tedy

|x(k+1) − x(0)| ≤
1

1− κ
|x(1) − x(0)|.

Posloupnost {xk} je omezená, tud́ıž z ńı lze vybrat konvergentńı podposloupnost. Pak
lze snadno ukázat, že i celá posloupnost je konvergentńı k téže limitě. Limitou této
posloupnosti je hledaný pevný bod.
Jednoznačnost: vezmeme dva pevné body x∗ = F (x∗), y∗ = F (y∗). Spočtěme velikost
rozd́ılu a užijme kontraktivitu F , tedy

|x∗ − y∗| = |F (x∗)− F (y∗)| ≤ κ|x∗ − y∗|.

Z této nerovnosti (κ < 1) již vyplývá x∗ = y∗.
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x x

y = f(x)

x
(k+1)

y

0

f(x   )
(k)

(k)

Obrázek 1: Grafické znázorněńı Newtonovy metody

Newtonova metoda pro funkci jedné proměnné (1D) Zabývejme se dále řešeńım
jedné nelineárńı rovnice f(x) = 0. Užijeme Newtonovu metodu, také zvanou metodu
tečen, viz Obr. 1.

Hledáme x∗ tak, že f(x∗) = 0. Užijeme Taylor̊uv polynom v bodě xk

0 = f(x∗) = f(x(k)) + f ′(x(k))(x∗ − x(k)) +
1

2
f ′′(ξ)(x∗ − x(k))2

Zanedbáńım posledńıho členu (tj. rovnice tečny) dostaváme vzorec pro přibĺıžeńı (k+1) ≈
x∗. Tedy

x(k+1) = x(k) − [f ′(x(k))]−1f(x(k)). (25)

Newtonova metoda pro soustavu dvou rovnic o dvou neznámých (2D) Zabývejme
se dále řešeńım soustavy nelineárńıch rovnic

f(x, y) = 0, g(x, y) = 0.

Postupujeme obdobně jako pro 1D př́ıpad. Užijeme Taylor̊uv polynom, kde za-
nedbáme členy vyšš́ıho řádu než jedna. V tomto př́ıpadě je Taylor̊uv polynom shodný
s rovnićı tečné roviny. Tedy užijeme rovnici tečné roviny v bodě A = [x(k), y(k)] pro
nahrazeńı funkce f a funkce g. Hledáme tedy řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

0 = f(A) + fx(A)(x− x(k)) + fy(A)(y − y(k)),

0 = g(A) + gx(A)(x− x(k)) + gy(A)(y − y(k)),

Verze 25.5.2021 21
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kde fx respektive fy znač́ıme parciálńı derivace funkce f podle x respektive y. Obdobně
gx, gy. Řešeńı této soustavy rovnic označ́ıme x(k+1), y(k+1). Dostaneme formálńı vzorec

(
x(k+1)

y(k+1)

)

=

(
x(k)

y(k)

)

−

(
fx(A) fy(A)
gx(A) gy(A)

)−1(
f(x(k), y(k))
g(x(k), y(k))

)

. (26)

Všimněte si podobnosti se vzorcem (25). Zde je třeba zd̊uraznit, že inverzńı matici
nepoč́ıtáme, ale výpočet realizujeme pomoćı řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Newtonova metoda pro soustavu n-rovnic o n-neznámých Předchoźı postup
lze zobecnit pro řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic

F (x) = 0,

kde F je vektorová funkce F : Rn → Rn. I v tomto př́ıpadě lze odvodit vzorec, který lze
zapsat ve tvaru rovnice (25). Je ale nutné si uvědomit, co v tomto rozumı́me výrazem
F ′. Jedná se o Jacobiho matici zobrazeńı F danou v následuj́ıćı definici.

Definice 4.2 (Jacobiho matice zobrazeńı F) Jacobiho matićı zobrazeńı F : Rn →
Rn rozumı́me matici

F ′(x) =









∂F1

∂x1
(x) ∂F1

∂x2
(x) . . . ∂F1

∂xn
(x)

∂F2

∂x1
(x) ∂F2

∂x2
(x) . . . ∂F2

∂xn
(x)

...
...

...
∂Fn

∂x1
(x) ∂Fn

∂x2
(x) . . . ∂Fn

∂xn
(x)









.

Definice 4.3 (Newtonova metoda) Hledáme kořeny rovnice F (x) = 0, F : Rn →
Rn tak, že voĺıme počátečńı přibĺı̌zeńı x(0) a sestav́ıme posloupnost pomoćı předpisu

x(k+1) = x(k) − (F ′(x(k)))−1F (x(k)).

Věta 4.2 (Konvergence Newtonovy metody) Necht’ F : D ⊂ Rn → Rn, D -
oblast, F ∈ C2(D). Necht’ F (x∗) = 0 a J = detF ′(x∗) 6= 0. Pak existuje okoĺı bodu x∗

takové, že Newtonova metoda je konvergentńı k x∗ pro libovolné x(0) z tohoto okoĺı.

Důkaz 4.1 (Náznak d̊ukazu pro n = 1) Z předpisu pro Newtonovu metodu vid́ıme,
že

x∗ − x(k+1) = x∗ − x(k) +
f(x(k))

f ′(x(k))
. (27)

Užit́ım Taylorova polynom s Lagrangeovým tvarem zbytku vid́ıme, že

f(x∗)
︸ ︷︷ ︸

0

= f(x(k)) + f ′(x(k))(x∗ − x(k)) +
f ′′(ξ)

2
(x∗ − x(k))2.
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Děleńım předchoźı rovnice f ′(x(k)) dostaneme

0 =
f(x(k))

f ′(x(k))
+ (x∗ − x(k)) +

f ′′(ξ)

2f ′(x(k))
(x∗ − x(k))2,

a tedy vzhledem ke vztahu (27) vid́ıme, že

|x∗ − x(k+1)| =

∣
∣
∣
∣
−

f ′′(ξ)

2f ′(x(k))
(x∗ − x(k))2

∣
∣
∣
∣
≤ M |x∗ − x(k)|2,

kde M = max |f ′′(ξ)/(2f ′(x(k)))| - maximum je bráno na nějakém okoĺı bodu x∗ (roz-
myslete si proč je tento výraz konečný). Posledńı nerovnost ř́ıká, že je-li x(k) dostatečně
bĺızko přesnému řešeńı, tj. je-li |x∗ − x(k)| ≤ q

M
, pro nějaké 0 ≤ q < 1, pak také

|x∗ − x(k+1)| ≤ q
M

a nav́ıc

|x∗ − x(k+1)| < q|x∗ − x(k)|.

Opakované použit́ı posledńı nerovnosti pak jǐz dává konvergenci k řešeńı.

V předchoźım d̊ukazu byla použita věta o Taylorově polynomy z Matematiky I,
připomeňme jej́ı zněńı. V této větě budeme symbolem f (k)(x) značit k−tou derivaci
funkce f. Speciálně f (1)(x) = f ′(x) a nultou derivaćı rozumı́me př́ımo funkci f (0)(x) =
f(x). Tato věta bude hrát velmi d̊uležitou roli v daľśı části přednášek!

Věta 4.3 (Taylor̊uv polynom s Lagrangeovým tvarem zbytku, opakováńı) Necht’

f je funkce, která má na intervalu I spojité derivace až do řádu n + 1 včetně, tj.
f ∈ Cn+1(I). Pak pro x, x+ h ∈ I plat́ı

f(x+ h) = Tn(h) +Rn+1(h), (28)

kde

Tn(h) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
hk, Rn+1(h) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1, (29)

kde ξ = ξ(h) je nějaký bod mezi body x a x+ h (zde h m̊uže být i záporné).

Tuto větu budeme speciálně použ́ıvat pro př́ıpad n = 3, f ∈ C4, pro volbu h := h
a (formálně) h := −h, tedy

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h +
1

2
f ′′(x)h2 +

1

3!
f ′′′(x)h3 +

1

4!
f (IV )(ξ)h4

nebo

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 −

1

3!
f ′′′(x)h3 +

1

4!
f (IV )(ξ)h4.

Verze 25.5.2021 23
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Definice 4.4 (Symboly O(hp), O(hp + τ q))

Necht’ pro funkci g(h) definovanou pro všechna h ∈ (0, hmax) existuje konstanta K > 0
taková, že plat́ı odhad

|g(h)| ≤ Khp.

Pak už́ıváme zápis
g(h) = O(hp).

Necht’ pro funkci g(h, τ) definovanou pro pro všechna h ∈ (0, hmax) a τ ∈ (0, τmax)
existuj́ı konstanty K1, K2 > 0 takové, že plat́ı odhad

|g(h, τ)| ≤ K1h
p +K2τ

q.

Pak už́ıváme zápis
g(h, τ) = O(hp + τ q).
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5 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy. Eulerova me-

toda.

V této části se budeme věnovat numerickým řešeńım obyčejných diferenciálńıch rovnic.
Budeme se zabývat řešeńım úlohy nalezeńı funkce y = y(x) splňuj́ıćı na intervalu 〈a, b〉
diferenciálńı rovnici

y′ = f(x, y). (30)

Aby byla zaručena jednoznačnost řešeńı doplńıme rovnici (30) počátečńı podmı́nkou
y(a) = η, tj. budeme hledat řešeńı Cauchyovy úlohy

y′ = f(x, y), y(a) = η. (31)

V př́ıpadě úlohy (31) mluv́ıme o počátečńı nebo také Cauchyově úloze. Rovnice (30)
může reprezentovat bud’ jednu obyčejnou diferenciálńı rovnici nebo také soustavu di-
ferenciálńıch rovnic, kdy y = (y1, . . . , yd)

T je vektorová funkce y : R → Rd a pravá
strana f = (f1, . . . , fd)

T je d-rozměrná vektorová funkce.

Poznámka 5.1 (O existenci a jednoznačnosti řešeńı)

Postačuj́ıćı podmı́nkou existence řešeńı úlohy (31) je spojitost funkce f a spojitost
parciálńı derivace ∂f

∂y
. V př́ıpadě soustavy rovnic pak spojitost parciálńı derivaćı ∂fi

∂yj

pro všechna i, j. Viz podrobněji Matematika III.

Poznámka 5.2 (Převod rovnice vyšš́ıho řádu)

Každá obyčejná diferenciálńı rovnice k−tého řádu (k > 1) se dá formulovat ve tvaru
(30). Toto odvozeńı si zopakujeme pro př́ıpad rovnice druhého řádu

y′′ = G(x, y, y′),

kdy zavedeme novou funkci z = (z1, z2)
T , jej́ı̌z složky jsou dány pomoćı vztahu

z1 = y, z2 = y′ a tedy z′1 = z2, z′2 = G(x, z1, z2).

Zcela obdobně postupujeme pro př́ıpad rovnice k-tého řádu (k > 2), tj. např́ıklad pro
rovnici

y′′′ = G(x, y, y′, y′′)

voĺıme z = (z1, z2, z3)
T = (y, y′, y′′)T .

Věta 5.1 (Náhrady 1. derivace) Necht’ funkce f ∈ C2(I), interval I = 〈a, b〉, body
x, x± h ∈ I. Pak plat́ı

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+ η1(h), f ′(x) =

f(x)− f(x− h)

h
+ η2(h),

kde ηi(h) = O(h).

Důkaz 5.1 Věta je okamžitým d̊usledkem věty o Taylorově polynomu s Lagrangeovým
tvarem zbytku, viz věta 4.3 a poznámka pod ńı.
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Princip numerického řešeńı. Pro jednoduchost uvažujeme pouze skalárńı př́ıpad,
tedy řeš́ıme jednu diferenciálńı rovnici. Označme přesné řešeńı y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
Hodnoty přesného řešeńı hledáme v diskrétńıch bodech

a = x0 < x1 < . . . < xN ≤ b,

Obvykle řešeńı hledáme v bodech xn = a + nh daných pomoćı kroku h > 0. Hodnoty
přesného řešeńı pak aproximujeme hodnotami

yn ≈ y(xn).

Přibližné hodnoty yn+1 můžeme źıskat např́ıklad tak, že v rovnici v rovnici (30) na-
hrad́ıme derivaci y′ v bodě x = xn nebo x = xn+1 podle Věty 5.1. T́ım dostaneme
dvě varianty Eulerovy metody, které se často použ́ıvaj́ı. Prvńı je tzv. Eulerova metoda
daná předpisem

yn+1 − yn
h

= f(xn, yn),

z kterého je možné vyjádřit explicitně yn+1 (také nazývaná explicitńı Eulerova metoda).

Definice 5.1 (Explicitńı Eulerova metoda) Je dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme
y0 = η, krok h > 0 a hodnoty přiblǐzného řešeńı yn vypočteme předpisem

yn+1 = yn + hf(xn, yn).

Řı́káme, že hodnoty yn jsou vypočtené užit́ım (explicitńı) Eulerovy metody.

Druhá metoda pak je tzv. implicitńı Eulerova metoda daná předpisem

yn+1 − yn
h

= f(xn+1, yn+1). (32)

Definice 5.2 (Implicitńı Eulerova metoda) Je dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme
y0 = η, krok h > 0 a vypočteme přiblǐzné hodnoty yn, pro které plat́ı

yn+1 − hf(xn+1, yn+1) = yn

Řı́káme, že přiblǐzné hodnoty yn jsou vypočtené užit́ım implicitńı Eulerovy metody.

V tomto př́ıpadě je nutné hledat řešeńı této obecně nelineárńı rovnice. Implicitńı
metoda se nicméně často použ́ıvá v př́ıpadě lineárńıch ODR, tj. v př́ıpadě kdy f(x, Y ) =
AY + g(x), kde A je matice. V takovém př́ıpadě je (32) soustavou lineárńıch rovnic,
kterou je možné (alespoň pro malá h) snadno vyřešit, tj.

(E − hA)yn+1 = yn + hg(x).
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Př́ıklad 5.1 Je dáno h > 0, D > 0, A > 0 a Cauchyova úloha y′ = −Ay, y(0) = D.

Užit́ım explicitńı a implicitńı Eulerovy metody a kroku h spoč́ıtáme aproximaci hodnot
řešeńı v bodech xj = jh, j = 1, 2, 3 a j = n.

Urč́ıme přesné řešeńı y(x) dané Cauchyovy úlohy a srovnáme s přiblǐzným řešeńım.

Řešeńı: Nejprve řešme temto př́ıklad pomoćı explicitńı Eulerovy metody. Hodnotu v
bodě x1 tedy spočteme dle vzorce

y1 = y0 + hf(x0, y0) = (1− Ah)y0 = (1− Ah)D,

a dále obdobně

y2 = y1 + hf(x1, y1) = (1− Ah)y1 = (1− Ah)1D,

a
y3 = y2 + hf(x2, y2) = (1− Ah)y2 = (1− Ah)2D.

Obecně tedy máme
yj = (1− Ah)jD.

Obdobně pro implicitńı Eulerovu metodu (hodnoty aproximaćı označ́ıme zi, z0 =
y0 = D)

z1 − hf(x1, z1) = z0, → (1 + Ah)z1 = D,

a tedy z1 = (1 + Ah)−1D. Obdobně dostaneme

zj =
1

(1 + Ah)j
D.

Všimněme si, že přesné řešeńı dané úlohy je y(x) = De−Ax a že toto řešeńı je
klesaj́ıćı pro x ∈ R (A > 0). Vid́ıme, že také hodnoty numerické aproximace zj źıskané
implicitńı metodou jsou vždy klesaj́ıćı nezávisle na volbě h > 0. Aby hodnoty numerické
aproximace yi pro explicitńı metodu splňovali totéž, je nutné aby |1−Ah| ≤ 1, tedy aby
hodnoty Ah leželi v intervalu 〈0, 2〉. Uvažujeme-li hodnoty A komplexńı, pak hodnoty
Ah muśı ležet v kruhu o poloměru 1 a středu 1 + 0i ∈ C. Dá se také snadno ukázat,
že hodnoty źıskané at’ už explicitńı nebo implicitńı metodou konverguj́ı k hodnotám
přesného řešeńı (zkuste si pro konkrétńı volbu x a r̊uzná h), např. volba x = 1 = xn a
h = 1/n dává

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(

1−
A

n

)n

= e−A

a př́ıpadně

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

1

(1 + A
n
)n

=
1

eA
.

Verze 25.5.2021 27
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V př́ıpadě užit́ı numerických metod pro vektorovou Cauchyovu úlohu, je třeba být
opatrný vzhledem k tomu, že hodnoty yn jsou vektory, které maj́ı složky. Abychom
odlǐsili hodnoty aproximace řešeńı v bodě xn od hodnot jeho složek, znač́ıme tyto
aproximace někdy horńım indexem namı́sto dolńıho, tedy y(n) ≈ y(xn) př́ıpadně Y

(n) ≈
Y (xn). Vzorec pro explicitńı Eulerovu metodu pak zapisujeme

Y (n+1) = Y (n) + hf(xn, Y
(n)).

Je zřejmé, že na postupu výpočtu toto značeńı nic neměńı.

Př́ıklad 5.2 Je dána Cauchyova úloha pro soustavu ODR

Y ′ =

(
y1 − y22
x− y1

)

, Y (0) = (1, 1)T , Y = (y1, y2)
T

Užijte explicitńı Eulerovy metody s krokem h = 0.5 a spočtěte hodnoty aproximace
řešeńı Y (0.5), Y (1), Y (2).

Řešeńı: V daném př́ıpadě se jedná o soustavu nelineárńıch ODR prvńıho řádu, kde
pravá strana je zadaná jako vektorová funkce

f(x, Y ) =

(
y1 − y22
x− y1

)

.

Všimněme si, že pravá strana f této soustavy ODR je spojitá a parciálńı derivace
∂f1
∂y1
, ∂f2
∂y1
, ∂f1
∂y2

a také ∂f2
∂y2

. Poč́ıtáme tedy pro Y (0) = (1, 1)T dle vzorce pro explicitńı
metodu

Y (1) = Y (0) + 0.5 f

(

0,

(
1
1

))

=

(
1
1

)

+ 0.5

(
1− 11

0− 1

)

=

(
1
0.5

)

a dále

Y (2) = Y (1) + 0.5 f

(

0.5,

(
1
0.5

))

=

(
1
0.5

)

+ 0.5

(
1− 0.52

0.5− 1

)

=

(
0.625
0.25

)

.

Y (3) = Y (2)+0.5 f

(

1,

(
0.625
0.25

))

=

(
0.625
0.25

)

+0.5

(
0.625− 0.252

1− 0.625

)

=

(
0.90625
0.4375

)

.

Př́ıklad 5.3 Necht’ A ∈ Rd×d, u ∈ Rd je vlastńı vektor matice A př́ıslušný reálnému
vlastńımu č́ıslu λ < 0. Je dána Cauchyova úloha

Y ′ = AY, Y (0) = u,
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Užit́ım explicitńı a implicitńı Eulerovy metody a kroku h spoč́ıtáme aproximaci řešeńı
v bodech xj = jh, j = 1, 2, 3 a j = n.

Urč́ıme přesné řešeńı y(x) dané Cauchyovy úlohy a srovnáme s přiblǐzným řešeńım.

Uváž́ıme vlastńı č́ıslo λ a vlastńı vektor u komplexńı, Re λ < 0.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě postupujeme zcela obdobně jako v př́ıkladě předchoźım.
Nejprve si všimněme, že funkce Y (x) = eλxu je přesným řešeńım dané Cauchyovy
úlohy (ověřte si dosazeńım!). Dále aplikujme explicitńı Eulerovou metodu a užijeme
definice vlastńıho č́ısla a vektoru. Užijeme zápis s horńımi indexy, tedy Y (0) = u.

Y (1) = Y (0) + hAY (0) = u+ hAu = (E + hA)u = (1 + λh)u,

Y (2) = Y (1) + hAY (1) = Y (1) + hAY (1) = (E + hA)Y (1) = (1 + λh)2u,

a tedy
Y (j+1) = Y (j) + hAY (j) = (1 + λh)j+1u.

Všimněme si podobnosti tohoto řešeńı a řešeńı z př́ıkladu 5.1. Vid́ıme tedy také, že
hodnoty aproximace řešeńı budou konvergovat k hodnotám přesného řešeńı. Hodnota
kroku h by měla být volena tak, aby chováńı numerického řešeńı bylo obdobné jako
chováńı přesného řešeńı, které v čase klesá (λ < 0). Tedy dostáváme podmı́nku

|1 + λh| ≤ 1,

a vzhledem ke znaménku potřebujeme splnit podmı́nku h < −2/λ.

Zde je ale nutné poznamenat, že v praktickém výpočtu pro tento konkrétńı problém
je třeba uvážit v určitých speciálńıch př́ıpadech vliv zaohrouhlovaćıch chyb. Např.
zaokrouhleńım může z počátečńı podmı́nky Y (0) = u vzniknout Y (0) = u + ǫv, kde
ǫ je nějaké velmi malé č́ıslo. Bude-li v např. vlastńı vektor př́ıslušný jinému vlastńımu
č́ıslu λ1, kde λ1 > 0 (v́ıme dle MA III typ bodu rovnováhy pro danou ODR je sedlo).
Přesné řešeńı této “zaokrouhlené” úlohy pak je Ỹ (x) = eλxu+ ǫeλ1xv. Vid́ıme tedy, že
pro velká x > 0 je prvńı člen velmi malý (λx → −∞ pro x → +∞), ale druhý člen
naopak veliký a rostoućı (λ1x→ +∞ pro x→ +∞) . Je zřejmé, že řeš́ıme-li numericky
danou úlohu, nemůžeme dobře aproximovat obě tyto řešeńı Y (x) a Ỹ (x). Vid́ıme, že
vliv zaokrouhlovaćı chyby v př́ıpadě úlohy, kdy λ < 0 a λ1 > 0, může být obrovský a
nezávislý na volbě kroku h. Pokud ale všechna vlastńı č́ısla jsou záporná, k takovéto
situaci nedojde. Zd̊urazněme tedy, že pro numerickou aproximaci řešeńı je nutné vědět
něco nejen o vlastnostech numerických metod ale také i o řešené úloze a vlastnostech
jej́ıho řešeńı (např. také i oblast, kde existuje jednoznačné řešeńı). Užit́ı numerické
metody v diskutovaném př́ıpadě, kdy velmi malá změna počátečńı podmı́nky vede k
velké změně přesného řešeńı, je nebo může být nevhodné.
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Věta 5.2 (Náhrada 1. derivace, centrálńı diference) Necht’ funkce f ∈ C3(I),
interval I = 〈a, b〉, body x, x± h ∈ I. Pak plat́ı

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+ η(h),

kde η(h) = O(h2).

Důkaz 5.2 Věta je okamžitým d̊usledkem věty o Taylorově polynomu s Lagrangeovým
tvarem zbytku, viz věta 4.3. Speciálně odečteńım dvou rovnic za větou 4.3 dostaneme
tvrzeńı věty 5.2.

Užit́ım Věty 5.2 lze nyńı zlepšit Eulerovu metodu: nahrazeńım derivace v bodě
xn+1/2 = xn + h/2 v ODR dostáváme

yn+1 − yn
h

≈ y′(xn+1/2) = f(xn + h/2, y(xn + h/2)), (33)

kde na pravé straně užijeme aproximaci pomoćı Taylorova rozvoje

y(xn + h/2) = y(xn) +
h

2
y′(xn) +O(h2) ≈ yn +

h

2
f(xn, yn). (34)

Dosazeńım aproximace (34) do (33) a zanedbnáńım člen̊u O(h2) dostáváme tzv. Collat-
zovu metodu (též metoda Rungeova-Kuttova).

Definice 5.3 (Collatzova metoda) Je dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme y0 = η,
krok h > 0 a vypočteme hodnoty aproximaćı Y k předpisem

yn+1 = yn + hf

(

xn +
h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

)

(35)

Řı́káme, že přiblǐzné hodnoty yn jsou vypočtené užit́ım Collatzovy metody.

Poznámka 5.3 Collatzova metoda se také nazývá Rungeova-Kuttova metoda (2. řádu),
př́ıpadně 1. modifikaćı Eulerovy metody. Výpočet lze formálně v každém kroku n provádět
postupným výpočtem

k1 = f(xn, yn),

ypom = yn +
h

2
k1,

k2 = f

(

xn +
h

2
, ypom

)

,

yn+1 = yn + hk2.
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Hodnoty k1, k2 a ypom jsou tedy obecně r̊uzné v r̊uzných kroćıch n. Z tohoto d̊uvodu se

někdy už́ıvá přesněǰśı označeńı k
(n)
1 , k

(n)
2 a y

(n)
pom. V tomto textu toto označeńı neuž́ıváme

a tyto vzorce bereme jen jako praktickou realizaci výpočtu vzorce (35) pro výpočet yn+1

z yn.

Př́ıklad 5.4 Řešte numericky Cauchyovu úlohu explicitńı Eulerovou a Collatzovou me-
todou

y′ = −x2 + y2, y(0) = 0.1.

Řešeńı: Nejprve budeme numericky řešit Eulerovou metodou s krokem h = 0.2. Dle
počátečńı podmı́nky urč́ıme x0 = 0, y0 = 0.1. Dále si všimněme, že pravé strana dané
diferenciálńı rovnice je f(x, y) = −x2 + y2. Spočtěme hodnotu y1 Eulerovou metodou,
tedy

y1 = y0 + h f(x0, y0) = 0.1 + 0.2 · f(0, 0.1) = 0.1 + 0.2(−02 + 0.12) = 0.102,

kde y1 je hodnota aproximace řešeńı y(0, 1) źıskaná Eulerovou metodou.
Ukažme si dále výpočet použit́ım Collatzovy metody, tj. x0 = 0, y0 = 0.1. Nejprve

spočtěme
k1 = f(0, 0.1) = 0.01,

pak

ypom = y0 +
h

2
k1 = 0.1 + 0.05(0.01) = 0.1005,

a dále
k2 = f(0.05, 0.1005) = 0.00760025.

Spočtěme hodnotu y1 nyńı Collatzovou metodou, tedy

y1 = y0 + h k2 = 0.1 + 0.2 · 0.00760025 = 0.10152005,

kde y1 je hodnota aproximace řešeńı y(0, 1) źıskaná Collatzovou metodou.
V př́ıpadě použit́ı pro soustavu rovnic je potřeba si uvědomit, že funkce f je vek-

torová funkce stejně jako hodnoty aproximaćı yn yn+1. Tedy i hodnoty k1, k2 a ypom

jsou vektory. Někdy se tedy použ́ıvá značeńı Yn Yn+1 př́ıpadně s horńım indexem Y n

Y n+1. Viz též obdobná poznámka u Eulerovy explicitńı metody.

Verze 25.5.2021 31
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6 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy, obecná jed-

nokroková metoda.

(Explicitńı) Eulerova i Collatzova metoda jsou jednokrokové metody, tj. metody které
pro výpočet hodnoty aproximace yn+1 ≈ y(xn+1) už́ıvaj́ı pouze hodnotu yn. Pro vyšetřeńı
jejich vlastnost́ı, rychlosti konvergence atp. se budeme zabývat obecnými jednokro-
kovými metodami.

Definice 6.1 (Obecná jednokroková metoda pro řešeńı Cauchyovy úlohy) Je
dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme y0 = η, krok h > 0. Řı́káme, že hodnoty aproximaćı
yn jsou dány obecnou jednokrokovou metodou, pokud plat́ı

yn+1 = yn + hΦ(xn, yn, h). (36)

Funkci Φ nazýváme př́ır̊ustkovou funkćı Φ = Φ(x, y, h).

Je zřejmé, že aby numerická metoda v̊ubec mohla být úspěšná, muśı existovat
jednoznačné řešeńı CÚ. V́ıme, že za určitých (jakých?) předpoklad̊u na funkci f existuje
právě jedno řešeńı Cauchyovy úlohy. Ukážeme, že tyto předpoklady nám budou stačit
i ke konvergenci jednokrokové metody.

Definice 6.2 (Konsistentńı metoda) Řı́káme, že jednokroková metoda je konsis-
tentńı s úlohou (31), pokud

Φ(x, y, 0) = f(x, y) pro všechna x ∈ 〈a, b〉, y ∈ R,

a funkce Φ = Φ(x, y, h) je spojitá.

Tato vlastnost sama o sobě nemuśı být pro konvergenci dostačuj́ıćı (např. pro Eu-
lerovu metodu je Φ(x, y, h) = f(x, y), ale pouhá spojitost funkce f nezaručuje jedno-
značnost řešeńı. Konvergenci k nejednoznačnému řešeńı nelze splnit). Je tedy nutné
přidat i daľśı předpoklad na funkci Φ.

Poznámka 6.1 (Předpoklad na př́ır̊ustkovou funkci (PΦ))

O př́ır̊ustkové funkci Φ budeme nav́ıc požadovat, aby byla tzv. L−lipschitzovská v ar-
gumentu y, tedy existuje CL > 0 takové, že pro všechna x, y, z, h plat́ı

|Φ(x, y, h)− Φ(x, z, h)| ≤ CL|y − z|. (37)

Tato podmı́nka je zaručena např. za předpokladu spojitosti parciálńı derivace ∂Φ
∂y
. Vid́ıme,

že např. v př́ıpadě Eulerovy metody tento předpoklad věťsinou už́ıváme jǐz pro ověřeńı
existence a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy. Rozmyslete si, jak je to v př́ıpadě
Collatzovy metody.
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Pro vyšetřeńı konvergence jednokrokové metody si nejprve definujme, co pojem
konvergence metody znamená.

Definice 6.3 (Konvergence jednokrokové metody) Označme pro dané h > 0 chybu
e(h) maximálńı chybu metody v intervalu 〈a, b〉, tj.

e(h) = max
xn=a+nh∈〈a,b〉

|yn − y(xn)|,

kde y(x) je přesné řešeńı úlohy.

Řekneme, že obecná jednokroková metoda daná předpisem (36) je konvergentńı, pokud
plat́ı

lim
h→0+

e(h) = 0.

Poznámka 6.2 (Alternativńı definice konvergence) Řekneme, že obecná jedno-
kroková metoda daná předpisem (36) je konvergentńı, pokud pro libovolné x ∈ 〈a, b〉

lim
h→0+,x=xn

yn = y(x),

kde yn je přiblǐzné řešeńı v uzlu xn = x a y(x) je přesné řešeńı.

Lze ukázat, že konsistentńı jednokroková metoda je konvergentńı (za předpokladu
PΦ). Budeme nyńı odhadovat rychlost konvergence, tedy chybu jednokrokové metody.
Dosad́ıme přesné řešeńı do (36) a źıskáme chybu v uzlu xn, tj.

y(xn + h)− y(xn)− hΦ(xn, y(xn), h) = hδn,

tj. lokálńı relativńı diskretizačńı chybu (krátce: lokálńı chybu). Nás ale zaj́ımá globálńı
chyba (také akumulovaná diskretizačńı chyba), tedy rozd́ıl yn − y(xn) =: en, kde yn
splňuj́ı vztah (36). Odečteńım źıskáme

en+1 = en + h(Φ(xn, yn, h)− Φ(xn, y(xn), h))− hδn,

kde pro třet́ı člen na pravé straně (lokálńı relativńı aproximačńı chybu δn) máme odhad
dle užité metody ale pro druhý člen muśıme použ́ıt odhad z předpokladu PΦ.

Definice 6.4 (Diskretizačńı chyba a chyba metody)

Přesný relativńı př́ır̊ustek budeme označovat jako

∆(x, ỹ(x), h) =
ỹ(x+ h)− ỹ(x)

h
, kde ỹ je řešeńı ODR, které procháźı bodem [x, ỹ(x)].
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Lokálńı relativńı diskretizačńı chybou (krátce diskretizačńı chybou) rozumı́me rozd́ıl
př́ır̊ustkové funkce a přesného relativńıho př́ır̊ustku

δ(x, y, h) = Φ(x, y, h)−∆(x, y, h)

Chybou metody pak rozumı́me rozd́ıl přiblǐzného a přesného řešeńı y(x)

en = e(xn) = yn − y(xn)

Řı́káme, že jednokroková metoda je řádu p, pokud existuje konstanta C > 0 tak, že pro
libovolné x ∈ 〈a, b〉 >, y ∈ R a h ∈ (0, h0)

|δ(x, y, h)| = |Φ(x, y, h)−∆(x, y, h)| ≤ Chp.

Odvozeńı 1 (Odhad pro chybu metody/akumulovanou diskretizačńı chyby)
Vı́me ze zadané počátečńı podmı́nky, že plat́ı

e0 = y0 − y(x0) = 0.

Dle definice přesného relativńıho př́ır̊ustku a př́ır̊ustkové funkce v́ıme

yn+1 = yn + hΦ(xn, yn, h), y(xn+1) = y(xn) + h∆(xn, y(xn), h),

tedy pro chybu metody en+1 = yn+1 − y(xn+1) plat́ı

en+1 = en + h (Φ(xn, yn, h)−∆(xn, y(xn), h)) =

= en + h [Φ(xn, yn, h)− Φ(xn, y(xn), h) + Φ(xn, y(xn), h)−∆(xn, y(xn), h)] .

Užit́ım předpokladu a řádu aproximace dostáváme

|en+1| ≤ |en|(1 + CLh) + Chp+1,

tedy pro A = 1 + CLh máme

|e1| ≤ Chp+1,

|e2| ≤ A|e1|+ Chp+1 ≤ Chp+1(1 + A)

|e3| ≤ A|e2|+ Chp+1 ≤ Chp+1(1 + A+ A2)
...

|en| ≤ A|en−1|+ Chp+1 ≤ Chp+1(1 + A + . . .+ An−1) = Chph
An − 1

A− 1

kde dosad́ıme-li za A do výrazu na pravé straně dostaneme

h
An − 1

A− 1
=

(1 + CLh)
n − 1

CL
≤
eCLhn − 1

CL
=
eCL(xn−a) − 1

CL

a tedy máme odhad
|en| ≤ Ĉhp
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Předchoźı odvozeńı si shrňme jako tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.1 (Odhad akumulované diskretizačńı chyby) Pokud je jednokroková
metoda konsistentńı, řádu p a př́ır̊ustková funkce Φ je lipschitzovsky spojitá v proměnné
y (viz nerovnost (37)), pak akumulovaná diskretizačńı chyba je také řádu p, tedy

|en| = |y(xn)− yn| ≤ Ĉhp.

Zde je třeba upozornit, že tento odhad může být poměrně nepřesný a obsahuje (neznámou)
konstantu C. O této konstantě v́ıme pouze, že existuje, ale neznáme jej́ı hodnotu.
Z praktického hlediska je tedy tato rovnice jako odhad nepoužitelná, dává pouze
představu o (limitńım) chováńı pro h bĺıž́ıćı se k nule.
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7 Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy

7.1 Př́ıklady jednokrokových metod

Předchoźı tvrzeńı dává návod, jakým zp̊usobem postupovat při odvozeńı jednokrokové
metody, která je vyšš́ıho než prvńıho řádu. Pokud jsou splněny ostatńı předpoklady
tvrzeńı 6.1, stač́ı ukázat, že lokálńı chyba je řádu p. Vid́ıme, že źıskáváme odhad pro
globálńı chybu Eulerovy metody (lokálńı chyba je totiž prvńıho řádu).

Př́ıklad 7.1 Rozhodněte, zda explicitńı Eulerova metoda splňuje předpoklady z Pozn. 6.1
a zda je konsistentńı. Zd̊uvodněte proč konverguje a jakého řádu je globálńı chyba.

Př́ıklad 7.2 Metoda založená na př́ımém užit́ı Taylorova polynomu, řádu 2.

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h +
h2

2
y′′(x) +O(h3),

kde pro řešeńı y(x) úlohy (31) plat́ı

y′(x) = f(x, y(x))

a tedy

y′′(x) =
d

dx
(f(x, y(x))) .

Definice 7.1 (Metody typu Runge-Kutta) Metody Runge-Kutta jsou jednokrokové
metody, kde př́ır̊ustkovou funkci hledáme ve tvaru

Φ(x, y, h) =

M∑

i=1

ωjki, kde ki = f(x+ αih, y + h

i−1∑

j=1

βijkj).

Koeficienty ωi, αi, βij hledáme tak, aby metoda byla co nejpřesněǰśı.

Pro M = 2 vid́ıme, že
Φ(x, y, h) = ω1k1 + ω2k2

kde
k1 = f(x, y), k2 = f(x+ αh, y + hβk1).

Užijeme Taylorova rozvoje funkce Φ(x, y, h) jako funkce jedné proměnné h a dostaneme

Φ(x, y, h) = (ω1 + ω2)f(x, y) + ω2αh
∂f

∂x
(x, y) + ω2βh

∂f

∂y
(x, y) f(x, y) +O(h2).
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Srovnáńım s přesným relativńım př́ır̊ustkem v bodě y = y(x)

∆(x, y(x), h) =
y(x+ h)− y(x)

h
= y′(x) +

1

2
hy′′(x) +O(h2),

kde y′′ vyjádř́ıme derivováńım (derivace složené funkce v́ıce promměnných) rovnice

y′(x) = f(x, y(x)),

tj.

y′′(x) =
∂f

∂x
(x, y(x)) +

∂f

∂y
(x, y(x))y′(x).

Dosazeńım do vyjádřeńı pro přesný relativńı př́ır̊ustek ∆ dostáváme

∆(x, y(x), h) = f(x, y(x)) +
1

2
h
∂f

∂x
(x, y(x)) +

1

2
h
∂f

∂y
(x, y(x))f(x, y(x)) +O(h2).

Srovnáńım přesného relativńıho př́ır̊ustku ∆ a př́ır̊ustkové funkce Φ vid́ıme, že pro
volbu ω1 + ω2 = 1, ω2α = 1

2
a ω2β = 1

2
plat́ı

∆(x, y(x), h)− Φ(x, y(x), h) = O(h2),

tedy, že daná jednokroková metoda je druhého řádu. Tyto rovnosti jsou speciálně
splněny pro ω1 = 0, ω2 = 1, α = β = 1

2
. Tato volba dává vzorec pro Collatzovu

metodu, Collatzova metoda je tedy druhého řádu.

Poznámka 7.1 (Collatzova metoda a Eulerova metoda) Eulerova a Collatzova
metoda jsou metody typu Runge-Kutta.

Př́ıklad 7.3 Rozdhodněte, zda Collatzova metoda splňuje předpoklady z Pozn. 6.1 a
zda je konsistentńı. Zd̊uvodněte proč konverguje a jakého řádu je globálńı chyba.

Definice 7.2 (RK3) Je dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme y0 = η, krok h > 0 a
vypočteme hodnoty aproximaćı yn předpisem

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 4k2 + k3) , kde

k1 = f(xn, yn),

k2 = f(xn + h/2, yn + k1 h/2),

k3 = f(xn + h, yn + 2h k2 − hk1),

Pak ř́ıkáme, že hodnoty aproximace yn jsou vypočteny pomoćı Rungeovy-Kuttovy metody
3. řádu. Lokálńı relativńı aproximačńı chyba této metody 3. řádu, tj. O(h3).
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Definice 7.3 (RK4) Je dána Cauchyova úloha (31). Voĺıme y0 = η, krok h > 0 a
vypočteme posloupnost aproximaćı {yn} předpisem

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , kde

k1 = f(xn, yn),

k2 = f(xn + h/2, yn + k1 h/2),

k3 = f(xn + h/2, yn + k2 h/2),

k4 = f(xn + h, yn + k3h).

Pak ř́ıkáme, že hodnoty aproximaćı yn je vypočtena pomoćı Rungeovy-Kuttovy metody
4. řádu. Lokálńı relativńı aproximačńı chyba je 4. řádu, tj. O(h4).

Pro RK3 vid́ıme, že podle Tvrzeńı 6.1 je také globálńı chyba řádu 3 za předpokladu
Lipschitzovské spojitosti př́ır̊ustkové funkce Φ. Tento předpoklad ale bude splněn, po-
kud funkce f bude mı́t např. spojitou parciálńı derivaci vzhledem k proměnné y. Me-
toda je tedy třet́ıho řádu přesnosti. Obdobně pro RK4.

7.2 Metoda polovičńıho kroku

Vezměme nyńı přesné řešeńı y(x) Cauchyovy úlohy a hodnoty přibližného řešeńı yn
źıskané jednokrokovou metodou řádu p s krokem h. Předpokládejme dále, že akumulo-
vaná diskretizačńı chyba v bodě x ∈ 〈a, b〉 lze zapsat ve tvaru

e(x; h) = e(x)hp +O(hp+1),

tedy, že pro aproximace hodnot řešeńı v bodě x = xn = a + nh plat́ı

yn − y(xn) = e(x)hp +O(hp+1).

Spočteme nyńı řešeńı s polovičńım krokem h̃ = h/2, označ́ıme ho jako ỹn. V bodě
x = x̃2n = a+ 2nh̃ = xn tedy plat́ı

ỹ2n − y(xn) = e(x)
hp

2p
+O(hp+1).

Odečteńım dostaneme

yn − ỹ2n = e(x)hp
2p − 1

2p
+O(hp+1). (38)

Vid́ıme, že rozd́ıl hodnot aproximaćı spočtených s krokem h a s krokem h/2 lze využ́ıt
pro přibližné určeńı chyby.

Verze 25.5.2021 38
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7.3 Náhrady 1. a 2. derivace pomoćı diferenćı

Připomeňme nyn, že jsme v předchoźıch částech ukázali, že pro dostatečně hladkou
funkci f ∈ C2(I), je možné aproximovat 1. derivaci funkce f podle Věty 5.1 např.

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+ η1(h),

nebo

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

2h
+ η2(h),

kde ηi(h) = O(h).
Prvńı derivace funkce lze ale nahradit také dle Věty 5.2, tedy pro funkci f ∈ C3(I)

plat́ı

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

h
+ η(h), (39)

kde η(h) = O(h2).
Obdobně můžeme odvodit náhradu 2. derivace pomoćı vztahu platného pro funkci

f ∈ C4(I) zapsaného

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+ η(h), (40)

kde η(h) = O(h2).
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8 Okrajová úloha pro ODR.

V technických problémech se často řeš́ı namı́sto počátečńıch úloh úlohy okrajové. V́ıme,
že pro rovnici 2. řádu se předepisuj́ı dvě počátečńı podmı́nky. V okrajové úloze pro tutéž
rovnici jednu z těchto podmı́nek “přesuneme” z bodu a do bodu b. Řešeńı hledáme na
intervalu I = (a, b), v krajńıch bodech máme předepsány tzv. okrajové podmı́nky.
Zat́ımco pro počátečńı úlohu byla existence jednoznačnosti zaručena spojitost́ı pravé
strany f(x, y) a jej́ı parciálńı derivace podle y, pro úlohy okrajové žádná takto jedno-
duchá podmı́nka neexistuje. A to dokonce ani pro lineárńı rovnici, rozmyslete se jak je
to s řešitelnost́ı rovnice y′′ + y = 0 s okrajovými podmı́mkami

y(0) = 0, y(π/2) = A

př́ıpadně
y(0) = 0, y(π) = A.

Všimněte si, že daná úloha obsahuje pouze nekonečně hladké funkce (konstanty) jako
svoje parametry.

Existenci a jednoznačnost úloh, které jsou zapsány ve speciálńım tvaru - tzv. samo-
adjungovaném tvaru - je ale možné dokázat. Tento tvar je tvar, v kterém jsou fyzikálńı
úlohy často zapsány.

Problém 8.1 (Okrajová úloha pro lineárńı ODR 2. řádu) Hledáme funkci y =
y(x) takovou, že plat́ı

a) −(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), pro x ∈ (a, b),
(41)

b) α1y
′(a) + α2y(a) = α3, β1y

′(b) + β2y(b) = β3,

kde |α1|+ |α2| 6= 0, |β1|+ |β2| 6= 0.

Definice 8.1 (Řešeńı úlohy) (Klasickým) řešeńım úlohy (41) rozumı́me takovou funkci
y ∈ C2(〈a, b〉) která splňuje rovnici (41a) a okrajové podmı́nky (41b).

Věta 8.1 (Existence a jednoznačnost řešeńı) Necht’ dále p(x), p′(x), q(x), f(x)
jsou spojité funkce na 〈a, b〉 a nav́ıc pro všechna x ∈ 〈a, b〉 plat́ı p(x) > 0, q(x) ≥ 0.

Pak existuje právě jedno řešeńı y(x) dané okrajové úlohy (s výjimkou př́ıpadu α2 =
β2 = 0, q(x) ≡ 0).

Tuto větu uvád́ıme bez d̊ukazu, viz také skripta Numerická matematika, doplňkové
skriptum.
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Poznámka 8.1 (Převod na samoadjungovaný tvar) Pokud řeš́ıme úlohu, která
neńı zadaná v samoadjungovaném tvaru, m̊užeme ji vždy do tohoto tvaru převést a
už́ıt předchoźı věty pro zd̊uvodněńı existence a jednoznačnosti řešeńı (samozřejmě ale
źıskaný tvar nemuśı vždy splňovat postačuj́ıćı předpoklady pro existenci a jednoznačnost
řešeńı). Ukažme si nyńı postup pro převod: Vezmeme lineárńı ODR 2.řádu ve tvaru

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = g(x),

který přenásob́ıme (zat́ım neznámou) funkćı −p(x).

−p(x)y′′ − p(x)f1(x)y
′ − p(x)f2(x)y = −p(x)g(x).

Srovnáme s rovnićı (41a), ve které zderivujeme člen v závorce podle pravidla pro deri-
vaci součinu, tedy dostaneme

−p(x)y′′ − p′(x)y′ + q(x)y = f(x).

Srovnáńım koeficient̊u u y a na pravé straně dostaneme vzorec pro q(x) a f(x). Srovnáńım
koeficientu u y′ pak dostaneme obyčejnou diferenciálńı rovnici se separovanými koefi-
cienty, kterou umı́me snadno vyřešit

p′ = pf1(x).

Je zřejmé, že naopak i rovnice v samoadjungovaném tvaru lze zapsat ve tvaru

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = g(x),

kde prvńı a druhou derivaci můžeme nahradit dle (39) a (40). Tato diskretizace se
někdy také použ́ıvá, vede ale na soustavu rovnic s matićı, u které neńı možné zaručit
ani diagonálńı dominanci ani pozitivńı definitnost. Źıskaná matice nav́ıc je vždy nesy-
metrická. Budeme použ́ıvat postup, který vede k soustavě rovnic, která je symetrická,
pozitivně definitńı, diagonálně dominantńı (někdy také ostře diagonálně dominantńı).

8.1 Okrajová úloha pro lineárńı ODR - princip metody śıt́ı

Řešeńı hledáme na I = 〈a, b〉. Voĺıme krok h = (b− a)/n a śıt’ xi = a + ih. V bodech
xi budeme hledat hodnoty aproximace řešeńı yi ≈ y(x). Tyto aproximace źıskáme tak,
že rovnici (41a) nahrad́ıme v śıt’ových bodech xi pomoćı metody śıt́ı. Tedy postupně
aproximujeme v bodě x = xi

qy|x=xi
≈ qiyi, f |x=xi

= fi,
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kde qi = q(xi), fi = f(xi). Derivace v rovnici (41) pak nahrad́ıme postupně pomoćı
vztahu (39) s krokem h/2, tj. v bodě x = xi dostaneme

− (py′)
′
|xi

≈
pi+1/2y

′(xi + h/2)− pi−1/2y
′(xi − h/2)

h
.

Daľśım užit́ım vztahu (39) s krokem h/2 dává aproximaci

y′(xi − h/2) ≈
yi − yi−1

h
, y′(xi + h/2) ≈

yi+1 − yi
h

Dostaneme soustavu lineárńıch rovnic Ah Y = Fh, kde i−tá rovnice je dána jako

−pi−1/2yi−1 + (pi+1/2 + pi−1/2 + h2qi)yi − pi+1/2yi+1 = h2fi (42)

V obou náhradách jsme se sice formálně dopustili chyby O(h2), nicméně v prvńım
př́ıpadě jsme ještě h2 dělili. Dá se ale ukázat, že náhradou (42) se dopoušt́ıme chyby
O(h2).

Lemma 8.1

Necht’ funkce p(x) a q(x) jsou spojité a splňuj́ı p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro libovolné
x ∈ 〈a, b〉. Pak matice soustavy źıskaná aproximaćı okrajové úlohy pro ODR v samo-
adjungovaném tvaru je diagonálně dominantńı, symetrická, tř́ıdiagonálńı a pozitivně
definitńı. Je-li nav́ıc q(x) > 0 pak matice soustavy je ostře diagonálně dominantńı.

Př́ıklad 8.1 Je dána Dirichletova okrajová úloha pro ODR v samoadjungovaném tvaru

−(xy′)′ + x2y = 2− x, y(1) = 0, y(3) = 0.

Zapǐste śıt’ové rovnice pro danou úlohu a krok h = 0.5.

Řešeńı: Vid́ıme, že x0 = 1, x1 = 1.5, x2 = 2, x3 = 2.5, x4 = 3. Hodnoty y0 = y(1) = 0
a y4 = y(3) = 0 jsou dány okrajovou podmı́nkou, pro hodnoty y1, y2, y3 sestav́ıme
soustavu lineárńıch rovnic. Vyč́ısĺıme nejprve hodnoty funkce f(x) = 2 − x a funkce
q(x) = x2 v uzlech xi, tedy

x 1.5 2 2.5
f(x) 0.5 0 -0.5
q(x) 2.25 4 6.25

a dále hodnoty funkce p(x) = x v uzlech xi±1/2, tedy

x 1.25 1.75 2.25 2.75
p(x) 1.25 1.75 2.25 2.75
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Sestav́ıme śıt’ové rovnice dle (42) postupně pro i = 1, 2, 3, tedy

−1.25 · 0
︸︷︷︸

y0

+(1.25 + 1.75 + 0.52 · 2.25)y1 − 1.75y2 = 0.52 · 0.5,

−1.75 · y1 + (1.75 + 2.25 + 0.52 · 4)y2 − 2.25y3 = 0.52 · 0,

−2.25 · y2 + (2.25 + 2.75 + 0.52 · 6.25)y3 − 2.75 · 0
︸︷︷︸

y4

= −0.52 · 0.5.

a tedy
3.5625 y1 −1.75 y2 = 0.125,
−1.75 y1 +5 y2 −2.25 y3 = 0,

−2.25 y2 +6.5625 y3 = −0.125.

Vid́ıme, že tato soustava je ostře diagonálně dominantńı, symetrická. Lze snadno ověřit,
že je pozitivně definitńı (např. Sylvestrovým kritériem). Poznamenejme, že stejné vlas-
nosti by splňovala i (větš́ı) soustava rovnic źıskaná pro menš́ı krok h.

Odhad chyby a konvergence. Při odvozeńı náhrady śıt’ové rovnice (42) jsme za-
nedbali členy o velikosti O(h2). Uvažujme speciálně úlohu

−y′′ = f(x), y(0) = 0, y(1) = 0

Diskrétńı problém pak je zapsán ve tvaru (h = 1/(n+ 1), Y = (y1, . . . , yn))

AY = b,

kde

A =












2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 . . . 0 −1 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2












, b = h2(f(x1), . . . , f(xn))
T .

Pro hodnoty přesného řešeńı y = (y(x1), . . . , y(xn−1)), plat́ı

Ay = b+ ηh,

kde ηh = O(h4).
Pro chybu e = Y − y tedy plat́ı

Ae = ηh, ⇒ e = A−1ηh.
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Užijeme odhad v Euklidovské normě

‖e‖2 ≤ ‖A−1‖2‖ηh‖2, (43)

kde spektrálńı norma matice ‖A−1‖2 je v tomto př́ıpadě rovna spektrálńımu poloměru
(A a tedy i A−1 jsou symetrická matice). Pro spektrálńı poloměr matice A plat́ı

‖A−1‖2 = ρ(A−1) = 1/λmin,

kde λmin > 0 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A (SPD). Vlastńı vektor a vlastńı č́ıslo
je možné určit např. v MATLABu. Ukážeme, že λmin = (2 − 2 cos(π/(n + 1))) a tedy
λmin ≈ h2 dle Taylorova rozvoje funkce cos. Nakonec tedy dostáváme z nerovnice (43)
odhad pro chybu

‖e‖2 ≤ O(h2).

Vlastńı vektory a vlastńı č́ısla matice A. Složky vlastńıho vektoru u př́ıslušné
nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu dle 1. cvičeńı jsou dány jako

uj = sin(πj/(n+ 1)) = Im eiπj/(n+1).

Ověřte užit́ım MATLABu. Vlastńı č́ıslo urč́ıme ze vztahu

−uj−1 + 2uj − uj+1 = Im((2− e−iπ/(n+1) − e+iπ/(n+1)) eπj/(n+1))

= Im((2− 2 cos(π/(n+ 1))) eπj/(n+1))

= (2− 2 cos(π/(n+ 1))) uj,

nebo opět MATLABem λmin = (2− 2 cos(π/(n+ 1))).
T́ım źıskáváme odhad pro normu matice

‖A−1‖2 = 1/λmin =
1

2

1 + cos(π/(n+ 1))

sin2(π/(n+ 1))
≈

1

π2h2
.
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9 Parciálńı diferenciálńı rovnice, okrajová úloha pro

Poissonovu rovnici

V daľśı části se budeme zabývat parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi, speciálně se
budeme zabývat lineárńımi rovnicemi 2. řádu (tj. obsahuj́ıćı parciálńı derivace 2. a
nižš́ıho řádu) pro funkci dvou nezávislých proměnných. Takovéto rovnice se děĺı na tř́ı
základńı typy, eliptické, parabolické a hyperbolické. Př́ıkladem eliptické rovnice je tzv.
Poissonovou rovnice

−△u = f

v Ω, kde Ω ⊂ R2 je omezená oblast, f = f(x, y) je funkce dvou proměnných a △
je tzv. Laplace̊uv operátor. Laplace̊uv operátor je diferenciálńı operátor definovaný ve
dvourozměrném prostoru

△ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, nebo také △ = ∇ · ∇,

kde operátor “nabla” je definován ∇ = (∂x, ∂y) . Aby úloha byla jednoznačně řešitelná
je třeba j́ı doplnit okrajovou podmı́nkou, zabýváme se tedy okrajovou úlohou pro
Poissonovu rovnici. Okrajové podmı́nky bývaj́ı zadány ve formulaci problému, fy-
zikálńı význam maj́ı např. tzv. Dirichletova okrajová podmı́nka (předepisujeme hod-
notu funkce u) a Neumannova okrajová podmı́nka (předepisujeme jej́ı tok přes hranici).
Pro jednoduchost se v tomto textu budeme zabývat numerickým řešeńım problému
pouze s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou, tento problém budeme nazývat Dirichle-
tovou okrajovou úlohou pro Poissonovu rovnici.

Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici. Poissonovu rovnici budeme řešit
na omezené oblasti Ω ⊂ R2 s hranićı ∂Ω. Na hranici oblasti budeme klást ještě
daľśı požadavky, v literatuře se použ́ıvá hladká (∂Ω ∈ C2) nebo lipschitzovsky spo-
jitá hranice. V př́ıpadě Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici pak hledáme funkci
u = u(x, y) : Ω :→ R takovou, že splňuje

−△u = f v oblasti Ω, (44)

a nav́ıc plat́ı
u = ϕ na hranici ∂Ω. (45)

Zde f a ϕ jsou funkce, tj. f = f(x, y) a ϕ = ϕ(x, y). Řešeńım (nebo také klasickým
řešeńım) Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici nazveme funkci u ∈ C2(Ω) takovou,
že splňuje rovnici (44) a okrajovou podmı́nku (45).
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Zat́ımco v př́ıpadě okrajové úlohy pro ODR bylo možné ověřit existenci a jedno-
značnost řešeńı, v př́ıpadě Poissonovy rovnice je situace komplikovaněǰśı. Řešeńı je
ovlivněno volbou oblasti Ω, zejména jeho hranićı ∂Ω. Existence řešeńı záviśı také na
funkci f a předepsané okrajové podmı́nce. V některých jednoduchých př́ıpadech je
možné existenci a jednoznačnost řešeńı ukázat, zde uvád́ıme dvě věty přejaté ze skript
Numerická matematika, doplňkové skriptum.

Např. je-li Ω oblast s hladkou hranićı (C2), ϕ ∈ C(Ω), f ∈ C1(Ω), pak existuje právě
jedno řešeńı u ∈ C2(Ω).

Nebo je-li Ω konvexńı s Lipschitzovsky spojitou hranićı, ϕ ∈ C(Ω), f ≡ 0, pak existuje
také právě jedno řešeńı u ∈ C2(Ω).

Existence a jednoznačnost řešeńı V obecném př́ıpadě je ale otázka existence a
jednoznačnosti klasického řešeńı složitá. Uvažujme zde ale speciálńı př́ıpad, kdy ob-
last Ω = (0, 1)2 (čtverec o straně jedna). Úloha je doplněna nulovými Dirichletovými
okrajovými podmı́nkami. Snadno ověř́ıme (ověřte si!), že funkce

u(x, y) = sin(kπx) sin(mπy),

je řešeńım rovnice
−△u = (k2 +m2) sin(kπx) sin(mπy).

Vid́ıme, že je-li pravá strana zapsaná ve tvaru

f(x, y) =
N∑

k,m=1

αk,m sin(kπx) sin(mπy),

jsme schopni napsat přesné řešeńı úlohy (rozmyslete si!) vzhledem k linearitě Poisso-
novy rovnice. Pokud bychom provedli limitńı přechod N → ∞, vid́ıme, že pokud se
dá pravá strana f rozvinout do nekonečné Fourierovy sinové řady, můžeme také řešeńı
zapsat ve tvaru součtu Fourierovy sinové řady. Zde je ale třeba uvážit, zda součet
takovéto nekonečné řady je dostatečně hladká funkce. V numerické matematice ale
budeme postupovat jinak, užijeme pro aproximaci řešeńı metodu śıt́ı.

Princip metody śıt́ı pro Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici. Metoda
śıt́ı (nebo také metoda konečných diferenćı) spoč́ıvá v aproximaci rovnice na zvolené
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množině bod̊u (tzv. śıt’ových uzlech). Budeme tedy aproximovat řešeńı Dirichletovy
úlohy pro Poissonovu rovnici tak, že rovnici

−△u = f

nahrad́ıme pomoćı diferenčńıho schématu v uzlech śıtě, která je daná pomoćı prosto-
rového kroku h > 0 (stejný v obou směrech). Śıt’ové čáry jsou pak dány rovnicemi
x = xi resp. y = yj, kde xi = x0 + ih, yj = y0 + jh. Bod [x0, y0] je nějaký vhodně
zvolený bod. Řešeńı u pak aproximujeme v śıt’ových uzlech Pi,j pomoćı Ui,j , tj.

Pi,j = [xi, yj], Ui,j ≈ u(Pi,j) = u(xi, yj) = uij.

Na hranici oblasti jsou v př́ıpadě Dirichletovy okrajové podmı́nky hodnoty dány okra-
jovou podmı́nkou. Parciálńı derivace v bodě Pi,j nahrad́ıme diferencemi. Vzhledem k
tomu, že parciálńı derivace jsou derivace vzhledem k jedné proměnné, užijeme následuj́ıćı
větu (viz jej́ı odvozeńı v minulých přednáškách).

Věta 9.1 (Diferenčńı náhrada druhé derivace) Necht’ funkce f ∈ C4(I) a inter-
val I obsahuje body x, x± h. Pak plat́ı

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
= f ′′(x) + η(h). (46)

kde η(h) = O(h2)

P P

P

P

P

i−1,j i,j i+1,j

i,j−1

h

h

i,j+1

Obrázek 2: Schématické znázorněńı regulárńıho uzlu
.

Předpokládáme, že řešeńı úlohy splňuje u ∈ C4(Ω). Užit́ım náhrady (46) pro funkci
u(x, yj) a u(xi, y) vid́ıme, že

∂2u

∂x2
(Pij) =

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
+O(h2),
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a dále
∂2u

∂y2
(Pij) =

ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
+O(h2).

Užit́ım těchto náhrad pro △u dostáváme

△u|Pij
=
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
+
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
+O(h2).

Dosad́ıme do rovnice (44), vynásob́ıme h2 a dostáváme

−ui,j−1 − ui−1,j + 4ui,j − ui,j+1 − ui+1,j = h2fi,j +O(h4).

Zanedbáńım člen̊u O(h4) dostáváme rovnici pro aproximaci hodnot řešeńı, tj.

−Ui,j−1 − Ui−1,j + 4Ui,j − Ui,j+1 − Ui+1,j = h2fi,j.

Tuto náhradu můžeme použ́ıt jen v takovém bodě Pij ∈ Ω (tzv. regulárńı uzel), jehož
všichni jeho sousedi (ale i spojnice) lež́ı v oblasti Ω nebo na jej́ı hranici, viz Obr. 2.

y

x

Ω

Obrázek 3: Př́ıklad śıtě s regulárńımi (černá plná kolečka) a neregulárńımi (červené
čtverečky) uzly. Hraničńı uzly jsou vyznačeny modře.

Realizace okrajové podmı́nky v neregulárńıch uzlech Hodnotu v neregulárńım
uzlu můžeme brát jako hodnotu okrajové podmı́nky z nejbližš́ıho uzlu na hranici (tzv.
př́ımý přenos okrajové podmı́nky) nebo už́ıt tzv. lineárńı interpolace.

V př́ıpadě př́ımého přenosu okrajové podmı́nky tedy pro neregulárńı uzel N
předepisujeme okrajovou podmı́nku

UN = u(Q),
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kde u(Q) = ϕ(Q) je hodnota řešeńı daná okrajovou podmı́nkou v nejbližš́ım hraničńım
uzlu Q. V tomto př́ıpadě se ale dopoušt́ıme chyby, která je pouze prvńıho řádu přesnosti
(tedy O(h)).

Toto lze napravit užit́ım lineárńı interpolace, kdy hodnotu v regulárńım uzlu
urč́ıme jako lineárńı interpolaci z hodnoty dané na hranici a hodnoty v uzlu regulárńım,
viz obrázek 4. Z podobnosti trojúhelńık̊u dostáváme

UN − UQ

δ · h
=

UR − UQ

(1 + δ) · h
,

a tedy po vynásobeńı δh dostáváme náhradu v neregulárńım uzlu

(1 + δ)UN − δUR = ϕ(Q).

Při užit́ı této náhrady se dopoušt́ıme chyby druhého řádu přesnosti, tedy stejné chyby
jako při náhradě v regulárńım uzlu.

N QR sitova primka

u 

h hδ

Obrázek 4: Lineárńı interpolace v neregulárńım uzlu.

Př́ıklad 9.1 (Ukázka aproximace metodou śıt́ı) Je dána okrajová úloha −△u =
12xy v oblasti tvořené čtyřúhelńıkem s vrcholy [0, 0], [1.8, 0], [0, 1.5], [1.5, 1.5], na hranici
je předepsána okrajová podmı́nka u(x, y) = x+ y.

a) Uved’te o jaký typ rovnice se jedná a pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol
△u. Ověřte, zda pro funkci u(x, y) = xy(97− x2 − y2) plat́ı −△u = 12xy.

b) Zapǐste, jak se v regulárńım uzlu Pi,j = [xi, yj] nahrad́ı parciálńı derivace uvedené
v části a). Odvod’te rovnici pro náhradu dané rovnice metodou śıt́ı v uzlu Pi,j.

c) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby obsahovala bod [0, 0]. Sestavte śıt’ové rovnice
v uzlech śıtě lež́ıćıch na př́ımce y = 1. V neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolaci.
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Řešeńı: Zabývejme se pouze řešeńım části c), řešeńı zbývaj́ıćıch část́ı čtenář snadno
nalezne ve zbývaj́ıćı části textu nebo jednoduše ověř́ı dosazeńım. Danou oblast si
znázorńıme na obrázku do kterého také zakresĺıme śıt’, regulárńı a neregulárńı uzly,
viz Obr. 5. Regulárńı uzly jsou uzly A = [0.5, 0.5] , B = [1, 0.5], D = [0.5, 1], E = [1, 1].
Neregulárńı uzly jsou uzly C = [1.5, 0.5 a F = [1.5, 1]. Nejprve pro daný krok h se-
stav́ıme rovnice v regulárńıch uzlech

4UA − UB − UD − (0.5 + 0)− (0 + 0.5) = 0.52 · 12 · 0.5 · 0.5,

4UB − UC − UA − UE − (1 + 0) = 0.52 · 12 · 1 · 0.5,
4UD − UA − UE − (0 + 1)− (0.5 + 1.5) = 0.52 · 12 · 0.5 · 1,

4UE − UD − UF − UB − (1 + 1.5) = 0.52 · 12 · 1 · 1.

(47)

Uzly C a F jsou neregulárńı. Dle obrázku je možné zjistit souřadnice hraničńıch uzl̊u
QC = [1.7, 0.5] = [1.5 + 2

5
h, 0.5] a QF = [1.6, 1] = [1.5 + 1

5
h, 1], lež́ı totiž na př́ımce

spojuj́ıćı body [1.5, 1.5] a [1.8, 0]. Vid́ıme tedy, že náhrada v neregulárńım uzlu užit́ım
lineárńı interpolace dává rovnice

(1 +
2

5
)UC −

2

5
UB = 1.7 + 0.5,

(1 +
1

5
)UF −

1

5
UE = 1.6 + 1. (48)

Źıskali jsme soustavu 6 rovnic (47-48) o šesti neznámých (UA, UB, UC , UD, UE , UF ). Ma-
tice této soustavy (jak se snadno přesvědč́ıte) neńı symetrická, ale je ostře diagonálně
dominantńı. Lze ukázat, že je také pozitivně definitńı (jak?). Symetrickou matici je
možné źıskat v př́ıpadě, kdy se pro hodnoty v neregulárńıch uzlech UC a UF uzlech
použije př́ımý přenos okrajové podmı́nky. Př́ıpadně lze vyjádřit UC a UF z rovnic
(48) a dosadit do (47), č́ımž źıskáme symetrickou a pozitivně definitńı matici (elimi-
nace neznámých v neregulárńıch uzlech). Rozmyslete si, že pro menš́ı hodnoty kroku h
by źıskaná matice již nebyla ostře diagonálně dominantńı (proč?), ale výše zmı́něnný
postup (eliminace neznámých v neregulárńıch uzlech) by vedl na soustavu rovnic se
symetrickou pozitivně definitńı matićı.

Soustavu rovnic (47-48) je tedy možné př́ımo řešit užit́ım Jacobiovy nebo Gaussovy-
Seidelovy iteračńı metody. Všimněme si, že tuto soustavu je možné takto řešit dokonce
i v př́ıpadě, že celou tuto soustavu v̊ubec nebudeme sestavovat, ale vždy užijeme jen
jednu jej́ı konkrétńı rovnici. Rozmyslete si, že v d̊usledku Gerschgorinovy věty plat́ı:
symetrická matice diagonálně dominantńı regularńı matice je pozitivně definitńı.
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A B C

ED F

Obrázek 5: Oblast pro Př́ıklad 9.1 a vyznačeńı uzl̊u.

Odhad chyby a konvergence. Uvažujme speciálně úlohu

−△u = f(x, y), v Ω = (0, 1)2, u = 0 na ∂Ω.

Diskrétńı problém pak je zapsán ve tvaru (h = 1/(n+ 1), U = (Uij))

AU = b,

kde matice A je blokově tř́ıdiagonálńı matice, viz také př́ıklady ze cvičeńı (MATLAB).

A =












B −E 0 . . . 0
−E B −E 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 . . . 0 −E B −E

0 . . . . . . 0 −E B












, kde B =












4 −1 0 . . . 0
−1 4 −1 0 . . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 . . . 0 −1 4 −1
0 . . . . . . 0 −1 4












.

Pro hodnoty přesného řešeńı z = (zij), zij = u(Pij) plat́ı

Az = b+ ηh,

kde ‖ηh‖2 = O(h4).
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Pro chybu e = z −U tedy plat́ı

Ae = ηh, ⇒ e = A−1ηh.

Užijeme odhad v Euklidovské normě

‖e‖2 ≤ ‖A−1‖2‖ηh‖2,

kde ‖A−1‖2 je v tomto př́ıpadě rovna spektrálńımu poloměru (A a tedy i A−1 jsou
symetrická matice).

Pro spektrálńı poloměr matice A plat́ı

‖A−1‖2 = ρ(A−1) = 1/λmin,

kde λmin > 0 je nejmenš́ı vlastńı č́ıslo maticeA (matice je SPD). Lze ověřit, že nejmenš́ı
vlastńı č́ıslo matice A splňuje λmin ≈ 1

h2 (řádově). Tedy nakonec dostáváme odhad pro
chybu

‖e‖2 ≤ O(h2).
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10 Rovnice vedeńı tepla

Smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla Př́ıkladem parabolické diferenciálńı rov-
nice je rovnice vedeńı tepla, tedy rovnice zapsaná ve tvaru

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f(x, t).

V této rovnici má funkce u = u(x, t) význam teploty, proměnná t označuje čas, p
je kladná konstanta a f(x, t) tepelné zdroje. Rovnici budeme řešit na oblasti QT =
(a, b) × (0, T ). Formulaci úlohy je třeba doplnit počátečńı podmı́nkou a okrajovými
podmı́nkami, t́ım dostáváme tzv. smı́̌senou úlohu.

xx=bx=a

t=T

t

Obrázek 6: Oblast řešeńı smı́̌sené úlohy pro rovnici vedeńı tepla

V rovnici vedeńı tepla je dán koeficient p > 0 a zdrojové členy f = f(x, t). Úlohu
řeš́ıme na oblasti QT = (a, b)× (0, T ). Řešeńı u definované v bodech [x, t] ∈ QT má v
QT splňovat rovnici

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f, (49)

dále počátečńı podmı́nku

u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ 〈a, b〉 (50)
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a okrajové podmı́nky pro t ≥ 0

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t). (51)

Všimněme si, že v každém z bod̊u [a, 0] a [b, 0] jsou pro hodnoty u předepsány dvě
podmı́nky, viz (50) a (51). Je tedy zřejmé, že aby bylo zadáńı úlohy korektńı je třeba,
aby obě podmı́nky předepisovaly stejné hodnoty u, tj. aby byly splněny tzv. podmı́nky

souhlasu

ϕ(a) = α(0), ϕ(b) = β(0). (52)

Definice 10.1 (Řešeńı smı́̌sené úlohy pro rovnici vedeńı tepla) Funkci u = u(x, t),
u ∈ C2(QT )∪C(QT ) nazveme řešeńım úlohy (také klasickým řešeńım), pokud u splňuje
rovnici (49) v oblasti QT , počátečńı podmı́nku (50) a okrajové podmı́nky (51).

Pro tuto rovnici se nebudeme zabývat otázkou existence a jednoznačnosti řešeńı,
ale pod́ıváme jaké maj́ı vlastnosti řešeńı ve speciálńım př́ıpadě. Uvažujme nyńı úlohu
pro př́ıpad intervalu (a, b) = (0, π), f ≡ 0 a nulové okrajové podmı́nky. Počátečńı
podmı́nka necht’ je dána jako

ϕ(x) = sin(kx),

kde k ∈ N. Řešeńı hledejme ve tvaru u(x, t) = e−At sin(kx), kde konstantu A urč́ıme
tak, aby platila rovnice (49). Snadno ověř́ıme (ověřte), že pak

u(x, t) = e−p k2 t sin(kx) (53)

je řešeńım dané úlohy.

V př́ıpadě, že počátečńı podmı́nka je dána jako lineárńı kombinace

ϕ(x) =

n∑

k=1

bk sin(kx),

užijeme linearity rovnice a snadno ukážeme (rozmyslete si!), že řešeńı má tvar

u(x, t) =

n∑

k=1

βke
−p k2 t sin(kx).

Všimněte si, jakým zp̊usobem se chovaj́ı jednotlivé členy pro r̊uzná k v čase (proměnná
t) a prostoru (proměnná x). Obecně je-li ϕ rozvinuto do Fourierovy sinové řady (limitńı
př́ıpad n → +∞), pak také řešeńı hledáme ve tvaru součtu Fourierovy sinové řady.
Opět ale upozorněme, že součet nekonečné řady hladkých funkćı obecně nemuśı být
hladká funkce, v́ıce viz např. Matematika II. V numerické matematice budeme ale
řešeńı aproximovat pomoćı metody śıt́ı.
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10.1 Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla.

Princip metody śıt́ı. Budeme aproximovat řešeńı smı́̌senné úlohy pro rovnici

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f,

v uzlech śıtě, která je daná pomoćı prostorového kroku h = (b − a)/n a kroku τ > 0.
Śıt’ové čáry jsou pak dány rovnicemi xi = a + ih, tk = kτ a hodnoty řešeńı u(xi, tk)
pak aproximujeme v śıt’ových uzlech P k

i jako přibližné řešeńı Uk
i , tj.

P k
i = [xi, tk], Uk

i ≈ uki =
def u(xi, tk),

kde uki budeme značit hodnotu přesného řešeńı v bodě P k
i . Z počátečńı podmı́nky

urč́ıme hodnoty ~U0 = (U0
i )i a sestav́ıme schéma pro výpočet hodnot ~Uk+1 = (Uk+1

i )n−1
i=1

z ~Uk, které použijeme pro k = 0, 1, 2, . . ..

P P

P

Pi − 1 i i + 1

  k  k  k

i

  k + 1

P
i

k+1

P
i

k

PPk+1 k+1

i + 1i − 1

Obrázek 7: Znázorněńı explicitńıho (nalevo) a implicitńıho (napravo) schématu pro
rovnici vedeńı tepla

.

10.2 Explicitńı schéma

V př́ıpadě explicitńıho schématu nahrad́ıme časovou derivaci diferenćı hodnot v bodech
P k
i , P

k+1
i a prostorovou derivaci nahrad́ıme v k-té časové vrstvě jak ukazuje následuj́ıćı

postup. Předpokládejme, že řešeńı u je dostatečně hladké (u ∈ C4(QT )). Pro hodnoty
přesného řešeńı uki = u(xi, tk) v uzlech P k

i plat́ı

∂2u

∂x2
(P k

i ) =
uki−1 − 2uki + uki+1

h2
+ η1(h),

kde η1(h) = O(h2). Dále pro derivaci vzhledem k času dostáváme

∂u

∂t
(P k

i ) =
uk+1
i − uki
τ

+ η2(τ),
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kde η2(τ) = O(τ). Hodnoty přesného řešeńı tedy splňuj́ı rovnici

uk+1
i − uki
τ

= p
uki−1 − 2uki + uki+1

h2
+ fk

i +O(τ + h2),

kde fk
i = f(P k

i ). Zanedbáme tedy člen O(τ + h2) a dostaneme vztah pro přibližné
řešeńı

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ fk

i (54)

Rovnici (54) násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2 a vyjádř́ıme

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τfk
i . (55)

Lze snadno ověřit, že výpočet explicitńım schématem neńı možné provádět pro libo-
volnou volbu h a τ , a to dokonce ani v př́ıpadě, že tyto hodnoty jsou hodně malé. Aby
bylo možné dosáhnou toho, že řešeńı je “bĺızko” přesnému řešeńı, je třeba splnit ještě
dodatečnou podmı́nku, tzv. stability schématu. V našem př́ıpadě je stabilita schématu
zaručena pro hodnotu σ = pτ

h2 ≤ 1
2
. Naopak pro velké hodnoty sigma je schéma tzv

nestabilńı, hodnoty které takto vypočteme jsou nesmyslné. Všimněme si, že schéma je
nestabilńı např. pro př́ıpad p = 1, h = 10−10 a τ = 10−10. Hodnoty h a τ jsou v tomto
př́ıpadě velmi malé, ale źıskaná aproximace řešeńı je přesto velmi nepřesná.

Podmı́nka stability explicitńıho schématu Podmı́nka stability explicitńıho schématu
je dána nerovnićı

σ =
pτ

h2
≤

1

2
.

Ukážeme si, jak lze tuto podmı́nku stability odvodit. Užijeme zjednodušený postup
pro př́ıpad nulové pravé strany f ≡ 0 a nulových okrajových podmı́nek. Jak jsme viděli
ve zjednodušeném př́ıpadě tak např. amplituda řešeńı by měla být v čase klesaj́ıćı nebo
alespoň nerostoućı, viz (53). V maticovém zápisu vid́ıme, že rovnice (55) lze zapsat

~Uk+1 = A~Uk,

kde matice A je tř́ıdiagonálńı matice s prvky (1− 2σ) na hlavńı diagonále a s prvky σ
na diagonálách vedleǰśıch. Opakovaným užit́ım dostáváme

~Uk = Ak~U0.

Tedy aby ~Uk pro k → ∞ bylo nerostoućı, je nutné (i postačuj́ıćı) aby spektrálńı poloměr
matice A byl menš́ı nebo roven jedné. Všimněme si v prvńı řadě, že vlastńı č́ısla
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matice A jsou reálná (rozmyslete si, proč !?). Užit́ım Gerschgorinovy věty dostaneme
podmı́nku stability: dle (10) vid́ıme, že vlastńı č́ısla λ ∈ R matice A splňuj́ı

|λ− aii| = |λ− 1 + 2σ| ≤
∑

j 6=i

|aij | = 2σ

nebo-li
−2σ ≤ λ− 1 + 2σ ≤ 2σ.

Přičteńım 1− 2σ dostáváme odhad pro vlastńı č́ısla

1− 4σ ≤ λ ≤ 1.

Vid́ıme tedy, že pro 0 ≤ σ ≤ 1/2 dostáváme |λ| ≤ 1 a tedy ρ(A) ≤ 1.

Použit́ı explicitńıho schématu Pro lepš́ı pochopeńı ukážeme na jakým zp̊usobem
se použ́ıvá explicitńı schéma ukážeme jeho použit́ı pro jednoduchý př́ıklad a výpočet
několika málo hodnot aproximaćı ve vybraných bodech.

Př́ıklad 10.1 Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
=

1

5

∂2u

∂x2
+ xt,

s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = x− x2 pro x ∈ 〈0; 1〉, a okrajovými podmı́nkami

u(0, t) = 0 u(1, t) = 0 pro t ≥ 0

a) Ověřte, zda jsou splněny podmı́nky souhlasu.

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podmı́nka stability pro explicitńı
metodu s prostorovým krokem h = 0.25. Odvod’te schéma pro explicitńı metodu.

c) Volte prostorový krok 0.25 a maximálńı časový krok tak aby bod A = [0.5; 0.1] byl
uzlem śıtě. Určete pro dané h a τ přiblǐzně hodnotu řešeńı v bodě A] explicitńım
schématem.

Řešeńı: Podmı́nky souhlasu jsou pro zadanou úlohu splněny jak čtenář snadno ověř́ı.

Podmı́nka stability pro explicitńı schéma a danou rovnici vedeńı tepla je σ =
1

5
τ

h2 ≤ 1
2
.

Volba h = 0.25 dává omezeńı

τ ≤
5

2

1

42
=

5

32
≈ 0.156.
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Obrázek 8: Oblast řešeńı, śıt’ a uzly śıtě

Maximálńı časový krok je tedy τmax = 5
32
.

Pro část d) tedy voĺıme krok h = 0.25 a τ = 0.1 ≤ τmax. Pro tuto volbu vyjde

σ =
1

5
τ

h2 = 0.32, budeme tedy poč́ıtat podle vzorce

Uk+1
i = 0.32Uk

i+1 + 0.36Uk
i + 0.32Uk

i−1 + 0.1 fk
i .

Hodnotu v bodě A urč́ıme z hodnot v bodech v nulové časové vrstvě, které si
označ́ıme B = [0; 0], C = [0.25; 0] a D = [0.5; 0], viz Obrázek 8. Hodnoty UB, UC , UD

urč́ıme z počátečńı podmı́nky

UB = u(0.25, 0) = 0.1875,

UC = u(0.5, 0) = 0.25,

UD = u(0.75, 0) = 0.1875.

Užit́ım vzorce pro explicitńı schéma dostáváme hodnotu aproximace v bodě A

u(0.5, 0.1) ≈ UA = 0.32UB + 0.36UC + 0.32UD + 0.1 · f(C) = 0.21

kde hodnota f(C) = 0 (rozmyslete si proč je funkce f vyč́ıslena právě v bodě C).
Výpočet daľśıch aproximaćı v ostatńıch bodech śıtě na 1. časové vrstvě by prob́ıhal

obdobně. Stejný postup bychom použili pro výpočet hodnot v daľśıch časových vrstvách.

10.3 Implicitńı schéma

Pro odvozeńı implicitńıho schématu postupujeme obdobně, ale derivace nahrad́ıme v
bodě P k+1

i . Pro hodnoty přesného řešeńı uk+1
i = u(xi, tk) v uzlech P k+1

i plat́ı

∂2u

∂x2
(P k+1

i ) =
uk+1
i−1 − 2uk+1

i + uk+1
i+1

h2
+ η1(h),
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kde η1(h) = O(h2). Dále pro derivaci vzhledem k času užijeme

∂u

∂t
(P k+1

i ) =
uk+1
i − uki
τ

+ η2(τ),

kde η2(τ) = O(τ). Hodnoty přesného řešeńı tedy splňuj́ı rovnici

uk+1
i − uki
τ

= p
uk+1
i−1 − 2uk+1

i + uk+1
i+1

h2
+ fk+1

i +O(τ + h2).

Zanedbáme-li člen O(τ + h2) dostaneme vztah pro hodnoty přibližného řešeńı

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ fk+1

i (56)

Rovnici (56) násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2 a vyjádř́ıme

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τfk+1
i . (57)

Dostáváme soustavu rovnic, se symetrickou pozitivně definitńı matićı, která je také
ostře diagonálně dominantńı.

Podmı́nka stability implicitńıho schématu Při výpočtu implicitńım schématem
se ukazuje, že výpočet lze provádět pro libovolné hodnoty h a τ . Neńı tedy potřeba
splnit daľśı podmı́nku jak tomu bylo u explicitńı metody, implicitńı schéma je stabilńı
vždy. Nicméně i v př́ıpadě implicitńı metody je chyba řádu O(h2 + τ), krok τ by tedy
měl být volen kv̊uli přesnosti zhruba jako h2.

Splněńı podmı́nky stability si ukážeme také zjednodušeným postupem pro př́ıpad
nulové pravé strany f ≡ 0 a nulových okrajových podmı́nek, tedy řešeńı (nebo jeho
absolutńı hodnota) by mělo být v čase klesaj́ıćı nebo alespoň nerostoućı. V maticovém
zápisu vid́ıme, že rovnice (57) lze zapsat

AI
~Uk+1 = ~Uk, ~Uk+1 = A−1

I
~Uk

kde matice AI je tř́ıdiagonálńı matice s prvky (1 + 2σ) na hlavńı diagonále a s prvky
−σ na diagonálách vedleǰśıch. Opakovaným užit́ım dostáváme

~Uk = (A−1
I )k~U0.

Tedy aby ~Uk pro k → ∞ bylo nerostoućı, je nutné (i postačuj́ıćı) aby spektrálńı poloměr
matice A−1

I byl menš́ı nebo roven jedné. Všimněme si v prvńı řadě, že vlastńı č́ısla
matice AI jsou reálná (rozmyslete si, proč !?) a dle Gerschgorinovy věty v intervalu
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Obrázek 9: Oblast řešeńı, śıt’ a uzly śıtě

〈1, 1+4σ〉. Vlastńı č́ısla matice A−1
I jsou tedy v intervalu 〈(1+4σ)−1, 1〉 a vid́ıme tedy,

že spektrálńı poloměr matice A−1
I je menš́ı roven jedné pro libovolné σ ≥ 0. Implicitńı

schéma je tedy stabilńı pro libovolnou volbu h a τ ! Nicméně i v př́ıpadě implicitńı
metody je chyba řádu O(h2 + τ), krok τ by tedy měl být volen kv̊uli přesnosti zhruba
jako h2.

Použit́ı implicitńıho schématu Stejně jako jsme si ukázali jakým zp̊usobem se
použ́ıvá explicitńı schéma pro jednoduchý problém, ukážeme si také použit́ı schématu
implicitńıho pro jednoduchost pro tentýž problém, viz zadáńı Př́ıkladu 10.1. Pro im-
plicitńı schéma nejsme pro volbu h a τ nijak omezeni podmı́nkou stability (implicitńı
schéma je stabilńı vždy), volme tedy např. h = 0.25 a τ = 0.1. Spočteme

σ =
1

5

τ

h2
=

0.1
5
16

= 0.32,

vid́ıme, že implicitńı schéma budeme použ́ıvat ve tvaru

−0.32Uk+1
i−1 + 1.64Uk+1

i − 0.32Uk+1
i+1 = Uk

i + τfk+1
i .

Rovnice implicitńıho schématu sestav́ıme v bodech A = [0.25, 0.1], B = [0.5, 0.1],
C = [0.75, 0.1] viz obrázek 9.

Hodnoty UD, UE a UF v bodech D = [0.25, 0], E = [0.5, 0] a F = [0.75, 0] jsou dány
počátečńı podmı́nkou. Dále z okrajových podmı́nek urč́ıme hodnoty u(0, 0.1) = 0 a
u(1, 0.1) = 0. Nyńı sestav́ıme soustavu rovnic pro neznámé UA, UB, UC . Tedy v našem
př́ıpadě

−0.32 · 0 + 1.64UA − 0.32UB = UD + 0.1 · (0.25) · (0.1),
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−0.32UA + 1.64UB − 0.32UC = UE + 0.1 · (0.5) · (0.1),

−0.32UB + 1.64UC − 0.32 · 0 = UF + 0.1 · (0.75) · (0.1),

nebo-li
1.64UA −0.32UB = 0.19,

−0.32UA 1.64UB −0.32UC = 0.255,
−0.32UB +1.64UC = 0.195.
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11 Vlnová rovnice

Př́ıkladem hyperbolické diferenciálńı rovnice je vlnová rovnice, tedy rovnice zapsaná
ve tvaru

∂2u

∂2t
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t).

Fyzikálńı interpretace této úlohy jsou např. kmity struny, kdy hodnoty u v tomto
př́ıpadě maj́ı význam výchylky (polohy) a hodnoty ∂u

∂t
pak hodnoty rychlosti. Na levé

straně rovnice pak druhá derivace má význam zrychleńı. Parameter c > 0 pak můžeme
chápat jako rychlost, jakou se tyto kmity v tělese š́ı̌ŕı. Funkce f pak udává p̊usob́ıćı
śılu v mı́stě x a v čase t.

Vlnovou rovnici budeme řešit na oblasti QT = (a, b) × (0, T ). Formulaci úlohy
je třeba doplnit počátečńı podmı́nkou a okrajovými podmı́nkami, t́ım dostáváme tzv.
smı́̌senou úlohu. Na rozd́ıl od rovnice vedeńı tepla je v tomto př́ıpadě potřeba předepsat
počátečńı podmı́nku jednak pro u (polohu) ale také i pro ∂u

∂t
(rychlost).

Smı́̌sená úloha pro vlnovou rovnici. Hledáme funkci u ∈ C2(QT ) ∪ C(QT ), QT =
(a, b)× (0, T ), takovou, že je splněna (vlnová) rovnice (c > 0) v oblasti QT

∂2u

∂2t
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (58)

a jsou splněny počátečńı a okrajové podmı́nky, tj. pro všechna x ∈ 〈a, b〉

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), (59)

a pro t ≥ 0
u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), (60)

Poznámka 11.1 (Podmı́nky souhlasu) Všimněme si, že v každém z bod̊u [a, 0] a
[b, 0] jsou pro hodnoty u a ∂u

∂t
předepsány dvě podmı́nky, viz (59) a (60). Je zřejmé, že

pro řešitelnost je třeba, aby obě podmı́nky předepisovaly stejné hodnoty u a ∂u
∂t
, tj. aby

byly splněny podmı́nky souhlasu.

Obdobně jako pro rovnici vedeńı tepla uvažujme nyńı speciálńı př́ıpad, kdy interval
(a, b) = (0, π), f ≡ 0 a okrajové podmı́nky jsou nulové. Počátečńı podmı́nka necht’ je
dána jako

u(x, 0) = sin(kx),
∂u

∂t
(x, 0) = 0

kde k ∈ N. Řešeńı hledáme ve tvaru u(x, t) = cos(At) sin(kx), kde konstantu A urč́ıme.
Vid́ıme, že pro k ∈ N funkce u splňuje okrajové podmı́nky. Konstanta A pak je dána
jako A = ck. Rozmyslete si, jaké typické vlastnosti toto řešeńı má.

Verze 25.5.2021 62
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Obrázek 10: Znázorněńı explicitńıho schématu pro vlnovou rovnici

11.1 Metoda śıt́ı pro vlnovou rovnici

Budeme aproximovat řešeńı smı́̌senné úlohy pro rovnici

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f,

v uzlech śıtě, která je daná pomoćı prostorového kroku h = (b − a)/n a kroku τ > 0.
Śıt’ové čáry jsou pak dány rovnicemi xi = a+ ih, tk = kτ a řešeńı u pak aproximujeme
v śıt’ových uzlech P k

i jako přibližné řešeńı Uk
i , tj.

P k
i = [xi, tk], Uk

i ≈ uki =
def u(xi, tk),

kde uki budeme značit hodnotu přesného řešeńı v bodě P k
i . Z počátečńıch podmı́nek

urč́ıme hodnoty na nulté a prvńı časové vrstvě, tj. ~U0 = (U0
i )i a

~U1 = (U1
i )i. Dále

sestav́ıme schéma pro výpočet hodnot ~Uk+1 z ~Uk a ~Uk−1, které použijeme pro k =
1, 2, . . ..

Náhrada na prvńı časové vrstvě Na prvńı časové vrstvě užijeme Taylorova roz-
voje

U1
i ≈ u(xi, τ) = u(xi, 0) +

∂u

∂t
(xi, 0)τ +O(τ 2),

kde na pravé straně zanedbáme člen O(τ 2), a hodnoty u a ∂u
∂t

v čase t = 0 dosad́ıme
dle počátečńıch podmı́nek. Dostaneme vzorec

U1
i = φ(xi) + ψ(xi)τ.
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11.2 Explicitńı schéma

V př́ıpadě explicitńıho schématu nahrazujem derivace v bodě P k
i . Předpokládejme, že

řešeńı u je dostatečně hladké (u ∈ C4(QT )). Pro hodnoty přesného řešeńı uki = u(xi, tk)
v uzlech P k

i plat́ı
∂2u

∂x2
(P k

i ) =
uki−1 − 2uki + uki+1

h2
+ η1(h),

kde η1(h) = O(h2). Dále pro derivaci vzhledem k času dostáváme

∂2u

∂t2
(P k

i ) =
uk+1
i − 2uki + uk−1

i

τ 2
+ η2(τ),

kde η2(τ) = O(τ 2). Hodnoty přesného řešeńı tedy splňuj́ı rovnici

uk+1
i − 2uki + uk−1

i

τ 2
= c2

uki−1 − 2uki + uki+1

h2
+ fk

i +O(τ 2 + h2),

kde fk
i = f(P k

i ). Zanedbáme tedy člen O(τ 2 + h2) a dostaneme vztah pro přibližné
řešeńı

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ 2
= c2

Uk
i+1 − 2Uk

i + Uk
i−1

h2
+ fk

i

Násob́ıme τ 2, označ́ıme σ2 = c2τ2

h2 a explicitně vyjádř́ıme Uk+1
i . Dostaneme śıt’ovou

rovnici v uzlu P k
i pro explicitńı schéma pro vlnovou rovnici

Uk+1
i = σ2Uk

i+1 + 2(1− σ2)Uk
i + σ2Uk

i−1 − Uk−1
i + τ 2fk

i .

Podmı́nka stability explicitńıho schématu Obdobně jako tomu bylo u rovnice
vedeńı tepla lze snadno ověřit, že výpočet explicitńım schématem neńı možné provádět
pro libovolnou volbu h a τ , ale je třeba splnit ještě dodatečnou podmı́nku, tzv. stability
schématu. V našem př́ıpadě je stabilita schématu zaručena pro hodnotu σ ≤ 1. Naopak
pro velké hodnoty σ je schéma tzv. nestabilńı, hodnoty které takto vypočteme jsou pak
obvykle nesmyslné.

Stabilita tohoto schématu je zaručena pro

σ =
cτ

h
≤ 1.

Použit́ı explicitńıho schématu Pro lepš́ı pochopeńı ukážeme na jakým zp̊usobem
se použ́ıvá explicitńı schéma ukážeme jeho použit́ı pro jednoduchý př́ıklad a výpočet
několika málo hodnot aproximaćı ve vybraných bodech.
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Př́ıklad 11.1 Je dána smı́̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
=
(
9
5

)2∂
2u

∂x2
+ xt

u(x, 0) = x2 , ∂u
∂t
(x, 0) = 1− x2 pro x ∈ 〈−1; 1〉

u(−1, t) = 1 , u(1, t) = 1
1+t2

pro t ∈ 〈0;∞)

a) Ověřte splněńı podmı́nek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podmı́nka stability pro explicitńı
metodu s prostorovým krokem h = 0.2. Odvod’te schéma pro explicitńı metodu.

c) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic pro určeńı přiblǐzných hodnot řešeńı prvńı
časové vrstvě s chybou O(τ 2).

d) Stanovte přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.2; 0.2] explicitńı metodou, volta
krok h = 0.2 a τ (maximálńı) tak, aby explicitńı schéma bylo stabilńı a bod A byl
uzlem śıtě.

Řešeńı: Podmı́nky souhlasu pro polohu (u) i rychlost ∂u
∂t

jsou splněny jak čtenář snadno

ověř́ı. Podmı́nka stability pro explicitńı schéma a danou vlnovou rovnici je σ2 =
81

25
τ2

h2 ≤

1 (př́ıpadně σ =
9

5
τ

h
≤ 1 - zde ale pozor na možnou záměnu c2 a c). Volba h = 0.2 dává

81
25
τ 2

0.04
≤ 1 tedy τ 2 ≤ 0.04 · 25/81 = 1/81 = 1/92.

Maximálńı časový krok je tedy τmax = 1/9
Pro část d) voĺıme krok h = 0.2 a τ = 0.1 ≤ τmax. Pro tuto volbu vyjde σ2 = 81

25
0.01
0.04

=
81
100

= 0.81, budeme tedy poč́ıtat podle vzorce

Uk+1
i = 0.81Uk

i+1 + 0.38Uk
i + 0.81Uk

i−1 − Uk−1
i + 0.01 fk

i .

Hodnotu v bodě A urč́ıme z hodnot v bodech, které si označ́ıme B = [0; 0.1],
C = [0.2; 0.1] a D = [0.4; 0.1]. Body B,C,D lež́ı v prvńı časové vrstvě, tedy přibližné
hodnoty UB, UC , UD urč́ıme užit́ım náhrady na prvńı časové vrstvě.

UB = u(0, 0) + 0.1
∂u

∂t
(0, 0) = 02 + 0.1(1− 02) = 0.1,

UC = u(0.2, 0) + 0.1
∂u

∂t
(0.2, 0) = 0.22 + 0.1(1− 0.22) = 0.136,

UD = u(0.4, 0) + 0.1
∂u

∂t
(0.4, 0) = 0.42 + 0.1(1− 0.42) = 0.244.
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Obrázek 11: Oblast řešeńı, śıt’ a uzly śıtě

Budeme dále ještě potřebovat hodnotu v bodě E = [0.2, 0], který lež́ı v nulté časové
vrstvě a hodnota aproximace je dána počátečńı podmı́nkou, tj. UE = u(E) = 0.22 =
0.04. Užit́ım vzorce pro explicitńı schéma dostáváme hodnotu aproximace v bodě A

u(0.2, 0.2) ≈ UA = 0.81UB + 0.38UC + 0.81UD − UE + 0.01 · f(C) = 0.29052,

kde hodnota f(C) = 0.2 · 0.1 (rozmyslete si proč je funkce f vyč́ıslena právě v bodě
C).

Výpočet daľśıch aproximaćı v bodech śıtě na 2. časové vrstvě by prob́ıhal obdobně,
např́ıklad hodnotu v bodě [0.8, 0.2] bychom vypoč́ıtaly z hodnot aproximaćı v bo-
dech [0.6, 0.1], [0.8, 0.1] (prvńı časová vrstva), aproximace v bodě [1, 0.1] (okrajová
podmı́nka) a hodnoty [0.8, 0] (nultá časová vrstva). Hodnoty v daľśıch vrstvách bychom
źıskali stejným postupem.

11.3 Implicitńı schéma

Předpokládejme, že řešeńı u je dostatečně hladké (u ∈ C4(QT )). V př́ıpadě implicitńıho
schématu užijeme vztah

∂2u

∂x2
(P k

i ) =
1

2

∂2u

∂x2
(P k+1

i ) +
1

2

∂2u

∂x2
(P k−1

i ) +O(h2).

Ověřte jeho platnost! Dále pak už postupujeme analogicky jako u explicitńıho schématu,
tj. pro hodnoty přesného řešeńı uki = u(xi, tk) plat́ı

∂2u

∂x2
(P k

i ) =
1

2

uk+1
i−1 − 2uk+1

i + uk+1
i+1

h2
+

1

2

uk−1
i−1 − 2uk−1

i + uk−1
i+1

h2
+ η1(h),
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kde η1(h) = O(h2). Dále pro derivaci vzhledem k času

∂2u

∂t2
(P k

i ) =
uk+1
i − 2uki + uk−1

i

τ 2
+ η2(τ),

kde η2(τ) = O(τ 2). Hodnoty přesného řešeńı tedy splňuj́ı rovnici

uk+1
i − 2uki + uk−1

i

τ 2
=
c2

2

uk+1
i−1 − 2uk+1

i + uk+1
i+1

h2
+
c2

2

uk−1
i−1 − 2uk−1

i + uk−1
i+1

h2
+fk

i +O(τ 2+h2),

kde fk
i = f(P k

i ). Zanedbáme tedy člen O(τ 2 + h2) a dostaneme vztah pro přibližné
řešeńı

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ 2
=
c2

2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+
c2

2

Uk−1
i+1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i−1

h2
+ fk

i

Vynásob́ıme rovnici τ 2, označ́ıme

σ2 =
c2τ 2

h2

a převedeme členy Uk+1
i na levou stranu. Pro pevné k dostáváme soustavu rovnic

−
1

2
σ2Uk+1

i−1 +(1+σ2)Uk+1
i −

1

2
σ2Uk+1

i+1 =
1

2
σ2Uk−1

i−1 −(1+σ2)Uk−1
i +

1

2
σ2Uk−1

i+1 +2Uk
i +τ

2fk
i ,

pro i = 1, . . . n− 1, kde matice této soustavy je symetrická, pozitivně definitńı a ostře
diagonálně dominantńı.

Podmı́nka stability implicitńıho schématu Stejně jako tomu bylo u rovnice ve-
deńı tepla, také zde je implicitńı schéma vždy stabilńı. Také diskretizačńı chyba, které
se dopoušt́ıme je v př́ıpadě explicitńı i implicitńı metody stejná, O(h2 + τ 2).

Použit́ı implicitńıho schématu Použijme nyńı implicitńı schéma pro řešeńı Př́ıkladu
11.1. Jak v́ıme, tak implicitńı schéma je vždy stabilńı, takže nejsme nijak omezeni pro
volbu h a τ . V praktických výpočtech voĺıme tak malé, aby źıskaná aproximace byla co
možná nejpřesněǰśı. Zde ale zvoĺıme h a τ tak, aby se nám snadno prováděl výpočet.
Volme h = 0.5 a τ = 0.5. Hodnota σ2 = 81

25
= 3.24 (implicitńı metoda je stabilńı).

Hodnoty na nulté a prvńı časové vrstvě źıskáme z počátečńıch podmı́nek stejně jako u
explicitńıho schématu. Tedy dostaneme následuj́ıćı tabulku hodnot

i 0 1 2 3 4
xi -1 -0.5 0 0.5 1

1− x2i 0 0.75 1 0.75 0
U0
i = x2i 1 0.25 0 0.25 1
U1
i 1 0.625 0.5 0.625 0.8
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Pro hodnoty U2
i na 2. časové vrstvě sestav́ıme soustavu rovnic dle implicitńıho

schématu pro dané σ

−1.62Uk+1
i−1 + 4.24Uk+1

i − 1.62Uk+1
i+1 = 1.62Uk−1

i−1 − 4.24Uk−1
i + 1.62Uk−1

i+1 + 2Uk
i + τ 2fk

i .

Nejprve urč́ıme z okrajových podmı́nek hodnoty U2
0 = 1 a U2

4 = 0.5. Dále sestav́ıme
soustavu rovnic pro neznámé U2

1 , U
2
2 , U

2
3 . Tedy v našem př́ıpadě

−1.62 · 1 + 4.24U2
1 − 1.62U2

2 = 1.62 · 1− 4.24 · 0.25 +

+ 1.62 · 0 + 2 · 0.625 + 0.25 · (−0.5) · (0.5).

−1.62 · U2
1 + 4.24U2

2 − 1.62U2
3 = 1.62 · 0.25 − 4.24 · 0 +

+ 1.62 · 0.25 + 2 · 0.5 + 0.25 · (0) · (0.5).

−1.62U2
2 + 4.24U2

3 − 1.62 · 0.5 = 1.62 · 0.− 4.24 · 0.25 +

+ 1.62 · 1 + 2 · 0.625 + 0.25 · (0.5) · (0.5).

nebo-li
4.24U2

1 −1.62U2
2 = 1.8375,

−1.62 · U2
1 +4.24U2

2 −1.62U2
3 = −0.185,

−1.62U2
2 +4.24U2

3 = 0.8285.

Vid́ıme, že matice soustavy je tř́ıdiagonálńı, symetrická, ostře diagonálně dominantńı
a pozitivně definitńı (a tedy regulárńı). Existuje jediné řešeńı, které lze nalézt např.
Jacobiovou nebo Gaussovou-Seidelovou iteračńı metodou. Vzhledem k tomu, že matice
je ostře diagonálně dominantńı v řádćıch, lze źıskat odhad pro řádkovou normu matice
a tedy i odhad pro počet iteraćı potřebných k tomu, aby bylo dosaženo potřebné
přesnosti. Vlastnosti soustavy pro menš́ı krok h a tedy větš́ı počet neznámých jsou
stejné. Źıskané řešeńı dává hodnoty aproximaćı přesného řešeńı na druhé časové vrstvě.
Pro výpočet hodnot na třet́ı časové vrstvě sestav́ıme novou soustavu a provedeme jej́ı
vyřešeńı. Takto źıskáváme postupně hodnoty na 2., 3., 4., ... časové vrstvě.
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12 Klasifikace PDR, opakováńı

V předchoźıch přednáškách jsme se seznámily s parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi 2.
řádu. Viděli jsme, že se podle typu děĺı na eliptické, parabolické a hyperbolické. Viděli
jsme, že charakteristické vlastnosti diferenciálńıch rovnic a vlastnosti jejich řešeńı se
dle typu lǐśı. Podle tohoto typu je také nutné volit zp̊usob numerického řešeńı a to at’ již
pro metodu konečných diferenćı nebo i pro jiné numerické metody (metoda konečných
prvk̊u nebo metoda konečných objemů).

Př́ıkladem eliptické rovnice je Poissonova rovnice, parabolické pak rovnice vedeńı
tepla a hyperbolické rovnice vlnová.

Poissonova rovnice −∂2u
∂x2 −

∂2u
∂y2

= f,

Rovnice vedeńı tepla (p > 0) ∂u
∂t

= p∂2u
∂x2 + f,

Vlnová rovnice (c > 0) ∂2u
∂2t

= c2 ∂2u
∂x2 + f.

PDR jako formulace fyzikálńıch zákon̊u Uved’me daľśı př́ıklady parciálńıch di-
ferenciálńıch rovnic, které se vyskytuj́ı v technických problémech. Rovnice vedeńı tepla
v tělese reprezentovaném oblast́ı Ω je popsána

ρ
∂θ

∂t
−∇ · (λ∇θ) = f.

Jedná se o parabolickou rovnici. V př́ıpadě hledáńı stacionárńıho stavu (uvažujeme
řešeńı, která jsou nezávislá na proměnné t) se jedná o stacionárńı problém popsaný
eliptickou rovnićı

−∇ · (λ∇θ) = f.

Daľśım př́ıpadem eliptické rovnice jsou Lamého rovnice popisuj́ıćı malé deformace iso-
tropńıho elastického tělesa (lineárńı elasticita) pro stacionárńı př́ıpad

−λ∇(∇ · u) + µ∇ · (∇u+ (∇u)T ) = f .

Pro nestacionárńı př́ıpad je pohyb tělesa popsán rovnicemi ve tvaru

ρ
∂2u

∂t2
− λ∇(∇ · u) + µ∇ · (∇u+ (∇u)T ) = f .

Vid́ıme že se jedná o rovnici hyperbolickou (vlnová rovnice). Ve všech předchoźıch
př́ıpadech se jednalo o rovnice lineárńı.

Př́ıkladem nelineárńı rovnice (soustavy rovnic) jsou Navierovy-Stokesovy rovnice
popisuj́ıćı prouděńı nestlačitelné vazké tekutiny, které jsou diferenciálńım vyjádřeńım
zákona zachováńı hybnosti a zákona zachováńı hmoty, tj.

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u− µ△u+∇p = f .
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V těchto rovnićıch jsou neznámé složky vektoru rychlosti u a tlak p, vid́ıme, že se
typově jedná o parabolické rovnice. Vzhledem k počtu neznámých a počtu rovnic, je
nutné doplnit systém Navierových-Stokesových rovnic daľśı rovnićı, rovnićı kontinuity,
která je diferenciálńım vyjádřeńım zákona zachováńı hmoty. Rovnice kontinuity má
tvar

∇ · u = 0,

zde ale vid́ıme, že se jedná o rovnici 1. řádu (nemá tedy smysl hovořit o typu rovnice).
V př́ıpadě stlačitelné tekutiny je jej́ı prouděńı vyjádřeno pomoćı zákona zachováńı

hmoty, hybnosti a energie. Pro jednoduchost formulujme jenom zákon zachováńı hmoty,
který v tomto př́ıpadě má tvar

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.
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