Numerickd matematika, pozndmky k prednaskam 9. kvétna 2023

Uvod

Numerickd matematika (v anglické terminologii “numerical/computational mathema-
tics”) se zabyva zpracovanim matematickych modelu pomoci poéitacu a realizuje tak
prechod od ¢isté teoretické matematiky k prakticky pouzitelnym vysledkum. Uziva se v
celé fadé oboru, nejen v technickych a ptrirodnich védach. Numerickd matematika prak-
ticky pouziva teoritické vysledky matematickych véd a to nejen matematické analyzy
a algebry, ale i mnoha dalsich oboru jako je funkcionalni analyza, atd. Samotna nu-
merickd matematika lze rozdélit na teoretickou ¢dst (numerickd analyza) a praktickou
cast. Cilem teoretické numerické matematiky (numerické analyzy) je analyza vlast-
nosti numerickych metod a algoritmu. Numerickd matematika ve své praktické ¢asti se
naopak zabyvéa pouzitim numerickych metod pro feseni vybranych problému.

Predmét Numerickd matematika se zabyva vybranymi partiemi z numerické mate-
matiky, jednd se zejména o princip feseni (velkych) soustav linearnich a nelinearnich
rovnic, numerické feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic a také numericka aproxi-
mace parcidlnich diferencialnich rovnic. Cilem téchto poznamek je poskytnout zéakladni
ucebni text studentum.

vvvvvv

casti latky, které jsou vhodné pro porozumnéni ale nemusi byt vzdy plné obsahem
prednasek a nebudou tedy ani obsahem zkousky.
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Opakovani

Na prednaskach a v téchto materidlech budeme uzivat nasledujici oznaceni: Symbo-
lem R zna¢ime mnozinu realnych c¢isel a C mnozinu komplexnich ¢isel. Symbolem N
znacime mnozinu pfirozenych ¢isel a Z mnozinu celych ¢isel. Symbolem R™™ ™ znac¢ime
mnozinu vSech redlnych matic typu n x m, tj. A € R ¢teme “matice A ma n-radku
a m—sloupcu”. Matice znacime symboly A, B,C, D, .... Obdobné vektory znac¢ime
vétsinou tucné, tj. w, v,  nebo také i velkym pismenem U,V |, X . Tak jak je obvyklé
vektorem rozumime vzdy sloupcovy vektor (tj. matice typu R™*!). Symbolem E nebo
E, znacime jednotkovou matici £ € R"*".

Symbolem C(D) zna¢ime mmozinu vSech spojitych funkef na mnoziné D C R¢,
d € N. Symbolem C*(I), I C R zna¢fme mnozinu vsech funkci, jejichz k-t4 derivace je
spojitd na I. Symbolem C*(D), D C R% d > 1 znac¢ime mnozinu vsech funkci, které
maji vSechny parcialni derivace az do fadu k spojité na D.

Definice 0.1 Matice B = (b;;) € R™*" je transponovand matici k matici A = (a;;) €
R™ ™ pokud plati b;; = aj; pro vsechna i, j.

Transponovanou matici znacime symbolem AT.
Pripomenme, Ze plati nasledujici pravidla pro transponovani soucinu matic.

Lemma 0.1 Necht matice A, B jsou takového typu, Ze soucin matic A B je definovdn.
Pak plati
(AB)" =BT A",

Specidlnée, je-li A € R™™ a x,y € R" sloupcové vektory, pak plati
' Ay = (2" Ay)T =y ATz
nebot vijsledkem této operace je (symetrickd) matice 1 x 1.

Definice 0.2 Rikdme, zZe matice A € R™" je symetrickd, pokud plati a;j = j; pro
vsechna 1,7, tj. A = AT,

Definice 0.3 Rikdme, zZe matice A € R™" md vlastni éislo X\ € C a vlastni vektor
u € C", u # 0 prislusny tomuto ¢islu, pokud

Au = \u. (1)

Lemma 0.2

Viastni ¢isla matice A € R™*" jsou koteny charakteristického polynomu det(A—\E) =
0.
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Viastni vektor w* prislusny vlastnimu éislu \* je teSenim homogenni rovnice (A —
NE)u = 0.

Véta 0.1 Necht matice A € R™ " je symetrickd. Pak jeji vlastni c¢isla jsou redind.
Jsou-li navic wy resp. uq vlastni vektory prislusné vlastnim cislum A resp. g, kde
A1 # Xo, pak uy - us = 0. Nebo-li: vlastni vektory symetrické matice prislusné ruznym
vlastnim c¢islim jsou navzdjem kolmé.

Tvrzeni 0.1 Necht matice A je symetrickd n x n. Pak existuji vlastni éisla \;, i =
1,...,n, a také matice U, UTU = E, takovd, Ze

UTAU = diag(\y, ..., M)

Sloupce matice U jsou tvoreny navzajem ortonormdlnimi vlastnimi vektory.
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1 Zakladni pojmy a prosta iteracni metoda

1.1 Normy a vlastnosti matic

V predchozich kurzech (napi. Matematika 1) jsme se sezndmili s Euklidovskou normu
vektoru definovanou jako

n 1

2

el = @l = (3 loil?)"
=1

Nahrazenim cisla 2 v této definici ¢islem p > 1 zobecnénime Euklidovskou normu na
normu || - ||, danou vztahem

1

el = (3 [aP)’.

i=1
V predmétu Numerickd matematika budeme dale pracovat s touto normou pouze pro
p =1, p = 2 a pro limitni piipad p = oco. Norma vektoru lze ale zavést obecnéji a
zobecnit pro vypocet “velikosti” (tj. normy) matice.
Definice 1.1 (Norma vektoru a matice)
Normou vektoru v R™ rozumime takové zobrazend || - || : R® — (0,+00), které pro
libovolné vektory w,v € R"™ a ¢islo a € R splnuje
() llowl]| = lelflul, @) u+o < ful +of, (i) |u] =0 w=0. (2)

Normou matice v R™™ rozumime obecné takové zobrazent || - || : R™"™ — (0, 4+00),
které pro libovolné dvé matice A, B € R™" qa ¢islo o € R splniuje

(i) ||A|l =0 prdvé tehdy kdyz A je nulovd matice,

(i) oAl = || All,

(iii) A+ Bl <[Al+ B,

(iv) [[AB| < [lA[[[B],

(3)

Maticovou normu lze definovat uzitim normy vektorové. Ctvercové matice chdpeme
také jako zobrazeni z R™ do R", které vektoru @ priradi vektor Azx. Maticovou normu
pak lze definovat jako pomeér (vektorové) normy Az vzhledem k vektorové normé x,
tedy

A
|4l = sup [[A|| = sup 221
2|z =1 e#0 |||

(4)

Pro takto definovanou normu matice je snadné ukazat, ze splnuje vlastnosti (3) a je
maticovou normou (pifslusnou vektorové normé ||-||). Ve specidlnich piipadech takovou
normu lze explicitné vyjadrit vypoc¢tovym vztahem, viz nasledujici definice.
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Definice 1.2 (Vektorové a maticové normy)

Oznacme symbolem x vektor x € R™ a symbolem A matici A € R™", J ={1,...,n}.
Definujeme normu radkovou, sloupcovou a Euklidovskou.

radkovd norma  ||x||s = IZHGE};(|$1|> |Alloe = T{gbxz |ail,
jeT
sloupcovd norma ||zl = Y. || ||A|L = maxz |aigl,
eJ i€ ieJ
1
Frobeniova norma |Alle = (Z |Clz’,j|2> g
i,jeJ

Alternativni znaceni a spektralni norma. V ramci predmétu NMA se také

vvvvvv

pisemkéch nebo starsich materidlech || oo = || |lm, || - |1 = || - lle & [|z]|2 = ||| &-
Zatimco alternativni znaceni radkové a sloupcové normy uzivat nebudeme, znaceni Fu-
klidovské/Frobeniovy normy symbolem || - ||z uzivat budeme. S Euklidovskou normou

je totiz casto spojena také tzv. spektralni norma matice || A||y definovand jako

A
HA||2 = sup || $||2
a0 |2

Obdobné radkova a sloupcova norma matice A je norma, ktera vznikne vyjadirenim ze
vztahu

Ax Ax| o
|| Hl ||A||oo = sup || H

(E41Pa a0 2]l

Pozn. Tato definice maticové normy je vlastné normou linedrniho zobrazeni x — Ax
a lze rozsitit na pripad libovolného linedrntho zobrazeni. Ackoliv tato definice vypada
komplikovaneé, jeji geometrickd interpretace je pomérné nazorné. Nakreslime si mnozinu
bodu « takovych, ze ||| = 1 a pak nakreslime mnozinu obrazu Az. Norma nam pak
udava nejvetsi mozné “prodlouzeni” vektoru x.

[ A]lx = sup
x#£0

Priklad 1.1 Uzijte vektorové normy || - |1 resp. || - || @ odvod'te vztah pro prislusnou
maticovou, normu.

Véta 1.1 Necht || - || oznacuje prislusnou stejnou vektorovou i maticovou normu (.
bud || - |1, || - [|se nebo || - ||g). Pak pro libovolnou matici A € R™ ™ q vektor x € R™
plati

[Az| < [l Allf=]- (5)
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Dukaz této véty je snadnym podle definice maticové normy ptislusné urcité vek-
torové normé. Nicméné pro Frobeniovu normu je jesté nutné uzit vztah mezi normou
spektrélni a Frobeniovou ||A|l2 < ||Al|g. Tento vztah nebudeme dokazovat, prestoze
tento dukaz neni komplikovany, uziva ale souvislost spektralni normy a spektralniho
poloméru, ktery je definovan v nasledujici definici.

Definice 1.3 (Spektralni polomér) Spektrdlni polomér matice A € R"*™ je nezdporné
¢islo p(A) dané jako
p(A) = max A ©)

kde \q, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A.

Pro spektralni normu matice A plati ||A|l2 = y/p(AT A). Specidlné pro symetrickou
matici tedy vidime, ze plati ||Al|l2 = p(A) (rozmyslete si proc?). Podivejme se, zda
plati néjaky obecnéjsi vztah mezi néjakou normou matice a spektralnim polomérem.
Vezméme A vlastni ¢islo matice A takové, ze |A\| = p(A). Oznaéme x piislusny vlastni
vektor. Dle definice vlastniho ¢isla a vektoru plati

(Al = [[Az]| = | Az| < [|A[[|jz]].
7 této nerovnosti jiz vyplyva platnost nasledujici véty.

Véta 1.2 (Vztah mezi spektrialnim polomérem a normou) Pro libovolnou normu
matice a spektrdlni polomér plati

p(A) < [ A]. (7)

Pro matice je vypovidajici také ¢islo podminénnosti matice oznacované k(A) =
| AJ|||A~Y||. Pro symetrické matice a spektralni normu matice plati £(A) = Aoz /Amin,
nebot [|A~!||; = 2. Cislo podminénnosti matice je dillezité napi. pii feseni soustav
linedrnich rovnic.

Cislo podminénnosti, vlastni ¢isla, vlastni vektory a spektralni polomér matice jsou
dulezité vlastnosti, ale jejich vypocet je zvlasté v pripadé rozsahlych soustav linearnich
rovnic obtizny. V tadé pripadu lze ale u matic jednoduse ovérit jiné vlastnosti, které
jiz o napi. spektralnich vlastnostech vypovidaji. Takovou vlastnosti je napiiklad dia-

gonalni dominance, symetrie nebo pozitivni definitnost.

Definice 1.4 (Ostie diagondlné dominantni matice) Matici A € R™™"™ nazgvame
ostre diagondlné dominantni (ODD), pokud plati

|ai| > Z|aij| pro vsechna i € {1,...,n}, (8)
J#i
nebo
la;| > Z|aj,-| pro vsechna i € {1,...,n}.
J#i
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V odborné literatuie se také uziva pojem diagonalné dominantni(DD) matice v
piipadé, kdy nerovnost v rovnici (8) je neostra, tj.

laii| > Z|aij| pro vSechna i € {1,...,n}.
J#i
Diagonédlné dominantni matici je ovSsem napf. i nulova matice, tedy podminka DD
matice neni postacujici pro regularitu matice.

Definice 1.5 (Pozitivné definitni matice) Matici A € R™"™ nazgvame pozitivné
definitni pokud pro libovolny vektor  # 0 plati

' Ax = Z xia;;x5 > 0. (9)

i,j=1

Obdobné lze definovat matice pozitivné semidefinitni v pfipadé, ze v nerovnici (9)
plati neostra nerovnost. Pozitivni semidefinitnost ani diagonalni dominance ovsem ne-
zarucuji tesitelnost tlohy, na rozdil od pozitivni definitnosti a ostré diagonalni domi-
nance.

Lemma 1.1 Necht matice A € R™™" je ostre diagondlné dominantni nebo pozitivné
definitni. Pak je requldrni.

Pro poz. def. matici je regularita matice jednoduchym dusledkem nerovnosti (9) z
které vyplyva, ze Ax # 0 pro  # 0 (Rozmyslete si!).

Pro ostie diagonalné dominantni matici A provedeme dukaz sporem. Predpokladejme,
ze existuje vektor & # 0 takovy, ze Az = 0. Vezméme takové i, ze |z;| > |z;| pro
vsechna j # i. Pak vidime, ze

0= A3 -+ E aijxj,
J#i

|||z = | — Zaijle.
J#
Délenim |z;| a opakovanym uzitim trojtihelnikové nerovnosti |a + 5| < |a| + | 5| dosta-

neme
2 |z,
|as| = ‘—Zai]—; <> |aij|F < lagl,
j#i ! j#i U g

kde posledni nerovnost je ale sporem s predpokladanou ODD matice A.

Pro ODD matici muze byt dikaz i jednodussi, nebot lze aplikovat Gerschgorinovu
vétu. Z té ihned vyplyva, ze A = 0 nemuze byt vlastnim c¢islem ODD matice A a ze
matice je tedy regularni.

nebo-li

Verze 25.5.2021 7



Numerickd matematika, pozndmky k prednaskam 9. kvétna 2023

Lemma 1.2 (Gerschgorinova véta) Necht je ddna matice A € R"*". Pak viechna
jeji vlastni cisla A € C lezi ve sjednocent kruhu K;, jejichz stred je dan bodem a; € C
a polomeér souctem absolutnich hodnot mimodiagondlnich prvki v daném rdadku i, tj.
> izilaij|. Tedy pro kazdé vlastni ¢islo A € C matice A existuje kruh K;, tak Ze A € K;.

Zde K; jsou ddny

J#
Toto tvrzeni je geometricky nazorné a dava nam velmi jednodusSe ptredstavu o poloze
vlastnich ¢isel. Jeho dukaz je pritom pomérné jednoduchy. Vezmeme vlastni ¢islo A € C

a piislusny vlastni vektor «. Volime i tak, aby |z;| > |z;| pro j # i. Z definice vlastniho
c¢isla dostdvame v radku ¢
| Zaiﬂﬂ = [A = ag[z;].

J#
Délenim |z;| a uzitim |x;| > |z;| jiz dostaneme pozadovanou nerovnost.

Vsimnéme si, ze zatimco ovéfeni ostré diagonalni dominance je relativné jedno-
duché, ovéteni pozitivni definitnosti jiz nikoliv. Ptipomenme bez dikazu Sylvestrovo
kritérium pro urcovani pozitivni definitnosti symetrické matice s vyuzitim hlavnich
minoru, tj. determinantu
@11 12
Q21 22

,...,det A

a1y,

Véta 1.3 (Sylvestrovo kritérium) Necht matice A € R™™™ je symetrickd. Pak plati:
A je pozitivné definitni tehdy a jen tehdy pokud md vsechny hlavni minory kladné.

Vidime, ze toto kritérium je v piipadé malych matic snadno ovéritelné. Na druhou
stranu samotnd definice poz. def. matice nam dava vlastnost, ktera matice charakte-
rizuje 1épe nez Sylvestrovo kritérium. Napt. uzitim definice lze snadno ukazet, ze sy-
metrickd matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz jeji vSechna vlastni ¢isla jsou
kladna. Pozitivni definitnost se nékdy zavadi pouze pro symetrické matice. Zamyslete
se sami, proc.

1.2 Prosta iteraéni metoda

Zabyvejme se nyni feSenim (velkych) soustav linedrnich rovnic, kdy piimé teseni sou-
stav linedrnich rovnic je p¥ili§ ndrotné (na vypocetni ¢as i na operacni pamét). V celé
radé pripadu jsou tyto velké soustavy tzv. fidké. To priblizné znamena, ze pocet jejich
nenulovych prvku je mnohem mensi nez pocet jejich nulovych prvku (napt. matice
tiidiagondlni). V téchto piipadech je snadné uchovat pouze nenulové prvky (napft. cca
n) oproti véem (tj. cca n?). Také ndsobeni takovou matici vyzaduje pouze piiblizné n
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operaci oproti n? operaci v pifpadé plné matice. Piipomenime, Ze Gaussova eliminace
vyzaduje pfiblizné n® operaci.
Uvazujme nyni soustavu rovnic zapsanou ve tvaru

Ax =b. (11)
Vidime, ze tuto soustavu lze napf. ekvivalentné prepsat (w # 0)
r=x+wb—-Ax)=(E —wA)x + wb.

Pro tento zapis (tzv. Richardsonova itera¢ni metoda) se nabizi uzit iteracni proces,
tj. aproximaci feseni dosadit do pravé strany a vypocitat nové priblizeni. Pokud tento
proces bude konvergovat, pak bude konvergovat k feseni puvodni soustavy. Vsimnéme
si, ze jednu iteraci této metody jsme pro tidké soustavy schopni provést “rychle”, tj.
potiebujeme cca n operaci. Puvodni rovnici (11) Ize ale prepsat do tohoto tvaru i jinymi
zpusoby (jak uvidime déle).

Problém 1.1 (Prost4 itera¢ni metoda) Je-li soustava linedrnich rovnic zapsand
ve tvaru & = Ux + v, pak prostd iteracni metoda (PIM) je dana predpisem

z*) — Ux® . (12)

Problematiku konvergence si osvétlime na piipadé jedné rovnice, x = qx + v, kdy
piresné fesen{ je ddno dle x* = (1 —q)~'v. Toto fesen{ pro pifpad |¢| < 1 lze zapsat jako
soucet geometrické rady

(o]
xt = Z ¢ v.
k=0

Pro urceni priblizného teSeni je ovSem mozné secist pouze n ¢lent.

™ = i qv.
k=0

Zde snadno vidime, ze plati
2t = g™ 4o

v pifpadé volby 2(® = v. Tedy vidime, 7ze posloupnost dana prostou iteracni meto-
dou (pro jednu rovnici) konverguje pokud |q| < 1. V ptipadé obecné volby pocatecni
podminky bude posloupnost také konvergentni (rozmyslete si).

Definice 1.6 Rikame, Ze iteracni metoda pro danou soustavu linedrnich rovnic kon-

verguge, pokud pro libobolné x® posloupnost {x™} ziskand predpisem této iteracni
metody konverguje k presnému reseni této soustavy rovnic.
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Zabyvejme se nyni konvergenci prosté iterac¢ni metody. Pro zjednoduseni uvazujme,
ze matice U je symetrickd. Oznac¢me x* presné fesSeni soustavy.

*=Uzx"+v (13)

Oznacime e®) = z® — x* a odeétenim rovnici (13) od rovnice (12) dostaneme vztah
e" 1) = Ue®. Uzijeme Tvrzeni 0.1 a chybu e®) zapiseme jako linedrni kombinaci
vlastnich vektortu w;, tedy
6(0) = Z Oéjwj.
j=1

Pak vidime, ze
o=t (S ) = S,
j=1 j=1

nebot ndsobeni matic{ je linedrn{ operace a vektory w; jsou vlastni vektory matice U.
Tedy konvergence e®) — 0 je ekvivalentni konvergenci IA;|¥ — 0 pro k — oco. Vidime,
ze pro konvergenci je nutné i postacujici aby |A;| < 1 pro vSechna j. Dostavame nutnou
a postacujici podminku konvergence PIM.

Véta 1.4 (Nutnd a postacujici podminka PIM) Prostd iteracni metoda je kon-
vergentni pravé tehdy, kdyz p(U) < 1.

Vzhledem ke vztahu mezi normou a spektralnim polomérem (7) vidime, ze ptimym
dusledkem predchozi véty je postacujici podmince pro konvergenci PIM.

Veéta 1.5 Je-li ||U|| < 1, pak je prostd iteracni metoda konvergentni (k presnému
resent «* ) Navic plati ndsledujici odhad chyby

LR
¥ - 2| < o fle® — 20V
]

U1 o g0
¥ - 2| < =l - 2.
- 0]

Y

Prvni tvrzeni véty 1.5 je ziejmy dusledek véty 1.4 o nutné a postacujici podmince
konvergence PIM, nebot pokud je norma matice U mensi nez jedna, pak také pro
spektralni polomér (vzhledem ke vztahu spektralniho poloméru a normy) plati p(U) <
U <1

Odhad ve vété 1.5 ziskdme nasledujicim postupem: Odectenim (12) od rovnice
x* = Uzx* + v dostavame konvergenci diky odhadu chyby e®) = a* — 2

le® V| < |U]||le®| atedy [V < |U|*e?]. (14)
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Odhad odvodime pomoci vztahu (e = * — 2 x* = lim;_, o *)

+00 oo
1@ = | kl_igloom(kﬂ) — 20| = Z(w(k—i—l) —z®)|| < Z |z®D — ™| (15)
k=0 k=0

a
le®) — 2| = U@ —2® )| = U@ )| < [U]* (2 —2z@)]. (16)

Dosazenim rovnice (16) do (15), uzitim vzorce pro soucet geometrické rady a dosazenim
za e®) do druhého vztahu (14) dostavdme druhy odhad z tvrzeni véty. Prvni odhad je
jen jeho specidlnim piipadem (rozmyslete si).
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2 Jacobiova a Gaussova-Seidelova iteracni metoda

Jacobiova a Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda jsou specidlnim ptipadem ptrevodu
soustavy rovnic z tvaru

Ax =0

na tvar potfebny pro prostou itera¢ni metodu. Tento prevod se provadi v zapise po
slozkéch spise nez v maticovém tvaru (ten ale pouzijeme pozdéji pro analyzu). Ukdzeme
si tento postup obecné pro soustavu rovnic o 3 nezndmych (z 1. rovnice vyjadiime
neznamou z; z 2. rovnice neznamou xs atd.)

1
a11%1 + a12%2 + aj3w3 = by T = P (b1 — aipzs — a13x3)
11
1
a91T1 -+ A922T9 + Q933 = bg — T9 = —a (b2 — A21T1 — aggl’g) (17)
22
1
a311 + azaTo + assxrs = b T3 = P (bs — as1z1 — azaxs)
33

Soustava rovnic na pravé strané ma jiz tvar soustavy zapsané ve tvaru pro prostou
iteracni metodu, staci na levou resp. pravou stranu doplnit &£+ 1-ni nebo k—tou iteraci.
Pro piipad soustavy rovnic o n neznamych dostavame nasledujici vzorec.

Definice 2.1 (Slozkovy zapis Jacobiovy iteraéni metody) Jacobiova iteraéni me-
toda pro Fesent soustavy rovnic Ax = b je ddna predpisem pro vipocet slozek xFt1) z
predchozi iterace %) dle

(1) _ L (k) (k) - -
x, - (bi — Z Ty — Zaijxj ) pro véechna it =1,...,n. (18)

Jj<i J>t

Je ziejmé, ze rovnice (18) lze ekvivalentné zapsat také jako

k) _ k), L (k)
x; =, +Cl_ii (bi—Zaijxj ) .
J

Zapis (18) odpovida prosté iteracni metodé. Checeme déle vySettovat podminky kon-
vergence Jacobiho iteracni metody s vyuzitim znalosti o konvergenci PIM. Vidime, ze
budeme potiebovat zapsat iteraéni postup (18) v maticové podobé. Vyuzijeme tzv.
rozstépeni matice A na diagonélni matici D a ostte trojihelnikové matice L (dolni) a
P (horni), tedy

A=L+D+ P, (19)

kde D je diagonalni matice s prvky d;; = a;;, L je ostfe dolni trojihelnikova matice s
nenulovymi prvky [;; = a;; pro ¢ > j, a matice P je ostfe horni trojuhelnikova matice
s nenulovymi prvky u;; = a;; pro ¢ < j.
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Lemma 2.1 (Maticovy zapis Jacobiovy itera¢ni metody) Nechf A= L+ D +
P je rozstépeni matice dané rovnici (19). Pak rovnice (18) se daji zapsat jako

¢ = U™ +v;, U,=-DYL+P), wv;=D"b (20)
Dikaz 2.1 Rovnice (18) se daji zapsat maticové (vyndsobenim i—té rovnice dy;) jako
Dz"*' = —(L + P)z* +b.
Lemma 2.2 Cislo A € C je vlastni ¢islo matice U; pravé kdyz je korenem rovnice
det(L + AD + P) = 0. (21)
Dukaz 2.2 Viastni ¢islo X matice Uj spliuje

0 = det(U; — AE) =det(—D (L + P) — \E)
= det(-D (L + P) - AD'D) = det(—~D (L + P + \D)).

Vzhledem k tomu, Ze determinant soucinu matic je soucin determinanti jednotlivych
matic, a determinant matice D' je nenulovy, je turzend lemmatu dokdzdno.

Véta 2.1

Je-li matice A ODD, pak je Jacobiova iteracni metoda konvergentni.

Diikaz 2.3 Dikaz uwvedeme nejprue jen pro ODD v 7ddcich, tedy plati |a| > 3., ;]
pro vsechna i. Vzhledem k tomu jak je dand matice Uj vidime, Ze

1
1U]lo0 = max <|a”| > |a,-j|> <L
"

Dukaz konvergence pro obecnou ODD matici pak provedeme zobecnénim pojmu ODD
i pro komplexni matice (tedy matice s komplexnimi proky).
Ddle: Je-li matice A = L+ D+ P ODD, pak pro |\ > 1 je také matice L+ A\D + P
ODD. Ovérime snadno, nebot

(Allai| = faiil.

Je-li ovsem matice L + AD + P ODD, je také requldrni.
Regularita matice L + A\D + P pro |A\| > 1 ale znamend, Ze |\ > 1 neni korenem
charakteristické rovnice a neni tedy vlastnim cislem matice U;.
Vsechna vlastni c¢isla matice Uy jsou tedy mensi nez 1 (a tedy i spektralni polomér
p(UJ) < 1)
Je splnéna nutnd a postacujici podminka pro konvergenci Jacobiovy iteracni metody
(viz ndsledugici véta), metoda je tedy konvergentni.
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Véta 2.2

Jacobiova iteracni metoda je konvergentni praveé tehdy, kdyz p(Uy) < 1.

Véta je dusledkem nutné a postacujici podminky konvergence prosté iteraéni me-
tody a maticového zapisu Jacobiovy metody.

2.1 Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

Pro odvozeni Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody se postupuje obdobné jako v piipadé
(17). Soustavu rovnic prepiSeme stejnym zpusobem. Nyni si ale vSimneme, ze pii
vypoctu v potradi odshora doli muzeme do 2. a 3. rovnice dosadit jiz hodnoty z nové
iterace. Dostavame iteracni proces

1
k k k
1171 + a12%2 + a1373 = by $§ = P <b1 — alzxé ) CL13331(), ))
11
1
211 + 2919 -+ 933 = bg — l’;k—i—l) = (L_ <b2 — a21$§k+1) — aggl’gk)) (22)
22
1
a31%1 + azaTo + aszxrs = b $§k+1) = (bs - a31$§k+1) - G32$gk+1)>
33

Pro obecnou soustavu rovnic pak Gaussova-Seidelova metoda lze zapsat nasledujicim
vzorcem.

Definice 2.2 (Slozkovy zapis Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody)
Gaussova-Seidelova iteracni metoda pro reseni soustavy rovnic Ax = b je ddna predpisem
pro vipocet slozek x*tY) z predchozi iterace ) dle

1
) = o (bz - Z aij$§k+1) — Z aijxg»k)> : (23)
" j<i J>i

Zde je vhodné pripomenout, ze pro ridké matice je zapis (23) cisté formalni, soucet
probiha pouze pfes nenulové prvky matice. Stejné jako pro Jacobiho iteracni metodu
zapiseme i Gaussovu-Seidelovu iteracni metodu v maticové podobé.

Lemma 2.3 (Maticovy zdpis Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody) Necht
A = L+ D+ P je rozstépeni matice dané rovnici (19). Pak se rovnice (23) daji zapsat
v maticovém zapisu jako

w(kﬂ) = UGS .’E(k) + Vags, UGS = —(D -+ L)_lp, Vas = (D + L)_lb.
Dikaz 2.4 Rovnice (23) lze zapsat ve tvaru

(D + L)xz**Y = —PzF +b.
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Lemma 2.4 Viastni c¢isla matice Ugg jsou koteny rovnice
det(AL+ XD + P) =0
Diukaz 2.5 Viastni ¢islo A matice Ugg splnuje

0 = det(Ugg — A\E) = det(—(D + L)"'P — \E)
det(—(D+ L) '"P - A(D+ L) (D + L)) = det(—(D + L) ' (AL + AD + P)).

Vzhledem k tomu, Ze determinant soucinu matic je soucin determinanti jednotlivych
matic, a determinant matice (D + L)_1 je nenulovy, je tvrzeni lemmatu dokdzdno.

Véta 2.3 (Postacujici podminky Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody)
Je-li matice A ODD, pak je Gaussova-Seidelova iteracni metoda konvergentni.

Je-li matice A SPD, pak je Gaussova-Seidelova iteracni metoda konvergentni.

Dukaz 2.6 Bez dukazu.

Véta 2.4 (Nutnd a postacujici podminka Gaussovy-Seidelovy iteraéni metody)
Gaussova-Seidelova iteracni metoda je konvergentni prdvé tehdy, kdyz p(Ugs) < 1.

Dukaz 2.7 Véta je snadnym disledkem nutné a postacujici podminky konvergence
prosté iteracni metody a maticového zdpisu Gauss-Seidelovy iteracni metody.
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3 Minimalizaéni problémy
3.1 Soustava linearnich rovnic a jeji reSeni jako minimalizaéni

problém

V této casti se budeme zabyvat fesenim soustavy linearnich rovnic v piipadé, ze matice
A € R™" je symetricka a pozitivné definitni. Namisto toho, abychom hledali feseni
soustavy rovnic, budeme hledat minimum funkce F' n-proménnych dané jako

F(x) = 1ar:TAar: —a’b.
2

Pro takovouto funkci (nékdy téz funkcionél) se snadno - dosazenim a uzitim symetrie
matice A - ukaze, ze plati vztah

1
F(x + av) — F(z) = av’ (Ax — b) + §a2vTA'v (24)
pro libovolné vektory @, v a ¢islo a € R. Dukaz: DCV.

Véta 3.1 (ReSeni soustavy rovnic jako minimalizace funkce) Nechtf matice A
je symetrickd a pozitivné definitni. Pak

Ax* =D & F(x*) < F(z) Vx

Dukaz 3.1 Uzitim vztahu (24) pro @ = x* ihned vidime, Ze pokud x* je TeSenim
soustavy, pak F(x) > F(x*), nebot matice A je pozitivné definitni, tedy v¥ Av > 0.

Naopak, je-li * minimem funkciondlu, pak funkce g(a) = F(x* + av) — F(x¥)
md minimum pro o = 0. Plati ¢'(0) = 0 a v" (Az* — b) = 0 pro libovolné v. Vektor
Ax* — b musi byt nulovy.

Metoda nejvétsiho spadu. Iteracni metoda nejvétsiho spadu pro fesSeni soustavy
rovnic Ax = b je dana predpisem

kde smér p*) je volen jako smér nejvétstho spadu funkce F(x) a krok je volen jako
optimalni krok ve sméru p.
Ze vztahu (24) vidime, ze smér nejvétsiho spadu je dan jako smeér

p® =b— Ax™,

Uzitim pravé strany rovnice (24) jako funkce « lze snadno urc¢it minimum uzitim deri-
vace, viz nasledujici lemma.
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Lemma 3.1 (Optimdalni krok v metodé nejvétsiho spadu) Optimdini krok v me-
todé nejvétsiho spdadu je ddan vztahem

o = PI(b— Az)
"7 pT(Ap)

Ditkaz 3.2 Vezmeme funkci g(a) = F(x™® +ap) — F(z®) viz rovnice (24). Spocteme
jeji derivaci a polozime rovnu nule. Ze vztahu g'(a) = 0 jiz vyjddiime optimdlni «.

3.2 Metoda nejmensich ¢tvercia

Kvadraticka odchylka a metoda nejmensich ¢tverci Metoda nejmensich ¢tvercu
se zabyva problémem aproximace dané tabulky hodnot pomoci funkce zvoleného typu,
napi. polynomu. Necht je ddna tabulka dat x;, y; pro ¢ = 1,...n. Kvadratickou od-
chylkou polynomu p(z) rozumime

n

*(p(x)) = Z (p(2;) — yi)z'

1=1

Rikdme, Ze polynom p*(z) stupné nejvyse ¢ aproximuje danou tabulku dat nejlépe ve
smyslu nejmensich ¢tvercu, pokud

82(p*(z)) < 8*(p(x)) pro p(z) libovolny polynom stupné nejvyse q.

Odvozeni soustavy normalnich rovnic pro kvadraticky polynom V této ¢asti
si odvodime, jakym zpusobem se ziska optimalni kvadraticky polynom pro danou ta-
bulku dat. V tomto piipadé minimalizujeme kvadratickou odchylku polynomu p(x) =
ap + a1 + azx?. Vidime, Ze kvadratickd odchylka je funkce pouze 3 neznamych

n

52(]9(@) = Z (ao + a1z + Gzﬁ - yi)2 = F(ag, a1, az).

i=1

Vsimnéme si, ze se jedna o kvadratickou funkci (tedy spojitou funkci) v proménnych
a;, a ze tato funkce je zdola omezena. Z toho jiz vyplyvd, Ze nabyva minima. Nutna
podminka pro minimum nam da tii rovnice

OF Z"
OF =
a—al =2 2 (ao +a1r; + a2$22 - yi) z; =0,
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OF - ) )
8—a2 = 22 (a0+a1xi+a2xi —yi) z; =0,
i=1
z kterych po upravé dostavame soustavu normalnich rovnic pro tento piipad

n

a3 + (Y w) + a3 ad) = (3w,

an(Y_ w0 + (Y + aa(Xo ) = (X ),

GO(Z 7)) + a1(Z ;) + a2(Z )

Vidime, ze jsme tento problém prevedli na problém feSeni soustavy linearnich rovnic
s matici, ktera je symetricka. Lze ukazat, ze - za pfedpokladu na dostateény pocet
ruznych bodu z; - je i pozitivné definitni.

Odvozeni soustavy normalnich rovnic pro obecny polynom Vzhledem k tomu,
ze polynom stupné nejvyse ¢ > 0 mé ¢+ 1 neznamych, je tfeba tyto urcit z podminky
na nulové parcidlni derivace. Tim dostavame soustavu tzv. normalnich rovnic. Polynom
p*(z) stupné nejvyse ¢ > 0 aproximuje danou tabulku dat nejlépe ve smyslu nejmensich
¢tverct pokud p*(z) = Y 1_, axx®, kde ay, jsou fesenim soustavy linedrnich rovnic

ao(z 1)+ al(z i)+ ...+ aq(z xl) = Zyz-,
ao(z x;) + al(z )+ ...+ aq(z x?“) = szy,,

a0(d 2 +ai () 2+ +a, O 2T = D aly,

K této soustave linearnich rovnic lze dojit jednoduse pokud si kvadratickou odchylku
zapiseme ve vektorovém tvaru, tj.

0 = || Aa — yl|%,

kde matice A je dana jako

1z 22 el
1 zy 22 zd
2 2
A=
1 z, 2 xd
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Mame tedy tvar
6% (a) = (Aa —y)T(Aa—y) =y 'y + o’ AT Aa — 2y" Aa.

Vime, ze matice AT A je symetrickd a pozitivné definitni nebo pozitivné semidefinitni
(toto zavisi na po¢tu ruznych bodu z;). Lze uzit véty 3.1 a vidime, ze minimum této
funkce je Tesenim soustavy linearnich rovnic

AT Ao = ATy.
O tomtéz se dé presvédcit formalnim derivovanim podle slozek o, kdy dostavame

2
gi. =2e,ATAa — 2e,ATy = 2e;(AT Ao — ATy) = 0.

Vidime, ze
(ATAa — ATy) = 0.

Poznamka 3.1 (Normadlni rovnice) Soustava normdlnich rovnic se ¢asto zapisuje
ve tvaru

ATAa = A"b,
kde o = (aqg, . ..,a,)", bi = y; a matice A je ddna jako
1 oz 2t ... af
s 1 @9 23 ... ad
1 oz, 22 ... 29
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4 Nelinearni rovnice a Newtonova metoda

Existence a jednoznacnost reSeni soustav nelinearnich rovnic. Vime, zZe i
pro soustavu linedrnich rovnic neni vzdy zarucena ani existence ani jednoznacnost
feseni (reguldrni matici toto zarucuje). Existence a pripadné i jednoznacnost teSeni
soustav nelinedarnich rovnic je samoziejmé jesté komplikovanéjsi (staci si predstavit
jednu nelinedrni rovnici f(z) = 0). Existence a jednoznac¢nost lze ukdzat vétsinou jen
ve specidlnich pifpadech. Casto se ale pouzivd specidlni piipad nelinedrni rovnice, tj.
problém pevného bodu & = F(x).

Definice 4.1 Zobrazeni (funkci) F : R* — R"™ nazgvdme kontraktioni zobrazeni na
mnoziné D C R"™, pokud existuje k € (0,1) tak, Ze pro libovolné x,y € D plati

[1F(x) - F(y)|| < sllz -yl

Véta 4.1 (Banachova véta) Necht F je kontraktivni zobrazeni na uzaviené neprdzdné
mnoziné D C R™ a necht F(D) C D. Pak existuje prdvé jeden pevny bod tohoto zobra-
zend.

Ukazme si myslenku dukazu pro n = 1. Nejprve ukdazeme existenci pevného bodu.
Sestrojime posloupnost {z*)} C R, ktera bude konvergovat k pevnému bodu. Volime
pocatecni piiblizeni (00 € D a sestrojime posloupnost z*+1) = F (:U(k)). Vzhledem k
tomu, ze zobrazeni je kontraktivni vidime, ze

k k
|z — 2O < Z 20+ — 0] < Z & z® — O],
j=0 J=0

kde prava strana je shora omezena souctem nekonecné geometrické rady, tedy

1
|x(k+1) _ x(0)| < — R|x(1) _ x(0)|.

Posloupnost {z;} je omezend, tudiz z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost. Pak
lze snadno ukézat, ze i celd posloupnost je konvergentni k téze limité. Limitou této
posloupnosti je hledany pevny bod.

Jednoznaénost: vezmeme dva pevné body z* = F(z*), y* = F(y*). Spoc¢téme velikost
rozdilu a uzijme kontraktivitu F, tedy

2% —y*| = [F(z7) = F(y")| < kla”™ =y

Z této nerovnosti (k < 1) jiz vyplyva z* = y*.
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y =f(x)

f(x"“)

!
!
!
o
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Obrazek 1: Grafické znazornéni Newtonovy metody

Newtonova metoda pro funkci jedné proménné (1D) Zabyvejme se ddle fesenim
jedné nelinedrni rovnice f(x) = 0. Uzijeme Newtonovu metodu, také zvanou metodu
tecen, viz Obr. 1.

Hleddme z* tak, ze f(x*) = 0. Uzijeme Taylortv polynom v bodé x*

0= f(a*) = fa®) + f'(a®)(@" — 2®) + %f”(f)(x* —zM)?

Zanedbanim posledniho lenu (tj. rovnice tecny) dostavame vzorec pro pfiblizeni 1) a2
x*. Tedy
™D = g ® — [0 (2. (25)

Newtonova metoda pro soustavu dvou rovnic o dvou neznamych (2D) Zabyvejme
se dale Tesenim soustavy nelinearnich rovnic

f(SL’,y):O, g(x7y>:0

Postupujeme obdobné jako pro 1D pripad. Uzijeme Tayloruv polynom, kde za-
nedbdame ¢leny vyssiho fadu nez jedna. V tomto ptipadé je Tayloruv polynom shodny
s rovnici teéné roviny. Tedy uzijeme rovnici tecné roviny v bodé A = [2*) 4®] pro
nahrazeni funkce f a funkce g. Hleddme tedy feSeni soustavy linearnich rovnic

0= f(A) + £:(A) (@ — 2®) + £,(A)(y — y™),
0 = g(A) + go(A) (@ — 2®) + g, (A)(y — y®),
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kde f, respektive f, zna¢ime parcialni derivace funkce f podle z respektive y. Obdobné
9z, gy- ResSeni této soustavy rovnic oznacime z*+D ¢+ Dostaneme formalni vzorec

-1
y y® 9:(A)  g,(A) g(a®,y®)

Vsimnéte si podobnosti se vzorcem (25). Zde je tfeba zduraznit, ze inverzni matici

nepocitame, ale vypocet realizujeme pomoci feseni soustavy linearnich rovnic.

Newtonova metoda pro soustavu n-rovnic o n-neznamych Predchozi postup
lze zobecnit pro feseni soustavy nelinearnich rovnic

F(x) =0,

kde F' je vektorova funkce F' : R™ — R™. I v tomto piipadé lze odvodit vzorec, ktery lze
zapsat ve tvaru rovnice (25). Je ale nutné si uvédomit, co v tomto rozumime vyrazem
F'. Jednd se o Jacobiho matici zobrazeni F' danou v nésledujici definici.

Definice 4.2 (Jacobiho matice zobrazeni F) Jacobiho matici zobrazeni F' : R™ —
R™ rozumime matici

g—i}(m) g—f;(w) . gTFjl(w)
Fl(z) = g—ﬁ(m) g—g(w) . %(w)
Ge(@) G ... 3@

Definice 4.3 (Newtonova metoda) Hledame koreny rovnice F(x) = 0, F' : R* —
R" tak, Ze volime pocdtecni priblizeni °) a sestavime posloupnost pomoct predpisu

pFHD) — p(k) (F’(m(k)))‘lF(w(k)).

Véta 4.2 (Konvergence Newtonovy metody) Nechtf FF : D C R* — R", D -
oblast, F € C*(D). Necht F(z*) =0 a J = det F'(x*) # 0. Pak existuje okoli bodu z*
takové, Ze Newtonova metoda je konvergentni k x* pro libovolné x(°) z tohoto okoli.

Dikaz 4.1 (Naznak dikazu pro n = 1) Z predpisu pro Newtonovu metodu vidime,
ze
(k)
o gt _ g @)
-z =+ Fa) (27)

Uzitim Taylorova polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku vidime, Ze

£0) = Fa®) + P —a®) + T e gy
—— 2
0
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Délenim predchozi rovnice f'(z®)) dostaneme

f(a®) f"(€)

0= () + (2" —2™) + TG (x* — 22,
a tedy vzhledem ke vztahu (27) vidime, Ze
"
o — p®+D)| = f"(€) (" — 2®)2| < Ma* — 2®P2,

2f/(®)

kde M = max |f"(&)/(2f (2"))| - mazimum je brdno na néjakém okoli bodu x* (roz-
myslete si proc je tento vyjraz konecényj). Posledni nerovnost 7ikd, Ze je-li x*) dostatecné
blizko presnému tesent, tj. je-li |x* — z®)| < i, pro nejaké 0 < q < 1, pak také
|zt — 2" | < L g navic

lz* — 2| < glz* — 2®).
Opakované pouziti posledni nerovnosti pak jiz ddva konvergenci k tesend.

V predchozim dukazu byla pouzita véta o Taylorové polynomy z Matematiky I,
piipomeiime jeji znéni. V této vété budeme symbolem f®*)(x) znacit k—tou derivaci
funkce f. Specialné f)(z) = f'(x) a nultou derivaci rozumime pifmo funkci f©(z) =
f(x). Tato veta bude hrat velmi dulezitou roli v dalsi ¢asti prednasek!

Véta 4.3 (Tayloruv polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku, opakovani) Necht
f je funkce, ktera md na intervalu I spojité derivace aZ do Tddu n + 1 wvietné, t.
fec™™Y(I). Pak pro x,x + h € I plati

f(@+h) =Tu(h) + Rusa(h), (28)
e nofk) (n+1)
Tu(h) =" f kf‘”) h, Roai(h) = JZnTl(i)h"H, (29)

kde & = £(h) je néjaky bod mezi body x a x + h (zde h muze bijt i zdporné).

Tuto vétu budeme specidlné pouzivat pro pifpad n = 3, f € C*, pro volbu h := h
a (formélné) h := —h, tedy

Flo by = f()+ F@h+ 3P @R+ o f @+ R
nebo
l "

— @R+ TR

Flo—h) = f(a) ~ )+ 31" (0)h?
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Definice 4.4 (Symboly O(h?), O(h? 4 7))

Necht pro funkci g(h) definovanou pro vsechna h € (0, hynaz) evistuje konstanta K > 0
takovd, Ze plati odhad

lg(h)| < KR
Pak uzivame zapis
g(h) = O(R").

Necht pro funkci g(h,T) definovanou pro pro viechna h € (0, hpaz) a T € (0, Traz)
existugi konstanty K1, Ky > 0 takové, Ze plati odhad

|g(h, T)| < K1hP + Kor?.

Pak uzivime zdpis
g(h,7) = O(h? + 79).
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5 Numerické reseni Cauchyovy ulohy. Eulerova me-
toda.

V této casti se budeme vénovat numerickym tesenim obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.
Budeme se zabyvat fesenim ulohy nalezeni funkce y = y(x) splaujici na intervalu (a, b)
diferencidlni rovnici

y' = flz,y). (30)

Aby byla zarucena jednoznacnost feseni doplnime rovnici (30) pocatecni podminkou
y(a) = n, tj. budeme hledat feseni Cauchyovy ulohy

y'=flz,y),  yla)=n. (31)
V piipadé tlohy (31) mluvime o pocateéni nebo také Cauchyové tloze. Rovnice (30)
miuze reprezentovat bud jednu obyé¢ejnou diferencidlni rovnici nebo také soustavu di-
ferencialnich rovnic, kdy v = (y1,...,54)" je vektorovéa funkce y : R — R¢ a prava
strana f = (f1,..., f4)7 je d-rozmérné vektorova funkce.
Poznamka 5.1 (O existenci a jednoznacnosti feSeni)
Postacujici podminkou existence teseni ulohy (31) je spojitost funkce f a spojitost
parcidlni derivace g—;. V' pripadé soustavy rovnic pak spojitost parcidlni derivaci g—gj
pro vsechna i, 7. Viz podrobnéji Matematika I11.
Poznamka 5.2 (Pfevod rovnice vyssiho #adu)
Kazdd obycejnd diferencidlni rovnice k—tého rddu (k > 1) se dd formulovat ve tvaru
(50). Toto odvozent si zopakujeme pro pripad rovnice druhého Tadu

y'=Gx,y.y),
kdy zavedeme novou funkci z = (21, 20)T, jejiz slozky jsou ddny pomoci vztahu
2 =Y, z =y a tedy 2 = 2, 2= G(7, 21, 22).

Zcela obdobné postupujeme pro pripad rovnice k-tého rddu (k > 2), tj. napriklad pro
rovnici

y/// _ G(:L’, y’ y/’ y//)
volime z = (21, 22, z3)T = (y, v, y")T.
Véta 5.1 (Ndhrady 1. derivace) Necht funkce f € C*(I), interval I = (a,b), body
x,x + h e l. Pak plati

ey L) = 1@

h
kde n;(h) = O(h).

Dikaz 5.1 Veéta je okamzitym dusledkem véty o Taylorové polynomu s Lagrangeovym
tvarem zbytku, viz véta 4.3 a pozndmka pod ni.

by, )= TETIET ),
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Princip numerického reSeni. Pro jednoduchost uvazujeme pouze skalarni ptipad,
tedy fesime jednu diferencidlni rovnici. Ozna¢me presné feseni y = y(z) pro z € (a, b).
Hodnoty ptfesného feseni hledame v diskrétnich bodech

a=x9<x1<...<xNy <D,

Obvykle teseni hledame v bodech z,, = a + nh danych pomoci kroku h > 0. Hodnoty
presného teseni pak aproximujeme hodnotami

Yn = Y(Tn).

Ptiblizné hodnoty y,+1 muzeme ziskat napiiklad tak, ze v rovnici v rovnici (30) na-
hradime derivaci y' v bodé x = x, nebo x = x,,1 podle Véty 5.1. Tim dostaneme
dvé varianty Eulerovy metody, které se casto pouzivaji. Prvni je tzv. Eulerova metoda
dana predpisem

y”Lh_y” = F (T, Yn),

z kterého je mozné vyjadrit explicitné y,, 1 (také nazyvana explicitni Eulerova metoda).

Definice 5.1 (Explicitni Eulerova metoda) Je dina Cauchyova tiloha (31). Volime
Yo =, krok h > 0 a hodnoty priblizného reseni y, vypocteme predpisem

Yn+1 = Yn + h.f(xm yn)
Rikdme, Ze hodnoty vy, jsou vypoctené uzitim (explicitni) Eulerovy metody.
Druha metoda pak je tzv. implicitni Eulerova metoda dana predpisem

Yn — Yn
% = f(In+17 yn+1)- (32)

Definice 5.2 (Implicitni Eulerova metoda) Je ddina Cauchyova iloha (31). Volime
Yo =1, krok h > 0 a vypocteme priblizné hodnoty y,, pro které plati

Yn+1 — hf(xn-i-la yn-i-l) = Yn
Rikdme, e priblizné hodnoty vy, jsou vypoctené uzitim implicitni Eulerovy metody.

V tomto piipadé je nutné hledat feseni této obecné nelinearni rovnice. Implicitni
metoda se nicméné ¢asto pouziva v pripadé linearnich ODR, tj. v ptipadé kdy f(z,Y") =
AY + g(z), kde A je matice. V takovém ptipadé je (32) soustavou linedrnich rovnic,
kterou je mozné (alespon pro mald h) snadno vyftesit, tj.

(E — hA)Yni1 = yn + hg(x).
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Priklad 5.1 Je ddno h >0, D >0, A > 0 a Cauchyova iloha y' = —Ay, y(0) = D.
Uzitim explicitni a implicitni Eulerovy metody a kroku h spocitdme aproximaci hodnot
reseni v bodech x; = jh, j =1,2,3 a j = n.

Uréime presné teseni y(z) dané Cauchyovy tlohy a srovndme s priblizngm tesenim.

Reseni: Nejprve fesme temto pifklad pomoci explicitni Eulerovy metody. Hodnotu v
bodé x; tedy spocteme dle vzorce

y1 = Yo+ hf(xo,y0) = (1 — Ah)yo = (1 — AR)D,
a dale obdobné

Y2 =y1 + hf(z1,01) = (1 — Ah)y, = (1 — AR)' D,

Ys = Y2 + hf(%, y2) = (1 - Ah)yz = (1 - Ah)zD-

Obecné tedy mame _

Obdobné pro implicitni Eulerovu metodu (hodnoty aproximaci oznaéime z;, zy =
Yo = D)
Z1 — hf(a:l,zl) = 20, — (1 + Ah)zl = D,

a tedy z; = (1 + Ah)~'D. Obdobné dostaneme

1
=—— D,
T 1+ Any

Véimnéme si, Ze presné feseni dané tlohy je y(z) = De 4% a ze toto feSeni je
klesajici pro x € R (A > 0). Vidime, ze také hodnoty numerické aproximace z; ziskané
implicitni metodou jsou vzdy klesajici nezavisle na volbé h > 0. Aby hodnoty numerické
aproximace y; pro explicitni metodu splnovali totéz, je nutné aby |1 —Ah| < 1, tedy aby
hodnoty Ah lezeli v intervalu (0, 2). Uvazujeme-li hodnoty A komplexni, pak hodnoty
Ah musi lezet v kruhu o poloméru 1 a stiedu 1+ 0¢ € C. D4 se také snadno ukazat,
7e hodnoty ziskané at uz explicitni nebo implicitni metodou konverguji k hodnotdm
presného teseni (zkuste si pro konkrétni volbu x a ruzna h), napt. volba x =1 =z, a

h =1/n davéa
: : A",
limy,=lm (1—— ] =e

n—oo n—o0 n

a pripadneé
I I 1 1
im z, = lim ——— = —.
n—00 n—00 (1 + %)n eA
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V pripadé uziti numerickych metod pro vektorovou Cauchyovu ulohu, je tieba byt
opatrny vzhledem k tomu, ze hodnoty y, jsou vektory, které maji slozky. Abychom
odlisili hodnoty aproximace feseni v bodé x,, od hodnot jeho slozek, znacime tyto
aproximace nékdy hornfm indexem namisto dolniho, tedy ™ =~ y(z,) piipadné Y ~
Y (x,). Vzorec pro explicitni Eulerovu metodu pak zapisujeme

Yyt = y® 4 pf (2, V).
Je ziejmé, Ze na postupu vypoctu toto znaceni nic nemeéni.

Priklad 5.2 Je dana Cauchyova tiloha pro soustavu ODR

Yy — 1 — y% Y(O) _ (1 1)T Y — ( )T
- T — ) - ) ) = WY1, Y2

Uzigte explicitni Fulerovy metody s krokem h = 0.5 a spoctéte hodnoty aproximace
resent Y (0.5), Y(1), Y(2).

Reseni: V daném pifpadé se jednd o soustavu nelinedrnich ODR prvniho fadu, kde
prava strana je zadand jako vektorova funkce

f(z,Y) = ( yl_yg)'

r =1

Vsimnéme si, ze prava strana f této soustavy ODR je spojitd a parcidlni derivace

%é%’ g—g; a také g—gz. Pocitame tedy pro Y@ = (1,1)” dle vzorce pro explicitni
metodu

1 1 1—1! 1
M — y© = =
YW =y +0.5f<0,<1))—<1)+0-5<o_1)‘(0.5)
a dale
1 1 1-0.5 0.625
@ —y® = -

0.625 0.625 0.625 — 0.25? 0.90625
) _ y® _ _
re=r +0'5f<1’< 0.25 )) < 0.25 )+0'5< 1—0.625 ) ( 0.4375 )

Piiklad 5.3 Necht A € R u € R? je viastni vektor matice A prislusny redlnému
vlastnimu cislu X < 0. Je ddna Cauchyova tiloha

Y' = AY, Y(0) = u,
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Uzitim explicitni a implicitni Fulerovy metody a kroku h spocitame aprorimaci reseni
v bodech x; = jh, 7 =1,2,3 a j =n.

Urcéime presné teseni y(x) dané Cauchyovy tilohy a srovndme s priblizngm tesenim.

Uvdzime vlastni cislo A a vlastni vektor w komplexni, Re A < 0.

Reseni: V tomto pifpadé postupujeme zcela obdobné jako v pifkladé predchozim.
Nejprve si v§imnéme, 7e funkce Y (z) = e wu je pfesnym fesenim dané Cauchyovy
ulohy (ovérte si dosazenim!). Déle aplikujme explicitni Eulerovou metodu a uzijeme
definice vlastniho ¢isla a vektoru. Uzijeme zapis s hornimi indexy, tedy Y©) = u.

YO =vYO L hAY D =y + hAu = (E+ hA)u = (1 + \h)u,

YO =y L hAYD =YD 4 hAYD = (E + hA)YWY = (1 + \h)?u,

a tedy
yU+h — y0) L pbAY V) = (1+ )\h)jHu.

Vsimnéme si podobnosti tohoto feseni a feSeni z ptikladu 5.1. Vidime tedy také, ze
hodnoty aproximace teseni budou konvergovat k hodnotam ptesného feseni. Hodnota
kroku A by méla byt volena tak, aby chovani numerického feseni bylo obdobné jako
chovani presného teseni, které v case klesda (A < 0). Tedy dostavame podminku

1+ Ah| <1,

a vzhledem ke znaménku potiebujeme splnit podminku h < —2/\.

Zde je ale nutné poznamenat, ze v praktickém vypoctu pro tento konkrétni problém
je treba uvazit v urcitych specidlnich piipadech vliv zaohrouhlovacich chyb. Napf.
zaokrouhlenim muze z poc¢atecni podminky Y (0) = w vzniknout Y (0) = u + ev, kde
€ je néjaké velmi malé ¢islo. Bude-li v napt. vlastni vektor prislusny jinému vlastnimu
¢islu Ay, kde Ay > 0 (vime dle MA III typ bodu rovnovahy pro danou ODR je sedlo).
Ptesné teseni této “zaokrouhlené” tlohy pak je }7(30) = My + eeM . Vidime tedy, ze
pro velkd x > 0 je prvni ¢len velmi maly (Ax — —oo pro  — +00), ale druhy clen
naopak veliky a rostouci (A — 400 pro z — 400) . Je zfejmé, ze fesime-1i numericky
danou tlohu, nemizeme dobie aproximovat obé tyto feseni Y (x) a Y (z). Vidime, ze
vliv zaokrouhlovaci chyby v piipadé tlohy, kdy A < 0 a A\; > 0, muze byt obrovsky a
nezavisly na volbé kroku h. Pokud ale vSechna vlastni ¢isla jsou zaporna, k takovéto
situaci nedojde. Zduraznéme tedy, ze pro numerickou aproximaci feseni je nutné védét
néco nejen o vlastnostech numerickych metod ale také i o feSené tloze a vlastnostech
jejiho feseni (napft. také i oblast, kde existuje jednoznacné feseni). Uziti numerické
metody v diskutovaném ptipadé, kdy velmi mald zména pocateéni podminky vede k
velké zméné presného teseni, je nebo muze byt nevhodné.
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Véta 5.2 (Ndhrada 1. derivace, centralni diference) Nechf funkce f € C3(I),
interval I = {(a,b), body x,z + h € I. Pak plati

iy = TP T

kde n(h) = O(h?).

Dikaz 5.2 Veéta je okamzitym dusledkem véty o Taylorové polynomu s Lagrangeovym
tvarem zbytku, viz véta 4.3. Specidlné odectenim dvou rovnic za vétou 4.3 dostaneme
turzeni véty 5.2.

Uzitim Véty 5.2 1ze nyni zlepsit Eulerovu metodu: nahrazenim derivace v bodé
Tpi1/2 = Tn + h/2 v ODR dostavéme

P e (nsaj2) = (@ 2,y 4 1/2)) (33)

kde na pravé strané uzijeme aproximaci pomoci Taylorova rozvoje

an1/2) = ) + 51/ a) + O =y + 2 fewwn). (30)

Dosazenim aproximace (34) do (33) a zanedbndnim ¢lentt O(h?) dostavéme tzv. Collat-
zovu metodu (téz metoda Rungeova-Kuttova).

Definice 5.3 (Collatzova metoda) Je ddna Cauchyova tiloha (31). Volime yo = n,
krok h > 0 a vypocteme hodnoty aproximaci Y* predpisem

h h

Rikdme, e priblizné hodnoty vy, jsou vypoctené uzitim Collatzovy metody.

Poznamka 5.3 Collatzova metoda se také nazyjvd Rungeova-Kuttova metoda (2. Tddu),
pripadné 1. modifikaci Eulerovy metody. Vypocet lze formdlné v kaZdém kroku n provddét
postupnym vypoctem

ki = f(xmyn>7

h
om n =k 5
yp Yy + 9 1
h
k2 - f (zn + iaypom) 5
Yn+t1 = Yn T+ hk2
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Hodnoty k1, ks a Ypom jsou tedy obecné rizné v riznijch krocich n. Z tohoto duvodu se
nékdy uzivd presnéjst oznacend k™, kS a ySih,. V tomto textu toto oznacent neuzivdme
a tyto vzorce bereme jen jako praktickou realizaci vypoctu vzorce (35) pro vipocet y, 1

T

Piiklad 5.4 Reste numericky Cauchyovu tlohu explicitni Eulerovou a Collatzovou me-
todou
=2’y y(0)=0.L.

Reseni: Nejprve budeme numericky fesit Eulerovou metodou s krokem h = 0.2. Dle
pocatecni podminky urcime xy = 0, yo = 0.1. Déle si vSimnéme, ze pravé strana dané
diferencidlni rovnice je f(z,y) = —x* + y?. Spoctéme hodnotu y; Eulerovou metodou,
tedy

Y1 =10+ h f(zo,90) =0.1+0.2- £(0,0.1) = 0.1 + 0.2(=0% + 0.1%) = 0.102,

kde y; je hodnota aproximace feseni y(0, 1) ziskand Eulerovou metodou.
Ukazme si dale vypocet pouzitim Collatzovy metody, tj. xqg = 0, yo = 0.1. Nejprve
spoctéme
ki = £(0,0.1) = 0.01,

pak
h
Ypom = Yo + 51{:1 = 0.1+ 0.05(0.01) = 0.1005,

a dale
ks = £(0.05,0.1005) = 0.00760025.

Spoctéme hodnotu y; nyni Collatzovou metodou, tedy
Y1 =Yo+ hky=0.14+0.2-0.00760025 = 0.10152005,

kde y; je hodnota aproximace feseni y(0, 1) ziskand Collatzovou metodou.

V piipadé pouziti pro soustavu rovnic je potteba si uvédomit, ze funkce f je vek-
torovéa funkce stejné jako hodnoty aproximaci y,, Y,+1. Tedy i hodnoty ki, k2 a Ypom
jsou vektory. Nekdy se tedy pouziva znaceni Y,, Y, .1 piipadné s hornim indexem Y™
Y™+l Viz téZ obdobna poznamka u Eulerovy explicitni metody.
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6 Numerické reSeni Cauchyovy ulohy, obecna jed-
nokrokova metoda.

(Explicitni) Eulerova i Collatzova metoda jsou jednokrokové metody, tj. metody které
pro vypocet hodnoty aproximace 4,11 ~ y(z,+1) uzivaji pouze hodnotu y,,. Pro vysetieni
jejich vlastnosti, rychlosti konvergence atp. se budeme zabyvat obecnymi jednokro-
kovymi metodami.

Definice 6.1 (Obecna jednokrokova metoda pro feSeni Cauchyovy tdlohy) Je
dana Cauchyova tiloha (31). Volime yo = n, krok h > 0. Rikdme, Ze hodnoty aprozimaci
Yn Jjsou ddny obecnou jednokrokovou metodou, pokud plati

Ynt1 = Yn + h®(2n, Yn, h). (36)
Funkci ® nazgvame prirustkovou funkei ® = ®(x,y, h).

Je zfejmé, ze aby numerickd metoda viubec mohla byt tspésnd, musi existovat
jednoznac¢né feseni CU. Vime, ze za urcitych (jakych?) predpokladu na funkei f existuje
pravé jedno teseni Cauchyovy tlohy. Ukazeme, ze tyto predpoklady nam budou stacit
i ke konvergenci jednokrokové metody.

Definice 6.2 (Konsistentni metoda) Rikdme, Ze jednokrokovd metoda je konsis-
tentni s dlohou (31), pokud

O(z,y,0) = f(z,v) pro vsechna x € {(a,b),y € R,
a funkce ® = ®(x,y, h) je spojitd.

Tato vlastnost sama o sobé nemusi byt pro konvergenci dostacujici (napf. pro Eu-
lerovu metodu je ®(z,y,h) = f(x,y), ale pouhd spojitost funkce f nezarucuje jedno-
znacnost teseni. Konvergenci k nejednoznaénému teseni nelze splnit). Je tedy nutné
pridat i dalsi predpoklad na funkci ®.

Poznamka 6.1 (Predpoklad na piirustkovou funkci (Ps))

O pririustkové funkci ® budeme navic poZadovat, aby byla tzv. L—Ilipschitzovskd v ar-
gumentu y, tedy existuje C, > 0 takové, Ze pro vsechna x,y, z, h plati

|(I)($,y,h)—q>(x,z,h)| SCL‘y_Z‘ (37)

Tato podminka je zarucena napr. za predpokladu spojitosti parcidlni derivace g—j Vidime,
zZe napt. v pripadé Fulerovy metody tento predpoklad vétsinou uZivame jiZ pro ovéreni
existence a jednoznacnosti reseni Cauchyovy tilohy. Rozmyslete si, jak je to v pripadé

Collatzovy metody.
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Pro vysSetteni konvergence jednokrokové metody si nejprve definujme, co pojem
konvergence metody znamené.

Definice 6.3 (Konvergence jednokrokové metody) Oznacme pro danéh > 0 chybu
e(h) maximdlni chybu metody v intervalu (a,b), .

e(h) = max o = WilaEs ).
(h) he () ly Y(zn)|
kde y(x) je presné tesent ulohy.

Rekneme, Ze obecnd jednokrokovd metoda dand predpisem (36) je konvergentni, pokud

plat?
lim e(h) = 0.

h—)0+

Poznéamka 6.2 (Alternativni definice konvergence) Rekneme, Ze obecnd jedno-
krokovd metoda dand predpisem (36) je konvergentni, pokud pro libovolné x € (a, b)

hm yn = y(.’lf),

h—04,z2=2n

kde y, je priblizné reseni v uzlu x, = x a y(x) je presné resend.

Lze ukazat, ze konsistentni jednokrokova metoda je konvergentni (za predpokladu
Pg). Budeme nyni odhadovat rychlost konvergence, tedy chybu jednokrokové metody.
Dosadime piesné feseni do (36) a ziskdme chybu v uzlu z,, tj.

y(@n +h) = y(zn) = h®(zn, y(zn), h) = hdy,

tj. lokalni relativni diskretiza¢ni chybu (kratce: lokalni chybu). Nés ale zajima globaln{
chyba (také akumulovana diskretizacni chyba), tedy rozdil y, — y(x,) =: e,, kde y,
spliwuji vztah (36). Odectenim ziskdme

€n+1 = €n + h((I)(.Tn, Yn, h) - (I)(Z’n, y('rn)u h)) - h5n7

kde pro tieti ¢len na pravé strané (lokdlni relativni aproximac¢ni chybu 4,,) mame odhad
dle uzité metody ale pro druhy ¢len musime pouzit odhad z predpokladu Pg.

Definice 6.4 (Diskretiza¢ni chyba a chyba metody)

Presny relativnd prirustek budeme oznacovat jako

gle +h) —gy(x)

Afa, o), by = FEEZIE,

kde § je teseni ODR, které prochdzi bodem [z, y(z)].
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Lokdlni relativni diskretizacni chybou (krdtce diskretizaéni chybou) rozumime rozdil
prirustkové funkce a presného relativniho prirustku

o(x,y,h) = P(x,y,h) — Ax,y, h)
Chybou metody pak rozumime rozdil priblizného a presného tesent y(x)
en = e(Tn) = yn — Y(Tn)

Rikdme, Ze jednokrokovd metoda je 7ddu p, pokud existuje konstanta C' > 0 tak, Ze pro
libovolné x € (a,b) >, y € R a h € (0, ho)

0(z,y, h)| = [®(z,y, h) = Az, y, h)| < CR”.
Odvozeni 1 (Odhad pro chybu metody/akumulovanou diskretiza¢ni chyby)
Vime ze zadané pocdtecni podminky, Ze plati
eo = Yo — y(zo) = 0.
Dle definice presného relativniho prirustku a prirustkové funkce vime
Ynt1 = Yn + h®(Tn, Yn, 1), Y(@n1) = y(@n) + hA(zn, y(zn), h),
tedy pro chybu metody e,11 = Yni1 — Y(Tpni1) plati

eni1 = €n+h(P(xy,yn, h) — Alzy,, y(z,), b)) =
= en + h[2(Tn, Yn, ) — (@0, y(@n), h) + B(Tn, Y(20), B) — A(Zn, y(20), h)] -

Uzitim predpokladu a Tddu aproximace dostdvdme
lens1] < len|(1 4+ CLh) + CRPT
tedy pro A =1+ CpLh mame

le)] < CRPT
lea] < Ales| + CRPT < CRPTH (1 + A)
les| < Ales| + ChPHE < ChPTH(1 + A + A?)
Ar—1
lenl < Alewa| + ORPT S CRP 1+ A+, + A" = ORPh——

kde dosadime-li za A do vyrazu na pravé strané dostaneme

pATL (4G -1 efrhn —1  frlen—a)
A-1 Cr - Cr - Cr

a tedy mdame odhad

len| < ChP
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Ptedchozi odvozeni si shrime jako tvrzeni.

Tvrzeni 6.1 (Odhad akumulované diskretizac¢ni chyby) Pokud je jednokrokovd
metoda konsistentni, radu p a prirustkovd funkce ® je lipschitzovsky spojitda v proménné
y (viz nerovnost (37)), pak akumulovand diskretizacni chyba je také rdadu p, tedy

len] = |y(20) — yu| < CHP.

Zde je tteba upozornit, Ze tento odhad muze byt pomérné nepresny a obsahuje (nezndmou)
konstantu C'. O této konstanté vime pouze, ze existuje, ale nezndme jeji hodnotu.

7 praktického hlediska je tedy tato rovnice jako odhad nepouzitelna, dava pouze
predstavu o (limitnim) chovéni pro h blizici se k nule.
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7 Numerické reseni Cauchyovy tlohy

7.1 Priklady jednokrokovych metod

Predchozi tvrzeni dava navod, jakym zpusobem postupovat pii odvozeni jednokrokové
metody, kterd je vyssitho nez prvniho fadu. Pokud jsou splnény ostatni predpoklady
tvrzeni 6.1, staci ukazat, ze lokalni chyba je fadu p. Vidime, ze ziskavame odhad pro
globalni chybu Eulerovy metody (lokélni chyba je totiz prvniho fadu).

Piiklad 7.1 Rozhodnéte, zda explicitni Fulerova metoda splnuje predpoklady z Pozn. 6.1
a zda je konsistentni. Zduvodnéte pro¢ konverguje a jakého tddu je globdlni chyba.
Priklad 7.2 Metoda zaloZend na primém uziti Taylorova polynomu, Tddu 2.

2

yo+h) = (o) + o/ @)h + oy ) + O,

kde pro teseni y(x) ulohy (31) plati

y(z) = fz,y(x))

a tedy ;
/() = o (F( ().

Definice 7.1 (Metody typu Runge-Kutta) Metody Runge-Kutta jsou jednokrokové
metody, kde prirustkovou funkci hledame ve tvaru

i—1

M
O(z,y,h) =Y wik;, kde ki = f(z+ b,y +h>_ Bik;).

i=1 j=1
Koeficienty w;, a;, Bi; hledame tak, aby metoda byla co nejpresnéjsi.

Pro M = 2 vidime, ze
@([L’, Y, h) = wlkl + (.ngg

kde
klzf(x7y)7 k2:f(x+ah7y+h5kl)

Uzijeme Taylorova rozvoje funkce ®(z,y, h) jako funkce jedné proménné h a dostaneme

B, h) = (o1 +wa) 0 9) + sl gl (0,1) + waBh 5 (2.9) f o) + OB,
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Srovnanim s presnym relativnim pfirustkem v bodé y = y(x)

Aey(e).h) = LEERZVE) iy 1 hga) + o),

kde y” vyjadiime derivovanim (derivace slozené funkce vice prommeénnych) rovnice

y' () = f(z,y(x)),
t].

/(@) = St + F @y @)

Dosazenim do vyjadreni pro presny relativni ptirustek A dostavame

A, y(o). ) = o) + 55 (e y(e) + 5h oyl fa,y(o) + O0)

Srovnanim presného relativniho prirustku A a prirustkové funkce ® vidime, ze pro

volbu wy + wy = 1, weax = % a wyfl = % plati

A(w,y(2),h) — ®(z,y(z),h) = O(h?),

tedy, ze dand jednokrokova metoda je druhého tadu. Tyto rovnosti jsou specialné
splnény pro w; = 0, wy = 1, aa = = % Tato volba dava vzorec pro Collatzovu
metodu, Collatzova metoda je tedy druhého tadu.

Poznamka 7.1 (Collatzova metoda a Eulerova metoda) FEulerova a Collatzova
metoda jsou metody typu Runge-Kutta.

Piiklad 7.3 Rozdhodnéte, zda Collatzova metoda splniuje predpoklady z Pozn. 6.1 a
zda je konsistentni. Zduvodnéte pro¢ konverguje a jakého tddu je globdlni chyba.

Definice 7.2 (RK3) Je ddna Cauchyova tloha (31). Volime yo = n, krok h > 0 a
vypocteme hodnoty aproximact vy, predpisem

h
Ynt1 = UYn T+ g (kl aF 4]{72 aF k‘g) - kde

kl - f(xn7yn)7
k2 = f(xn+h/27yn+k1h/2)7
k’g = f(xn+h,yn+2hk‘2 —hk‘l),

Pak rikame, Ze hodnoty aprozimace y, jsou vypocteny pomoci Rungeovy-Kuttovy metody
3. Tddu. Lokdlni relativni aprozimacni chyba této metody 3. vddu, tj. O(h%).
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Definice 7.3 (RK4) Je ddna Cauchyova iloha (31). Volime yo = n, krok h > 0 a
vypocteme posloupnost aproximaci {y,} predpisem

h
Ynt1 = Yn T 5 (k1 + 2ko + 2ks + ka), kde
kl — .f(xm yn)a

ki = f(zn+h,yn + ksh).

Pak tikame, Ze hodnoty aproximaci vy, je vypoctena pomoci Rungeovy-Kuttovy metody
4. Tddu. Lokdlni relativnd aprozimacni chyba je 4. ¥ddu, tj. O(h*).

Pro RK3 vidime, ze podle Tvrzeni 6.1 je také globédlni chyba fadu 3 za predpokladu
Lipschitzovské spojitosti prirustkové funkce ®. Tento predpoklad ale bude splnén, po-
kud funkce f bude mit napt. spojitou parcialni derivaci vzhledem k proménné y. Me-
toda je tedy tietiho fadu ptresnosti. Obdobné pro RK4.

7.2 Metoda poloviéniho kroku

Vezméme nyni presné feseni y(x) Cauchyovy tlohy a hodnoty piiblizného teseni y,,
ziskané jednokrokovou metodou fadu p s krokem h. Predpoklddejme déle, ze akumulo-
vand diskretizacni chyba v bodé = € (a, b) lze zapsat ve tvaru

e(z; h) = e(z)h? + O(hPT1),
tedy, ze pro aproximace hodnot feSeni v bodé x = z,, = a + nh plati
Yn — y(x,) = e(x)h? + O(RPTY).
Spocteme nyn{ feseni s poloviénim krokem h = h/2, oznac¢ime ho jako ¢,. V bodé

T = To, = @+ onh = x, tedy plati

_ h?
Uon — Y(xn) = e(x)g + O(hPT).

Odectenim dostaneme

A =1

" O(hPth). (38)

Yn — Gon = e(@) "

Vidime, Ze rozdil hodnot aproximaci spoctenych s krokem h a s krokem h/2 lze vyuzit
pro piiblizné urceni chyby.
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7.3 Nahrady 1. a 2. derivace pomoci diferenci

Ptipomenme nyn, ze jsme v predchozich castech ukéazali, ze pro dostatecné hladkou
funkci f € C%(I), je mozné aproximovat 1. derivaci funkce f podle Véty 5.1 napf.

flx+h) - f(x)

fay = S ),
nebo h
f’(l’) _ f(LL’) _2.];1(‘75 B ) + 772(h)>

kde n;(h) = O(h).
Prvn{ derivace funkce lze ale nahradit také dle Véty 5.2, tedy pro funkci f € C3(1)

plati
fl@+h)— flz—h)
h

f'(x) = +n(h), (39)

kde n(h) = O(h?).
Obdobné muzeme odvodit nahradu 2. derivace pomoci vztahu platného pro funkci
f € C*(I) zapsaného

fle+h)—2f(z)+ f(x - h)
h2

f'(@) = +n(h), (40)

kde n(h) = O(h?).
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8 Okrajova uloha pro ODR.

V technickych problémech se casto fesi namisto pocatecnich tloh ulohy okrajové. Vime,
ze pro rovnici 2. fadu se predepisuji dveé pocateéni podminky. V okrajové tloze pro tutéz
rovnici jednu z téchto podminek “piesuneme” z bodu a do bodu b. Resen{ hleddme na
intervalu I = (a,b), v krajnich bodech médme predepsany tzv. okrajové podminky.
Zatimco pro pocatecni ulohu byla existence jednoznacnosti zaruc¢ena spojitosti pravé
strany f(x,y) a jeji parcidlni derivace podle y, pro ulohy okrajové zadné takto jedno-
ducha podminka neexistuje. A to dokonce ani pro linedrni rovnici, rozmyslete se jak je
to s Fesitelnosti rovnice y” + y = 0 s okrajovymi podmimkami

y(0) =0,y(r/2) =
piipadné
y(0) =0,y(m) = A.

Vsimnéte si, ze dand tloha obsahuje pouze nekoneéné hladké funkce (konstanty) jako
svoje parametry.

Existenci a jednoznacnost tloh, které jsou zapsany ve specidlnim tvaru - tzv. samo-
adjungovaném tvaru - je ale mozné dokazat. Tento tvar je tvar, v kterém jsou fyzikalni
ulohy casto zapsany.

Problém 8.1 (Okrajova tloha pro linearni ODR 2. fadu) Hleddme funkciy =
y(x) takovou, Ze plati

a) —(p(x)y') +q(x)y = f(z), pro x € (a,b),
b) oy (a)+azy(a) =as, By (b) + Bay(b) = Bs,

kde |on| + [az| # 0, |Bi] + |2| # 0.

(41)

Definice 8.1 (Reseni tilohy) (Klasickijm) fesenim tilohy (41) rozumime takovou funkci
y € C*({a, b)) kterd spliiuje rovnici (41a) a okrajové podminky (41b).

Véta 8.1 (Existence a jednoznacnost feseni) Necht ddle p(z), p'(z), q(z), f
jsou spojité funkce na (a,b) a navic pro viechna x € (a,b) plati p(x) > 0, q(x) > 0.
U Qg

()

Pak existuje pravé jedno teseni y(x) dané okrajové dlohy (s vijimkou pripadu

Po=0,q(z) =0).

Tuto vétu uvadime bez dukazu, viz také skripta Numericka matematika, doplnkové
skriptum.
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Poznamka 8.1 (Pfevod na samoadjungovany tvar) Pokud resime tlohu, kterd
neni zadand v samoadjungovaném tvaru, muzeme ji vidy do tohoto tvaru prevést a
uzit predchozi véty pro zdivodnéni existence a jednoznacnosti feSeni (samoziejmé ale
ziskany tvar nemusi vZdy splnovat postacugici predpoklady pro existenci a jednoznacnost
resent). UkazZme si nyni postup pro prevod: Vezmeme linedrni ODR 2.7ddu ve tvaru

y' + i)y + fox)y = g(x),

ktery prendsobime (zatim nezndmou) funkci —p(x).

—p(@)y" — p(x) fr(2)y — p(x) f2(x)y = —p(x)g(z).

Srovndme s rovnici (41a), ve které zderivujeme clen v zdvorce podle pravidla pro deri-
vaci soucinu, tedy dostaneme

—p(@)y" — p'(2)y + q(x)y = f(=).

Srovndnim koeficienti uy a na pravé strané dostaneme vzorec pro q(x) a f(x). Srovndnim
koeficientu u vy’ pak dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici se separovanymi koefi-
cienty, kterou umime snadno vyresit

/
p' = pfi(x).
Je zifejmé, Ze naopak i rovnice v samoadjungovaném tvaru lze zapsat ve tvaru

y' + fi(@)y + fo(@)y = g(z),

kde prvni a druhou derivaci muzeme nahradit dle (39) a (40). Tato diskretizace se
nekdy také pouzivd, vede ale na soustavu rovnic s matici, u které neni mozné zarucit
ani diagonalni dominanci ani pozitivni definitnost. Ziskand matice navic je vzdy nesy-
metricka. Budeme pouzivat postup, ktery vede k soustavé rovnic, ktera je symetricka,
pozitivné definitni, diagondlné dominantni (nékdy také ostie diagonalné dominantni).

8.1 Okrajova tuloha pro linearni ODR - princip metody siti

Resen{ hleddme na I = (a,b). Volime krok h = (b —a)/n a sit 2; = a + ih. V bodech
x; budeme hledat hodnoty aproximace feseni y; ~ y(x). Tyto aproximace ziskame tak,
ze rovnici (41a) nahradime v sitovych bodech z; pomoci metody siti. Tedy postupné
aproximujeme v bodé r = x;

QY o=z =~ 4Ys, fla=a; = fi,
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kde ¢; = q(z;), fi = f(x;). Derivace v rovnici (41) pak nahradime postupné pomoci
vztahu (39) s krokem h/2, tj. v bodé x = x; dostaneme

_ Divppy (@i + h/2) — piajey(xi — h/2)

— (py')’

Dalsim uzitim vztahu (39) s krokem h/2 dava aproximaci

Y= h/2) m F P y(a+ h/2) m S

Dostaneme soustavu linearnich rovnic A, Y = F},, kde 1—ta rovnice je dana jako

—Pi-1/2Yi-1 + (Pit1/2 + Pic1/2 + h2q)y: — Dit+1/2Yi+1 = hf; (42)

V obou nahradach jsme se sice formélné dopustili chyby O(h?), nicméné v prvnim
pifpadé jsme jesté h? délili. D4 se ale ukdzat, ze ndhradou (42) se dopoustime chyby

O(h?).

Lemma 8.1

Necht funkce p(x) a q(z) jsou spojité a spliuji p(x) > 0, ¢(x) > 0 pro libovolné
x € (a,b). Pak matice soustavy ziskand aproximaci okrajové ulohy pro ODR v samo-
adjungovaném tvaru je diagondlné dominantni, symetrickd, tridiagondlni a pozitivné
definitni. Je-li navic q(x) > 0 pak matice soustavy je ostie diagondlné dominantni.

Piiklad 8.1 Je dana Dirichletova okrajovd uloha pro ODR v samoadjungovaném tvaru
—(zy) + 2%y =2 —x,y(1) = 0,y(3) = 0.

Zapiste sitové rovnice pro danou ilohu a krok h = 0.5.

Resenti: Vidime, ze 29 = 1, 2, = 1.5, 3 = 2, 13 = 2.5, 24 = 3. Hodnoty yo = (1) = 0

a ys = y(3) = 0 jsou dany okrajovou podminkou, pro hodnoty 1, ¥y, ys sestavime

soustavu linedrnich rovnic. Vy¢islime nejprve hodnoty funkce f(z) = 2 — = a funkce
q(x) = 2% v uzlech z;, tedy

z | 15 2] 25
F@) | 05 [0 -05
q(z) | 225 | 4] 6.25

a dale hodnoty funkce p(x) = x v uzlech x;11 /5, tedy

v | 1.25|1.75 ] 2.25 | 2.75
p(x) | 1.25 | 1.75 | 2.25 | 2.75
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Sestavime sitové rovnice dle (42) postupné pro i = 1,2, 3, tedy

—1.25- 0 +(1.25+1.754+0.5% - 2.25)y; — 1.75y, = 0.5%-0.5,
Yo
—1.75 -y + (1.75 +2.25 + 0.5* - 4)yo — 2.25y3 = 0.5%-0,
—2.25 -y 4+ (2.25 +2.75 + 0.5 - 6.25)ys —2.75- 0 = —0.5%-0.5.
Ya
a tedy
3.5625y; —1.75%; = 0.125,
—1.75 U1 —|—5y2 —2.25y3 = 0,
—2.25y, +6.5625y; = —0.125.

Vidime, ze tato soustava je ostie diagonalné dominantni, symetricka. Lze snadno ovérit,
ze je pozitivné definitni (napt. Sylvestrovym kritériem). Poznamenejme, zZe stejné vlas-
nosti by spliovala i (vétsi) soustava rovnic ziskand pro mensi krok h.

Odhad chyby a konvergence. Pii odvozeni ndhrady sitové rovnice (42) jsme za-
nedbali ¢leny o velikosti O(h?). Uvazujme specidlné tilohu

—y' = f(z), y(0) =0,y(1) =0

Diskrétni problém pak je zapsan ve tvaru (h =1/(n+1), Y = (y1,...,yn))

AY = b,
kde
2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
A= . ; b= h2(f(l’1),,f(l'n))T
0 0o -1 2 -1
0 0o -1 2

Pro hodnoty presného teseni y = (y(z1),...,y(x,_1)), plati
Ay =b+ny,

kde n;, = O(h?).
Pro chybu e =Y — y tedy plati

Ae = Nh, = e = A_l'r,h.
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Uzijeme odhad v Euklidovské normeé

lellz < A7 |2/, (43)

kde spektrdlni norma matice ||A™!||y je v tomto pifpadé rovna spektralnimu poloméru
(A atedy i A™! jsou symetrickd matice). Pro spektralni polomér matice A plati

IA™ 2 = p(A™Y) = 1/Amin,

kde Ain > 0 je nejmensi vlastni ¢islo matice A (SPD). Vlastni vektor a vlastni ¢éislo
je mozné urcit napt. v MATLABu. Ukazeme, ze A\ = (2 — 2cos(m/(n+ 1))) a tedy
Amin & h? dle Taylorova rozvoje funkce cos. Nakonec tedy dostdvdme z nerovnice (43)

odhad pro chybu
lells < O(h?).

Vlastni vektory a vlastni ¢isla matice A. Slozky vlastniho vektoru w ptislusné
nejmensimu vlastnimu ¢islu dle 1. cviceni jsou dany jako

uj = sin(mj/(n + 1)) = Im 9/,
Ovérte uzitim MATLABu. Vlastni ¢islo uréime ze vztahu

Im((2 _ e—iw/(n—l—l) _ e+i7r/(n+1)) ewj/(n-i—l))
Im((2 — 2 cos(n/(n + 1))) €™/ (1)
(2 —2cos(m/(n+1))) uy,

—Uj_l a4 Q’Uj — uj-i—l =

nebo opét MATLABem A\, = (2 — 2cos(mw/(n + 1))).
Tim ziskavame odhad pro normu matice

N 114 cos(m/(n+1)) 1
A g = 1/ dpin = = ~ .
| I / 2 sin®(7/(n+1)) w2h?2
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9 Parcialni diferencialni rovnice, okrajova tloha pro
Poissonovu rovnici

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, specidlné se
budeme zabyvat linedrnimi rovnicemi 2. fadu (tj. obsahujici parcidlni derivace 2. a
nizstho rddu) pro funkci dvou nezdvislych proménnych. Takovéto rovnice se déli na tif
zakladni typy, eliptické, parabolické a hyperbolické. Prikladem eliptické rovnice je tzv.
Poissonovou rovnice

—Nu=f

v Q, kde Q C R? je omezend oblast, f = f(x,y) je funkce dvou proménnych a A
je tzv. Laplaceuv operator. Laplaceuv operdtor je diferencialni operator definovany ve
dvourozmeérném prostoru

o* 0

2= o2 T o

nebo také A=V-V,

kde operdtor “nabla” je definovdn V = (0,, 0,). Aby tloha byla jednoznacné fesitelna
je tifeba ji doplnit okrajovou podminkou, zabyvame se tedy okrajovou tlohou pro
Poissonovu rovnici. Okrajové podminky byvaji zadany ve formulaci problému, fy-
zikdlni vyznam maji napf. tzv. Dirichletova okrajova podminka (predepisujeme hod-
notu funkce u) a Neumannova okrajova podminka (predepisujeme jeji tok pres hranici).
Pro jednoduchost se v tomto textu budeme zabyvat numerickym feSenim problému
pouze s Dirichletovou okrajovou podminkou, tento problém budeme nazyvat Dirichle-
tovou okrajovou tlohou pro Poissonovu rovnici.

Dirichletova tloha pro Poissonovu rovnici. Poissonovu rovnici budeme fesit
na omezené oblasti Q@ C R? s hranici 0f2. Na hranici oblasti budeme kldst jesté
dalsf pozadavky, v literatuie se pouzivd hladkd (09 € C?) nebo lipschitzovsky spo-
jitd hranice. V ptipadé Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici pak hledame funkci
u=u(r,y): Q:— R takovou, 7e spliiuje

—Au = f v oblasti €, (44)

a navic plati
U= na hranici 0f). (45)

Zde f a ¢ jsou funkce, tj. f = f(x,y) a ¢ = ¢(x,y). Resenfm (nebo také klasickym
fesenim) Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici nazveme funkci u € C?(2) takovou,
ze spliuje rovnici (44) a okrajovou podminku (45).
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Zatimco v pripadé okrajové ulohy pro ODR bylo mozné ovérit existenci a jedno-
znacnost feseni, v pifpadé Poissonovy rovnice je situace komplikovanéjsi. Reseni je
ovlivnéno volbou oblasti €2, zejména jeho hranici 0€). Existence feseni zavisi také na
funkci f a predepsané okrajové podmince. V nékterych jednoduchych piipadech je
mozné existenci a jednoznacnost feseni ukéazat, zde uvadime dvé véty piejaté ze skript
Numerickd matematika, doplnkové skriptum.

Napt. je-li 0 oblast s hladkou hranici (C?), ¢ € C(Q), f € CY(Q), pak existuje prdvé
jedno Feseni u € C*(Q).

Nebo je-li Q2 konvexzni s Lipschitzovsky spogitou hranici, p € C (), f =0, pak existuje
také pravé jedno Feseni u € C%().

Existence a jednoznacnost feSeni V obecném piipadé je ale otdzka existence a
jednoznacnosti klasického teseni slozita. Uvazujme zde ale specidlni piipad, kdy ob-
last Q = (0,1)2 (¢tverec o strané jedna). Uloha je doplnéna nulovymi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami. Snadno ovéiime (ovéite sil), ze funkce

u(x,y) = sin(kmx) sin(mmy),

je TeSenim rovnice
—Au = (k* + m?) sin(knz) sin(mmy).

Vidime, ze je-li prava strana zapsana ve tvaru

N

flx,y) = Z Qg Sin(kmax) sin(mmy),

k,m=1

jsme schopni napsat presné feseni tlohy (rozmyslete si!) vzhledem k linearité Poisso-
novy rovnice. Pokud bychom provedli limitni prechod N — oo, vidime, ze pokud se
da prava strana f rozvinout do nekoneéné Fourierovy sinové rady, muzeme také feseni
zapsat ve tvaru souctu Fourierovy sinové tady. Zde je ale tieba uvazit, zda soucet
takovéto nekonecné tady je dostatecné hladka funkce. V numerické matematice ale
budeme postupovat jinak, uzijeme pro aproximaci reseni metodu siti.

Princip metody siti pro Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici. Metoda
siti (nebo také metoda konecnych diferenci) spoc¢iva v aproximaci rovnice na zvolené
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mnoziné bodu (tzv. sifovych uzlech). Budeme tedy aproximovat feseni Dirichletovy
ulohy pro Poissonovu rovnici tak, ze rovnici

—Nu=f

nahradime pomoci diferencniho schématu v uzlech sité, ktera je dana pomoci prosto-
rového kroku h > 0 (stejny v obou smérech). Sitové ¢dry jsou pak dény rovnicemi
r = x; resp. y = y;, kde z; = xo + th, y; = yo + jh. Bod [z¢, 0] je néjaky vhodné
zvoleny bod. Reseni u pak aproximujeme v sitovych uzlech P, ; pomoci U, j, tj.

Py = [, y5l, Uij = u(Pi;) = ulwi, y;) = uij-
Na hranici oblasti jsou v ptipadé Dirichletovy okrajové podminky hodnoty dany okra-
jovou podminkou. Parcidlni derivace v bodé P, ; nahradime diferencemi. Vzhledem k

tomu, ze parcialni derivace jsou derivace vzhledem k jedné proménné, uzijeme nasledujici
vétu (viz jeji odvozeni v minulych prednaskéch).

Véta 9.1 (Diferencéni ndhrada druhé derivace) Necht funkce f € C*(I) a inter-
val I obsahuje body x,x + h. Pak plat?

fle+h) —2f(z) + f(x - h)

L ~ () + n(h). (16)
kde n(h) = O(h?*)
1 Pi,j+l
h
® h ®
-1, P, J FBrl,j

Obréazek 2: Schématické znazornéni reguldrniho uzlu

Piedpoklddame, Ze Feseni tlohy spliiuje u € C*(€2). Uzitim nahrady (46) pro funkci
u(z,y;) a u(x;,y) vidime, ze

2
8 u . ui—l,j — 2ui,j + ui—i—l,j

a2 T) = i

+O(h?),
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a dale )
0“u Uj5—1 — 2ui,j + Ui j+1

T

Uzitim téchto ndhrad pro Awu dostavame

+ O(h?).

Uizl = 2Uig + Uis1y | Uit = 2Wij & Ui

Py = 52 72

Dosadime do rovnice (44), vyndsobime h? a dostavame

Au + O(h?).

2 4
—Uij—1 — Uim1,j + g — Ui g — Uipr; = B fi; + O(R7).
Zanedbdnim ¢lenti O(h?*) dostavame rovnici pro aproximaci hodnot feSent, tj.
2
—Uij1 = Uiy +4Ui 5 — Ui jir — Uiy = R7 fij.

Tuto nahradu muzeme pouzit jen v takovém bodé P;; € Q (tzv. reguldrni uzel), jehoz
vsichni jeho sousedi (ale i spojnice) lezi v oblasti 2 nebo na jeji hranici, viz Obr. 2.

Obrazek 3: Priklad sité s reguldarnimi (Cernd plnd kolecka) a nereguldarnimi (¢ervené
¢tverecky) uzly. Hraniéni uzly jsou vyznaceny modre.

Realizace okrajové podminky v neregularnich uzlech Hodnotu v neregularnim
uzlu muzeme brat jako hodnotu okrajové podminky z nejblizsiho uzlu na hranici (tzv.
primy prenos okrajové podminky) nebo uzit tzv. linedrni interpolace.

V ptipadé primého prenosu okrajové podminky tedy pro nereguldrni uzel N
predepisujeme okrajovou podminku

Un = u(Q),
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kde u(Q) = ¢(Q) je hodnota feseni dana okrajovou podminkou v nejblizsim hrani¢nim
uzlu ). V tomto pripadé se ale dopoustime chyby, kterd je pouze prvniho radu presnosti
(tedy O(h)).

Toto lze napravit uzitim linedrni interpolace, kdy hodnotu v regularnim uzlu
urcime jako linearni interpolaci z hodnoty dané na hranici a hodnoty v uzlu reguldrnim,
viz obrazek 4. Z podobnosti trojihelniku dostavame

Uv—-Up Ur—Ug

5-h (1+6)-h

a tedy po vynasobeni dh dostavame nahradu v neregularnim uzlu
(1+0)Uy — 6Ur = (Q).

Pti uziti této nahrady se dopoustime chyby druhého fadu presnosti, tedy stejné chyby
jako pti nahradé v regularnim uzlu.

h oh
® u S

R N Q sitova primki

Obrazek 4: Linearni interpolace v neregularnim uzlu.

Piiklad 9.1 (Ukéazka aproximace metodou siti) Je ddna okrajové tloha —Au =
12xy v oblasti tvotené ¢tyiihelnikem s vrcholy [0, 0], [1.8, 0], [0, 1.5], [1.5, 1.5], na hranici
je predepsana okrajova podminka u(z,y) = = + y.

a) Uved'te o jaky typ rovnice se jednd a pomoci parcialnich derivaci rozepiste symbol
Au. Ovéite, zda pro funkei u(z,y) = zy(97 — 2% — y?) plati —Au = 122y.

b) Zapiste, jak se v reguldrnim uzlu P, ; = [;, y;] nahradi parcialni derivace uvedené
v ¢asti a). Odvod'te rovnici pro ndhradu dané rovnice metodou sit{ v uzlu P, ;.

c) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby obsahovala bod [0, 0]. Sestavte sitové rovnice
v uzlech sité lezicich na piimce y = 1. V neregularnich uzlech uzijte linedrni
interpolaci.
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Reseni: Zabyvejme se pouze fesenfm &asti c), Tedeni zbyvajicich ¢ast! ¢tendai snadno
nalezne ve zbyvajici ¢asti textu nebo jednoduse ovéri dosazenim. Danou oblast si
zndzornime na obrazku do kterého také zakreslime sit, reguldrni a nereguldrni uzly,
viz Obr. 5. Reguldrni uzly jsou uzly A = [0.5,0.5] , B =[1,0.5], D = [0.5,1], E = [1,1].
Neregularni uzly jsou uzly C' = [1.5,0.5 a F' = [1.5,1]. Nejprve pro dany krok h se-
stavime rovnice v regularnich uzlech

4U  —Up —Up — (0.54+0) — (0+0.5) = 0.5%-12-0.5-0.5,
AUp —Uc—Us—Up—(14+0) = 05*-12-1-0.5,
AUp — Uy — U — (04+1) = (0.5+1.5) = 05°-12-0.5-1,
QU —Up —Up—Up—(1+15) = 05>-12-1-1.
(47)

Uzly C' a F jsou neregularni. Dle obrazku je mozné zjistit souradnice hrani¢nich uzlu
Qc = [1.7,0.5] = [1.5 4 2h,05] a Qp = [1.6,1] = [1.5 + £h, 1], lezl totiz na piimce
spojujici body [1.5,1.5] a [1.8,0]. Vidime tedy, ze ndhrada v neregularnim uzlu uzitim
linearni interpolace dava rovnice

2 2
1+ )Uc—Us = L7405,

1 1
(14 Up = Up = 16+1. (48)

Ziskali jsme soustavu 6 rovnic (47-48) o Sesti nezndmych (Ua, Ug, Uc, Up, Ug, Ur). Ma-
tice této soustavy (jak se snadno presvédéite) neni symetrickd, ale je ostfe diagonélné
dominantni. Lze ukédzat, ze je také pozitivné definitni (jak?). Symetrickou matici je
mozné ziskat v piipadé, kdy se pro hodnoty v nereguldrnich uzlech Us a Up uzlech
pouzije piimy pfenos okrajové podminky. Ptiipadné lze vyjadrit Us a Up z rovnic
(48) a dosadit do (47), ¢imz ziskdme symetrickou a pozitivné definitni matici (elimi-
nace neznamych v neregularnich uzlech). Rozmyslete si, ze pro mensi hodnoty kroku A
by ziskand matice jiz nebyla ostie diagonalné dominantni (pro¢?), ale vyse zminénny
postup (eliminace nezndmych v neregularnich uzlech) by vedl na soustavu rovnic se
symetrickou pozitivné definitni matici.

Soustavu rovnic (47-48) je tedy mozné piimo Fesit uzitim Jacobiovy nebo Gaussovy-
Seidelovy itera¢ni metody. VSimnéme si, ze tuto soustavu je mozné takto tesit dokonce
i v pripadé, ze celou tuto soustavu vubec nebudeme sestavovat, ale vzdy uzijeme jen
jednu jeji konkrétni rovnici. Rozmyslete si, ze v dusledku Gerschgorinovy véty plati:
symetrickd matice diagonalné dominantni regularni matice je pozitivné definitni.
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Obrazek 5: Oblast pro Piiklad 9.1 a vyznaceni uzlu.

Odhad chyby a konvergence. Uvazujme specialné tilohu
—Au = f(x,y), v Q= (0,1)% u = 0 na 09.
Diskrétn{ problém pak je zapsan ve tvaru (h =1/(n+ 1), U = (Uy;))
AU = b,

kde matice A je blokové tiidiagonalni matice, viz také piiklady ze cviceni (MATLAB).

B -E 0 0 4 —1 0 0

~-E B -E 0 .. 0 -1 4 -1 0 ... 0
A= R , kde B =

0 ... 0 -E B -E 0 ... 0 -1 4 -1

0 ... .. 0 -E B 0 ... ... 0 -1 4

Pro hodnoty presného feseni z = (z;;), z;; = u(F;;) plati
Az =b+ny,
kde [|nnl2 = O(h*).
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Pro chybu e = z — U tedy plati

Ae = ny, =e=A"ln,.

Uzijeme odhad v Euklidovské normeé

leflz < LA™ [l2llmml2,

kde ||[A7!||2 je v tomto pifpadé rovna spektralnimu poloméru (A a tedy i A~ jsou
symetrickd matice).
Pro spektralni polomér matice A plati

A= 2 = (A7) = 1/Amin,

kde Ain > 0 je nejmensi vlastni ¢islo matice A (matice je SPD). Lze ovérit, ze nejmensi
vlastni ¢islo matice A splauje \,n ~ % (fddove). Tedy nakonec dostavame odhad pro
chybu

lefl> < O(h?).
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10 Rovnice vedeni tepla

SmiSena tiloha pro rovnici vedeni tepla Prikladem parabolické diferencialni rov-
nice je rovnice vedeni tepla, tedy rovnice zapsand ve tvaru

ou 0u

= =p— + f(z,1).

o = P T /@)

V této rovnici ma funkce u = w(x,t) vyznam teploty, proménnd ¢ oznacuje cas, p
je kladna konstanta a f(x,t) tepelné zdroje. Rovnici budeme tesit na oblasti Qr =
(a,b) x (0,T). Formulaci tlohy je tfeba doplnit poc¢dtecni podminkou a okrajovymi
podminkami, tim dostavame tzv. smiSenou tlohu.

t

t=T_ | ______

Obrazek 6: Oblast feseni smiSené tlohy pro rovnici vedeni tepla

V rovnici vedeni tepla je dan koeficient p > 0 a zdrojové éleny f = f(z,1t). Ulohu
fesime na oblasti Qr = (a,b) x (0,7). Reseni u definované v bodech [z,t] € Qr mé v
Q7 splhovat rovnici

ou 0?u
9 P + f, (49)
dale pocatecni podminku
u(z,0) = ¢(z) pro x € (a,b) (50)
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a okrajové podminky pro t > 0
u(a,t) = a(t), ulb,t) = B(t). (51)

Vsimnéme si, ze v kazdém z bodu [a, 0] a [b, 0] jsou pro hodnoty u predepsany dvé
podminky, viz (50) a (51). Je tedy ziejmé, ze aby bylo zadani tlohy korektni je tfeba,
aby obé podminky predepisovaly stejné hodnoty u, tj. aby byly splnény tzv. podminky
souhlasu

pla) = a0),  »(b) = B(0). (52)

Definice 10.1 @eéem’ smiSené tlohy pro rovnici vedeni tepla) Funkciu = u(x,t),
u € C*(Qr)UC(Qr) nazveme resenim tlohy (také klasickym resenim), pokud u spliugje
rovnici (49) v oblasti Qr, poédteéni podminku (50) a okrajové podminky (51).

Pro tuto rovnici se nebudeme zabyvat otazkou existence a jednoznacnosti reseni,
ale podivame jaké maji vlastnosti feSeni ve specidlnim piipadé. Uvazujme nyni tlohu
pro piipad intervalu (a,b) = (0,7), f = 0 a nulové okrajové podminky. Pocdtecni
podminka necht je ddna jako

p(r) = sin(kx),
kde k € N. Resenf hledejme ve tvaru u(x,t) = e 4*sin(kz), kde konstantu A uréime
tak, aby platila rovnice (49). Snadno ovéiime (ovéite), ze pak

u(z,t) = e ¥ sin(kx) (53)
je TeSenim dané tlohy.

V pripadé, ze pocatecni podminka je dana jako linedrni kombinace
o(z) = Z b sin(kx),
k=1

uzijeme linearity rovnice a snadno ukdzeme (rozmyslete si!), ze Feseni ma tvar

n

u(z,t) = Z Bre P* tsin(kx).

k=1

Vsimnéte si, jakym zpusobem se chovaji jednotlivé ¢leny pro ruznd k v ¢ase (proménnd
t) a prostoru (proménnd x). Obecné je-li ¢ rozvinuto do Fourierovy sinové fady (limitni
piipad n — +00), pak také teseni hleddme ve tvaru souc¢tu Fourierovy sinové rady.
Opét ale upozornéme, ze soucet nekonecné tady hladkych funkei obecné nemusi byt
hladka funkce, vice viz napi. Matematika II. V numerické matematice budeme ale
feSeni aproximovat pomoci metody siti.
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10.1 Metoda siti pro rovnici vedeni tepla.

Princip metody siti. Budeme aproximovat feseni smisenné tlohy pro rovnici

ou 9*u

ot Pos?
v uzlech sité, kterd je dand pomoci prostorového kroku h = (b — a)/n a kroku 7 > 0.
Sitové ¢éary jsou pak ddny rovnicemi x; = a + th, t; = k7 a hodnoty feseni u(z;, ;)
pak aproximujeme v sitovych uzlech PF jako piiblizné feseni UF, tj.

+

Pik - [xh tk]7 Uk ~ uk :dEf U(.’Iji, tk)?

kde uf budeme zna¢it hodnotu ptesného feseni v bodé PF. Z poc¢dtecni podminky
uréime hodnoty U° = (U?); a sestavime schéma pro vypocet hodnot UF+! = (UF+H)n-}
z U*, které pouzijeme pro k =0,1,2, .. ..

Pi P k+1 P k+1 P k+1

i-1 i i+1

k+1

Obrazek 7: Znézornéni explicitniho (nalevo) a implicitniho (napravo) schématu pro
rovnici vedeni tepla

10.2 Explicitni schéma

V pripadé explicitniho schématu nahradime ¢asovou derivaci diferenci hodnot v bodech
Pk, Pf”r1 a prostorovou derivaci nahradime v k-té casové vrstvé jak ukazuje nasledujici

postup. Predpokladejme, Ze feseni u je dostateéné hladké (u € C*(Qr)). Pro hodnoty
piesného fesenf uf = u(x;, ;) v uzlech PF plati

0*u uk | —2uf +ul

w(ﬂk) = 12 =+ 1 (h),

kde 7, (h) = O(h?). Déle pro derivaci vzhledem k ¢asu dostédvame

ou, o ultt— ok
E( i) = o + 12(7),
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kde ny(7) = O(7). Hodnoty presného teseni tedy spliuji rovnici
it — bl = 2uf 4l
T - P h?

L+ O+ 1),

kde fF = f(PF). Zanedbame tedy ¢len O(T + h?) a dostaneme vztah pro piiblizné
feseni i i i
L =207 + U, k

Ukt —yk U
3 7 — 3 (2 / 54
Rovnici (54) ndsobime 7, oznacime o = 5 a vyjadiime
Ut = oUf | + (1 = 20)UF + oUE, + T fF. (55)

Lze snadno ovérit, ze vypocet explicitnim schématem neni mozné provadét pro libo-
volnou volbu A a 7, a to dokonce ani v pripadé, ze tyto hodnoty jsou hodné malé. Aby
bylo mozné dosahnou toho, ze feseni je “blizko” presnému feseni, je tieba splnit jesté
dodatecnou podminku, tzv. stability schématu. V nasem piipadeé je stabilita schématu
zarucena pro hodnotu o = 3 < % Naopak pro velké hodnoty sigma je schéma tzv
nestabilni, hodnoty které takto vypoc¢teme jsou nesmyslné. Vsimnéme si, ze schéma je
nestabilni napi. pro pifpad p =1, h = 107° a 7 = 107°. Hodnoty h a 7 jsou v tomto
pripadé velmi malé, ale ziskand aproximace TeSeni je presto velmi nepiresna.

Podminka stability explicitniho schématu Podminka stability explicitniho schématu
je dana nerovnici

pr 1
=— < —.

h? — 2

o

Ukazeme si, jak 1ze tuto podminku stability odvodit. Uzijeme zjednoduseny postup
pro pripad nulové pravé strany f = 0 a nulovych okrajovych podminek. Jak jsme vidéli
ve zjednoduseném piipadé tak napt. amplituda feseni by méla byt v case klesajici nebo
alespon nerostouci, viz (53). V maticovém zépisu vidime, Ze rovnice (55) lze zapsat

(jk—i-l — A(jk

kde matice A je tiidiagonalni matice s prvky (1 — 20) na hlavni diagondle a s prvky o
na diagonalach vedlejsich. Opakovanym uzitim dostavame

U* = A*D°.

Tedy aby U* pro k — oo bylo nerostouct, je nutné (i postacujici) aby spektralni polomér
matice A byl mensi nebo roven jedné. Vsimnéme si v prvni fadeé, ze vlastni cisla
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matice A jsou realnd (rozmyslete si, pro¢ !?7). Uzitim Gerschgorinovy véty dostaneme
podminku stability: dle (10) vidime, ze vlastni ¢isla A € R matice A spliuji

IN—ail =N —1+20| <Y ayl =20
J#i

nebo-li
—20 < X—1+20 < 20.

Prictenim 1 — 20 dostavame odhad pro vlastni cisla
1—40 < \<1.

Vidime tedy, ze pro 0 < o < 1/2 dostavame |[A\| <1 a tedy p(A) < 1.

Pouziti explicitniho schématu  Pro lepsi pochopeni ukdzeme na jakym zpusobem
se pouziva explicitni schéma ukazeme jeho pouziti pro jednoduchy priklad a vypocet
nékolika malo hodnot aproximaci ve vybranych bodech.

Piiklad 10.1 Je ddna smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla

ou 10%u ot
- = €T
ot  50x2 ’

s poédteénd podminkou u(x,0) = — 22 pro x € (0;1), a okrajovymi podminkami
u(0,t) =0 u(l,t) =0 prot >0
a) Ovérte, zda jsou splnény podminky souhlasu.

b) Urcete mazimalni krok T tak, aby byla splnéna podminka stability pro explicitni
metodu s prostorovym krokem h = 0.25. Odvod’te schéma pro explicitni metodu.

c) Volte prostorovy krok 0.25 a mazimdlni ¢asovy krok tak aby bod A = [0.5;0.1] byl
uzlem sité. Urcete pro dané h a T priblizné hodnotu teseni v bodé A| explicitnim
schématem.

l’r
Podminka stability pro explicitni schéma a danou rovnici vedent tepla je 0 = 35 < %
Volba h = 0.25 dava omezeni

Verze 25.5.2021 57



Numerickd matematika, pozndmky k prednaskam 9. kvétna 2023

Obrazek 8: Oblast feseni, sit a uzly site

Maximalni casovy krok je tedy Tpae = 35—2

Pro ¢ast d) tedy volime krok h = 0.25 a 7 = 0.1 < 7,4, Pro tuto volbu vyjde

o= 2—27 = 0.32, budeme tedy pocitat podle vzorce

UFtt = 0.32U}, | + 0.36UF + 0.32U7 ; + 0.1 fF.

Hodnotu v bodé A uréime z hodnot v bodech v nulové ¢asové vrstve, které si
oznacime B = [0;0], C' = [0.25;0] a D = [0.5;0], viz Obrazek 8. Hodnoty Ug, Uc, Up
urcime z pocatecni podminky

Ug = u(0.25,0) = 0.1875,
Uco = u(0.5,0)=0.25,
Up = u(0.75,0) = 0.1875.
Uzitim vzorce pro explicitni schéma dostdvame hodnotu aproximace v bodé A

1(0.5,0.1) ~ Uy =0.32Up +0.36 Us + 0.32Up + 0.1 - f(C) =0.21

kde hodnota f(C') = 0 (rozmyslete si pro¢ je funkce f vyéislena pravé v bode C).
Vypocet dalsich aproximaci v ostatnich bodech sité na 1. ¢asové vrstvé by probihal
obdobné. Stejny postup bychom pouzili pro vypocet hodnot v dalsich ¢asovych vrstvach.

10.3 Implicitni schéma

Pro odvozeni implicitniho schématu postupujeme obdobné, ale derivace nahradime v
bodé PF™. Pro hodnoty piesného fesenf vt = u(z;,t;) v uzlech PF plati
2
@( k+1) _
ox2 " N

Kl _ okl o ket

U1 U; i+l
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kde 7;(h) = O(h?). Déle pro derivaci vzhledem k casu uzijeme

ou uktt — ok
(P = ——— 4 my(7),

kde ny(7) = O(7). Hodnoty pfesného feseni tedy spliiuji rovnici

ul Tt — ok ultl — 2uf Tt i

— =0 s T O+ 1Y),

Zanedbame-li ¢len O(7 + h?) dostaneme vztah pro hodnoty ptiblizného fesent

Uk+1 _ Uk U-k+1 _ 2U-k+1 + U-k+1
i i =p i—1 };2 i41 + fik+l (56)
T

Rovnici (56) nasobime 7, oznacime o = #5 a vyjadiime
—oUM + (1 + 20)UF — oUF™ = UF + 7 (57)

Dostavame soustavu rovnic, se symetrickou pozitivné definitni matici, kterd je také
ostte diagonalné dominantni.

Podminka stability implicitniho schématu Pti vypoctu implicitnim schématem
se ukazuje, ze vypocet lze provadét pro libovolné hodnoty h a 7. Neni tedy potieba
splnit dalsi podminku jak tomu bylo u explicitni metody, implicitni schéma je stabilni
vzdy. Nicméné i v pifpadé implicitni metody je chyba fddu O(h? + 1), krok 7 by tedy
meél byt volen kvuli pfesnosti zhruba jako h2.

Splnéni podminky stability si ukdazeme také zjednodusenym postupem pro ptipad
nulové pravé strany f = 0 a nulovych okrajovych podminek, tedy feseni (nebo jeho
absolutni hodnota) by mélo byt v ¢ase klesajici nebo alespon nerostouci. V maticovém
zapisu vidime, ze rovnice (57) lze zapsat

AIka—H _ U’k) k1 = Al_lﬁk

kde matice A; je tiidiagonalni matice s prvky (1 + 20) na hlavni diagondle a s prvky
—o na diagonélach vedlejsich. Opakovanym uzitim dostavame

ka _ (Al_l)k(jo
Tedy aby U* pro k — oo bylo nerostouct, je nutné (i postacujici) aby spektralni polomér

matice A;' byl mensf nebo roven jedné. V&imnéme si v prvni fadé, ze vlastni cisla
matice A; jsou redlnd (rozmyslete si, pro¢ !7) a dle Gerschgorinovy véty v intervalu
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Obrazek 9: Oblast feseni, sit a uzly site

(1,1+40). Vlastni éfsla matice A;! jsou tedy v intervalu ((1+40)~%, 1) a vidime tedy,
7e spektralni polomér matice A" je mensi roven jedné pro libovolné o > 0. Implicitn{
schéma je tedy stabilni pro libovolnou volbu h a 7 ! Nicméné i v pripadé implicitni
metody je chyba iddu O(h? + 7), krok 7 by tedy mél byt volen kvili piesnosti zhruba
jako hZ.

Pouziti implicitniho schématu  Stejné jako jsme si ukazali jakym zpusobem se
pouziva explicitni schéma pro jednoduchy problém, ukazeme si také pouziti schématu
implicitniho pro jednoduchost pro tentyz problém, viz zadani Piikladu 10.1. Pro im-
plicitni schéma nejsme pro volbu h a 7 nijak omezeni podminkou stability (implicitn{
schéma je stabilni vzdy), volme tedy napi. h = 0.25 a 7 = 0.1. Spocteme

021%2%20.32,
16

vidime, ze implicitni schéma budeme pouzivat ve tvaru
—0.320K5) + LAUF — 0.320K4) = U 4 74

Rovnice implicitntho schématu sestavime v bodech A = [0.25,0.1], B = [0.5,0.1],
C' =[0.75,0.1] viz obrézek 9.

Hodnoty Up, Ug a Ur v bodech D = [0.25,0], E = [0.5,0] a /' = [0.75, 0] jsou dany
pocatecni podminkou. Déle z okrajovych podminek uré¢ime hodnoty u(0,0.1) = 0 a
u(1,0.1) = 0. Nyni sestavime soustavu rovnic pro neznamé Uy, Ug, Us. Tedy v nasem
pripadé

—0.32-0+1.64U4 — 0.32Ug = Up+0.1-(0.25) - (0.1),
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—0.32U4 + 1.64Up — 0.32U¢
—0.32Up + 1.64Uc — 0.32 -0

1.64U4
—0.32U4

—0.32Up
1.64Up
—0.32Up

= Ug+0.1-
= Up+0.1-

—0.32U¢
+1.64U¢

(0.5) - (0.1),
(0.75) - (0.1),

0.19,
0.255,
0.195.
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11 VlInova rovnice

Piikladem hyperbolické diferencialni rovnice je vlnova rovnice, tedy rovnice zapsand
ve tvaru Pu 82
2 o T f(z, ).

Fyzikalni interpretace této tlohy jsou napft. kmlty struny, kdy hodnoty uw v tomto
pripadé maji vyznam vychylky (polohy) a hodnoty ¢ pak hodnoty rychlosti. Na levé
strané rovnice pak druha derivace ma vyznam zrychlem Parameter ¢ > 0 pak muzeme
chapat jako rychlost, jakou se tyto kmity v télese sifi. Funkce f pak udava pusobici
silu v misté x a v case t.

Vlnovou rovnici budeme fesit na oblasti Q7 = (a,b) x (0,7"). Formulaci tlohy
je tteba doplnit pocateéni podminkou a okrajovymi podminkami, tim dostavame tzv.
smisenou ulohu. Na rozdil od rovnice vedeni tepla je v tomto piipadé potieba predepsat
pocatecni podminku jednak pro u (polohu) ale také i pro % (rychlost).

SmiSena tiloha pro vlnovou rovnici. Hleddme funkci u € C*(Qr) UC(Qr), Qr =
(a,b) x (0,7, takovou, ze je splnéna (vlnova) rovnice (¢ > 0) v oblasti Qr

0*u 2 0*u

% - or ) + f(SL’ t) (58)
a jsou splnény pocateéni a okrajové podminky, tj. pro viechna x € (a, b)
ou
u(w.0)=p(a). 2a,0) = v(a) (59)
aprot >0
u(a,t) = a(t), u(d,t)=p5(), (60)

Poznamka 11.1 (Podminky souhlasu) Vsimnéme si, Ze v kazdém z bodi [a,0] a
[b,0] jsou pro hodnoty w a 3¢ predepsdiny dvé podminky, viz (59) a (60). Je zrejme Ze
pro resitelnost je treba, aby obe podminky predepisovaly stejné hodnoty u a 8t , tj. aby
byly splnény podminky souhlasu.

Obdobné jako pro rovnici vedeni tepla uvazujme nyni specialni piipad, kdy interval
(a,b) = (0,7), f = 0 a okrajové podminky jsou nulové. Pocdteéni podminka necht je
déna jako

u(z,0) = sin(kx), gt

kde k € N. Resenf hleddme ve tvaru u(z, t) = cos(At) sin(kz), kde konstantu A uréime.
Vidime, ze pro k € N funkce u spliuje okrajové podminky. Konstanta A pak je dana
jako A = ck. Rozmyslete si, jaké typické vlastnosti toto feseni ma.

(x,0) =0
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Obréazek 10: Znazornéni explicitniho schématu pro vlnovou rovnici

11.1 Metoda siti pro vlnovou rovnici

Budeme aproximovat feseni smiSenné tlohy pro rovnici

0%u 0?u

=g+,

ot? Ox?
v uzlech sité, kterd je dand pomoci prostorového kroku h = (b — a)/n a kroku 7 > 0.
Sitové ¢dry jsou pak dény rovnicemi x; = a + ih, t;, = kT a feSeni u pak aproximujeme
v sifovych uzlech PF jako piiblizné feseni UF, tj.

Pik - [xh tk]7 Uk ~ uk Lef U(ﬂji, tk)?

kde u¥ budeme znacit hodnotu piesného feseni v bodé PF. Z pocdtecnich podminek
uréime hodnoty na nulté a prvni casové vrstve, tj. U° = (U?); a U' = (U});. Déle
sestavime schéma pro vypocet hodnot U**' z U* a U*F!, které pouzijeme pro k =
1,2,....

Nahrada na prvni casové vrstvé Na prvni casové vrstvé uzijeme Taylorova roz-
voje

U2 s ) = (e, 0) + e, 0)7 + O,
ou

kde na pravé strané zanedbdme clen O(72), a hodnoty u a 5¢ v case t = 0 dosadime
dle pocatecnich podminek. Dostaneme vzorec

Ul = ¢(x;) + ¢(x)T.
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11.2 Explicitni schéma

V pifpadé explicitnfho schématu nahrazujem derivace v bodé PF. Piedpokladejme, 7e
fegenf u je dostatecné hladké (u € C*(Qr)). Pro hodnoty presného feseni uf = u(x;, t),)
v uzlech PF plati

uf = 2uf +ufy,

@(Pi): 12 +m(h),

kde n;(h) = O(h?). Déle pro derivaci vzhledem k ¢asu dostdvame

0*u uf“ —2uf + uf‘l
@(Pik) = = + 12(7),

kde 7,(7) = O(7?). Hodnoty pfesného feseni tedy spliiujf rovnici

k1 ko k-1 k ko ok
wp = 2uf vy R 2ug 4wy

= ® L fEH O+ 07,

kde fF = f(PF). Zanedbdme tedy ¢len O(7? + h?) a dostaneme vztah pro piiblizné
feSeni

U L U _ Uk~ 20 U
T2 - h?

7z 7 ~ 7 2 2 . . ~ .7 ~ 7/ e
Nésobime 72, oznaéime o? = 57 a explicitné vyjddiime UZ-’“H. Dostaneme sitovou

rovnici v uzlu P} pro explicitni schéma pro vInovou rovnici

+ fF

2

Ut = o®Ul +2(1 = ) Uf + 0*Uf = U+ 2 1

Podminka stability explicitniho schématu Obdobné jako tomu bylo u rovnice
vedeni tepla lze snadno ovérit, ze vypocet explicitnim schématem neni mozné provadét
pro libovolnou volbu h a 7, ale je tfeba splnit jesté dodatec¢nou podminku, tzv. stability
schématu. V nasem piipadé je stabilita schématu zaruc¢ena pro hodnotu ¢ < 1. Naopak
pro velké hodnoty o je schéma tzv. nestabilni, hodnoty které takto vypocteme jsou pak
obvykle nesmyslné.

Stabilita tohoto schématu je zarucena pro

cT
= — <1
o= =

Pouziti explicitniho schématu  Pro lepsi pochopeni ukdzeme na jakym zpusobem
se pouziva explicitni schéma ukazeme jeho pouziti pro jednoduchy priklad a vypocet
nékolika méalo hodnot aproximaci ve vybranych bodech.
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Piiklad 11.1 Je ddna smisend iloha pro vinovou rovnici

d*u oY
am ~ ) g Tt
w(z,0) = 2?, %(z,0) = 1 — 22 pro z € (—1;1)
u(—1,t) = 1, wu(l,1) = o= pro t € (0; 00)

a) Ovérte splnéni podminek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Urcete mazimalni krok T tak, aby byla splnéna podminka stability pro explicitni
metodu s prostorovym krokem h = 0.2. Odvodte schéma pro explicitni metodu.

c) Odvod’te soustavu sit’ovych rovnic pro wréeni pribliznych hodnot Feseni proni
casové vrstvé s chybou O(7?).

d) Stanovte pribliznou hodnotu Teseni v bodé A = [0.2;0.2] explicitni metodou, volta
krok h = 0.2 a 7 (mazimadlni) tak, aby explicitni schéma bylo stabilni a bod A byl
uzlem sité.

Reseni: Podminky souhlasu pro polohu (u) i rychlost % jsou splnény jak ¢tenar sgaglno
ovéii. Podminka stability pro explicitni schéma a danou vlnovou rovnici je 02 = 27;—; <

27’ ’ ~ /7
1 (ptipadné o = 2~ < 1 - zde ale pozor na moznou zaménu c? ac). Volba h = 0.2 ddva

2B <] tedy 72 < 0.04-25/81 = 1/81 = 1/9%

Maximélni ¢asovy krok je tedy Tpne. = 1/9
Pro ¢ast d) volime krok h = 0.2 a 7 = 0.1 < 7,,,,,. Pro tuto volbu Vyjde o2 = % % _
% = 0.81, budeme tedy pocitat podle vzorce

UFtt = 0.81UF | + 0.38UF + 0.81UF ; — UF~ 4 0.01 fF.
Hodnotu v bodé A uréime z hodnot v bodech, které si ozna¢ime B = [0;0.1],

C =10.2;0.1] a D = [0.4;0.1]. Body B, C, D lezi v prvni ¢asové vrstve, tedy piiblizné
hodnoty Ug, Us, Up urcime uzitim nahrady na prvni ¢asové vrstve.

Us = u(0,0)+ 0.12—1‘(0,0) =024+ 0.1(1 — 0%) = 0.1,
)

Us = u(0.2,0)+ 0.18—1:(0.2, 0) = 0.22 + 0.1(1 — 0.22) = 0.136,
0

Up = u(0.4,0)+ 0.18—1:(0.4, 0) = 0.4% + 0.1(1 — 0.42) = 0.244.
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Obrazek 11: Oblast feeni, sit a uzly sité

Budeme dale jesté potiebovat hodnotu v bodé E = [0.2,0], ktery lezi v nulté casové
vrstvé a hodnota aproximace je ddna pocatecni podminkou, tj. Up = u(E) = 0.2? =
0.04. Uzitim vzorce pro explicitni schéma dostavame hodnotu aproximace v bodé A

1(0.2,0.2) = Uy =0.81Up + 0.38Uc + 0.81Up — Ug + 0.01 - f(C) = 0.29052,

kde hodnota f(C) = 0.2 - 0.1 (rozmyslete si pro¢ je funkce f vyéislena préavé v bodé
).

Vypocet dalsich aproximaci v bodech sité na 2. ¢asové vrstvé by probihal obdobné,
napiiklad hodnotu v bodé [0.8,0.2] bychom vypocitaly z hodnot aproximaci v bo-
dech [0.6,0.1], [0.8,0.1] (prvni casova vrstva), aproximace v bodé [1,0.1] (okrajovd
podminka) a hodnoty [0.8, 0] (nultd casova vrstva). Hodnoty v dalsich vrstvach bychom
ziskali stejnym postupem.

11.3 Implicitni schéma

Piedpokladejme, Ze feseni u je dostatecné hladké (u € C*(Qr)). V piipadé implicitniho
schématu uzijeme vztah

d%u 10%u

10%u
@( ) = 5 9m =5

20a2

Ovérte jeho platnost! Dale pak uz postupujeme analogicky jako u explicitniho schématu,

tj. pro hodnoty ptesného Fesenf u¥ = u(x;, ;) plati

Pk-l—l) (Pk 1) O(hz)

@( .’f) 1uf+11 2uf+1 + ufj_rll luf__ll — 2uf_1 + uf;ll o (h)
ox?" " 2 h? 2 h? '
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kde 7, (h) = O(h?). Déle pro derivaci vzhledem k ¢asu

0*u uf“ —2uf + uf_l
ﬁ(ﬂk) = = + 12(7),

kde ny(7) = O(7%). Hodnoty piesného feseni tedy spliiuji rovnici

k1 ko k-1 2 ktl k+1 k1 2 k-1 k=1, k=1

u; = 2uf cou Ty —2uT gty cCui sy —2u] T tugy 9 o

7 3 7 —— 7 (2 7 _'__ 7 K] 7 + / _'_O _'_h ,

7 2 & 2 & O+

kde fF = f(PF). Zanedbdme tedy ¢len O(7? + h?) a dostaneme vztah pro piiblizné
feSeni

Ut —euk Uttt @ Ukl — Ukt 4 gk N AU —20f 7 + U

K 7

72 2 h? 2 h?

+ fF

Vynésobime rovnici 72, oznaéime
,
ot = —

a prevedeme ¢leny Uf“ na levou stranu. Pro pevné k dostavame soustavu rovnic

—502Ui_+11+(1+a2)Ui +1—§U2UiJ:’11 = §U2Ui_11—(1—|—0'2)Ui 1+502Ui+11+2Ui +72fF
proi=1,...n— 1, kde matice této soustavy je symetricka, pozitivné definitni a ostte
diagonalné dominantni.

Podminka stability implicitniho schématu Stejné jako tomu bylo u rovnice ve-
deni tepla, také zde je implicitni schéma vzdy stabilni. Také diskretiza¢ni chyba, které
se dopoustime je v piipadé explicitn{ i implicitni metody stejnd, O(h? + 72).

Pouziti implicitniho schématu Pouzijme nyni implicitni schéma pro feseni Prikladu
11.1. Jak vime, tak implicitni schéma je vzdy stabilni, takze nejsme nijak omezeni pro
volbu h a 7. V praktickych vypoctech volime tak malé, aby ziskana aproximace byla co
mozna nejpresnéjsi. Zde ale zvolime h a 7 tak, aby se nam snadno provadél vypocet.
Volme h = 0.5 a 7 = 0.5. Hodnota 0 = 51 = 3.24 (implicitn{ metoda je stabilni).
Hodnoty na nulté a prvni ¢asové vrstvé ziskame z pocatecnich podminek stejné jako u

explicitniho schématu. Tedy dostaneme nasledujici tabulku hodnot

i 0 1 2 3 4

T -1 -05 0 0.5 1

1—22 [ 0| 0.75 1 1075 0

Ud=22|1 1] 025 | 0 |025 | 1
Ul 10625 |05 |0.625]| 0.8
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Pro hodnoty U? na 2. ¢asové vrstvé sestavime soustavu rovnic dle implicitniho
schématu pro dané o

—1.62U ! + 4.24UF T — 1.62UF ! = 1.62UF " — 4.24UF " +1.62U7 3! + 2UF + 72 fF.

Nejprve uréime z okrajovych podminek hodnoty U = 1 a U7 = 0.5. Déle sestavime
soustavu rovnic pro neznamé U2, U2, UZ. Tedy v nasem pripadé

—1.62-144.24U7 —1.6203 = 1.62-1—4.24.0.25 +
1.62-042-0.625 4 0.25 - (—0.5) - (0.5).
1.62-0.25 —4.24- 0 +

1.62-0.25 +2-0.5 + 0.25 - (0) - (0.5).
1.62-0. — 4.24-0.25 +

+ 1.62-1+2-0.62540.25- (0.5) - (0.5).

+

—1.62 - U} + 4.24U% — 1.62U%

+

—1.62U3 + 4.24U3 —1.62-0.5

nebo-li
4.24U12 —1.62U22 = 1.8375,

—1.62-U? +424U2 —1.62U2 = —0.185,
—1.62U2 +424U2 = 0.8285.

Vidime, ze matice soustavy je tiidiagondlni, symetricka, ostie diagondlné dominantni
a pozitivné definitni (a tedy reguldrni). Existuje jediné feseni, které lze nalézt napf.
Jacobiovou nebo Gaussovou-Seidelovou iteracni metodou. Vzhledem k tomu, ze matice
je ostte diagonalné dominantni v fadcich, 1ze ziskat odhad pro radkovou normu matice
a tedy i odhad pro pocet iteraci potiebnych k tomu, aby bylo dosazeno potiebné
presnosti. Vlastnosti soustavy pro mensi krok h a tedy vétsi pocet neznamych jsou
stejné. Ziskané teseni dava hodnoty aproximaci presného feseni na druhé casové vrstve.
Pro vypocet hodnot na tteti casové vrstvé sestavime novou soustavu a provedeme jeji
vyteseni. Takto ziskdvame postupné hodnoty na 2., 3., 4., ... casové vrstve.
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12 Klasifikace PDR, opakovani

V predchozich prednaskach jsme se seznamily s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi 2.
radu. Videli jsme, ze se podle typu déli na eliptické, parabolické a hyperbolické. Videli
jsme, ze charakteristické vlastnosti diferencialnich rovnic a vlastnosti jejich feSeni se
dle typu lisi. Podle tohoto typu je také nutné volit zptisob numerického feseni a to af jiz
pro metodu konecénych diferenci nebo i pro jiné numerické metody (metoda konecnych
prvku nebo metoda koneénych objemt).

Piikladem eliptické rovnice je Poissonova rovnice, parabolické pak rovnice vedeni
tepla a hyperbolické rovnice vinova.

. . 92 2u _
Poissonova rovnice —5 — o = />
. d 2
Rovnice vedeni tepla (p > 0) % = p% + f,

‘ . FPu _ 20%u
VlInova rovnice (¢ > 0) T =Caor Tt [

PDR jako formulace fyzikalnich zdkont Uvedme dali piiklady parcidlnich di-
ferencialnich rovnic, které se vyskytuji v technickych problémech. Rovnice vedeni tepla
v télese reprezentovaném oblasti () je popsana

0
par — V- (AVO) = 1.

Jednd se o parabolickou rovnici. V piipadé hledani stacionarniho stavu (uvazujeme
feseni, ktera jsou nezdvisla na proménné t) se jedna o staciondrni problém popsany
eliptickou rovnici

-V - (AVO) = f.
Dalsim ptipadem eliptické rovnice jsou Lamého rovnice popisujici malé deformace iso-
tropniho elastického télesa (linedrni elasticita) pro staciondrni piipad

—AV(V -u) +uV - (Vu + (Vu)') = £.
Pro nestacionarni piipad je pohyb télesa popsan rovnicemi ve tvaru

,08827? —AV(V-u) +uV - (Vu+ (Vu)') = f.

Vidime zZe se jedna o rovnici hyperbolickou (vlnovéa rovnice). Ve vSech predchozich
pripadech se jednalo o rovnice linedrni.

Piikladem nelinearni rovnice (soustavy rovnic) jsou Navierovy-Stokesovy rovnice
popisujici proudéni nestlacitelné vazké tekutiny, které jsou diferencidlnim vyjadirenim
zakona zachovani hybnosti a zakona zachovani hmoty, tj.

ou

pa—l-p(u-V)u—,uAu—l—Vp:f.
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V téchto rovnicich jsou neznamé slozky vektoru rychlosti w a tlak p, vidime, Ze se
typové jednd o parabolické rovnice. Vzhledem k poctu neznamych a poctu rovnic, je
nutné doplnit systém Navierovych-Stokesovych rovnic dalsi rovnici, rovnici kontinuity,
kterd je diferencialnim vyjadienim zakona zachovani hmoty. Rovnice kontinuity mé
tvar

V-u=0,

zde ale vidime, Ze se jednd o rovnici 1. fadu (nemd tedy smysl hovofit o typu rovnice).
V pripadé stlacitelné tekutiny je jeji proudéni vyjddieno pomoci zékona zachovani
hmoty, hybnosti a energie. Pro jednoduchost formulujme jenom zdkon zachovani hmoty,
ktery v tomto pripadé ma tvar
dp

E‘l‘V'(pU):O.
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