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Numericka matematika A — 27.5.2016
Déna soustava linearnich rovnic tvaru AX = B, kde

2 1 -1 5
A= 1 2 1|, B=|3],
1 -1 2 1

Nejprve symetrickd a zaroven pozitivné definitni (SPD): Matice neni symetrickd (Zduvodnéni: prvek
as3 = 1 # —1 = agy, nebo také AT # A), tedy nemuze byt/ neni SPD.

NAVIC POZOR: v pripadé nesymetrické matice neni mozné ovérovat pozitivni definitnost vypoc¢tem
subdeterminantu (hlavnich minoru), tento postup (Sylvestrovo kritérium) je pouzitelny jen pro sy-
metrické matice!

Ostie diagondlné dominantni: Napi. v 1. fddku pozadovand nerovnost (|a;| > >_;_; ai;) neplati, tj.
neplati nerovnost 2 > 1 + | — 1|. Ve sloupci obdobné pro 1. sloupec. Matice tedy neni ODD.

Je pro danou matici A Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda konvergentni? Zduvodnéte!

Postacujici podminky (viz a)) pro konvergenci Gauss-Seidelovy iteracni metody nejsou splnény.
Vysetiime tedy nutnou a postacujici podminku, tj. p(Ugs) < 1. Spektralni polomér poéitdme pomoci
vlastnich ¢isel matice Ugg, coz jsou také kofeny rovnice
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Spektrélni polomeér p(Ugg) = % + % < 1.

Nutna a postacujici podminka (p(Ugs) < 1) konvergence Gauss-Seidelovy iteraéni metody je splnéna,
metoda pro danou soustavu je konvergentni.

Daéle si soustavu rovnic prepiseme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té rovnice.
Tedy rovnice

29:1—1—1332—:1:3 = 95
11['1 + 2[L’2 —f- ]_ZE3

—11'1 — 1(,172 + 23}3 =1
upravime a doplnime ¢isla iteraci:
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mgkﬂ) =3 (1 + xgkﬂ) + xékﬂ)) .

Volime X° = (5,3, 1), dosadime do ptedchozich rovnic a spocteme

X' =(1.5,0.25,1.375)".

Je ddno h > 0, D > 0 a Cauchyova iloha ¢y = —2y, y(0) = D.



a) Pro y € C? uzijeme Tayl. polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku, tedy

o — ) = (@)~ hy/(x) + Lo,
—
O(h?)
Vyjadiime

Déle uzitim toho, ze y(x) je feseni Cauchyovy ulohy, t;.

y'(x) = fla,y(z))

v predchozim vztahu dostaneme (pro x = x,41)

y(xn) - y<xn71) = hf(zy,, y('rn)) + O(h2)'

Oznaéime hodnoty aproximaci y,, ~ y(z,), nahradime v pfechozi rovnici a zanedbdme O(h?). Dosta-
neme vzorec pro implicitni Eulerovu metodu

Yn = Yn—1 + hf(l’n, yn>

nebo také
Yn — hf<xn; yn) = Yn—1-

Uzitim implicitni Eulerovy metody:
Obdobné jako v b) po¢itdme implicitni Eulerovou metodou (hodnoty aproximaci ozna¢me z;, zo = D,
zg =0, h >0, yo=D > 0). Vidime, ze
21 — hf(xy,21) = 20, — (14 2h)z; = 2o,
a tedy
z1 = (142h)7'D.

Obdobné dostaneme vztah pro
(1 + 2h)22 =21

a tedy
7 = (14 2h)72D.
Obecné )
=——D.
= A 2n)n

Resme temto piiklad pomoci explicitni Eulerovy metody. Dle zaddn{ vidime, ze zo = 0, h > 0,
yo = D > 0. Prava strana diferenciélni rovnice je f(z,y) = —2y.

Hodnotu v bodé z; tedy spocteme dle vzorce z a)

y1 = Yo + hf(zo,y0) = (1 — 2h)yo = (1 — 2h)D,

a dale obdobné
Yo = y1 + hf(x,y1) = (1 —2h)y; = (1 — 2h)°D,

Yz = Y2 + hf(x2,12) = (1 — 2h)y2 = (1 — 2h)*D.
Vidime, ze
Yn = Yn—1 + hf(xn—l’yn—l) = (1 - Qh)yn—l

a obecné tedy mame
Yo = (1 —20)"D.



A3. Je dana Dirichletova okrajové tloha pro Poissonovu rovnici
—Au=—x+ 3y
v oblasti Q C R? dané jako vnittek ¢tyrihelniku [0;0], [1.7;0], [0;1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti 02 je

dand okrajova podminka u(z,y) =z — 2y .

a) Dle Taylorova rozvoje mame

1 1
y(x; + h) = y(x;) + hy/(z;) + Py () + - B*y" (2:) + O(h?),

2 3!
1

1" @) + O,

1
y(xi —h) = y(z;) — hy'(z:) + §h2y”($i) -
Sectenim obou rovnosti pro dostavame vztah
y(a; + ) = 2y(x;) + y(a; — h) = h*y"(z:) + O(h?),

z kterého y"(x;) jiz vyjadiime.

b)
0u  d*u
Ay= o 4 2=
4T o + 0y?
Déle dle a) dostavame v bodé P, ; = [z, yj]
0*u w(z; + hyy;) — 2u(z;, y;) + u(z; — h,y;) Uig1,; —2U; ; + U;_q
@(Ii,%‘) = : 12 : =+ O(?) = h2j -
a obdobné
0%*u u(zy, yj + h) — 2u(zy, y;) + u(zi, y; — h) ) Uijr1—2U;; + Ui ja
o (Pi) = o O

kde U;; jsou hodnoty aproximaci feseni u(P;;), tj. U;; ~ u(P;;). Dosazenim téchto vyjadieni do
vyjadieni Au v reguldrnim uzlu P, ; dostdvame

hQAule R Ui+ Usjr =AU + Uiy + Uiy
a tedy nahradu rovnice —Au = f v regularnim uzlu (f;; = f(F;;))

—Uit1j = Uij1 +4U;i; = Ui jo1 — U1y = fij.

c) Nejprve si nakreslime obrazek:




Sestavime rovnice na piimce y = 1 postupné zleva do prava, v hrani¢nich uzlech rovnou dosazujeme
Dirichletovu okrajovou podminku (z + y), tedy nejprve v regularnich uzlech

AUp —Up—Usy —(0—-2-1) = (0.5—-2-1.5) = 0.5%-(=0.5+3-1),
4Ug —Up —Up —Up—(1-2-15) = 0.5*-(=1+3-1),

a nasledné v uzlu F - neregularnim uzijeme nahrady (1 + 6)Uy — 0Ur = ¢(Q), kde ¢ ziskame ze
soutradnic hrani¢niho uzlu Q) = [%; 1], tj. § = 2/15. Tedy
47
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A4. V oblasti Qr = {[z,t] : x € (1,5), t € (0,T)} je zaddna smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla

) 8?
8—? - 0'50_;; —a+ 2, u(@,0)=ax, u(l,t)=1+3t u(5,t)=2t+5,

a) Uzijeme ndhrady

ou w(zy, terr) — (g, ty) Ukttt -yl
_ Pk et ! ’ ~ - v
) - ro()~ Y
a
Pu, w(wi1,ty) — 2u(xy, ty) + w(wisr, ty) 9 Uk, —2U0F+ U,

kde opét UF ~ u(PF) = u(z;,tx). Dosadime do dané rovnice

Uik—H — Uzk -0 5Uikfl B 2Uzk + UﬁH
T ‘ h?

kterou vynasobime 7, oznac¢ime o = 0.57/h? a upravime:
Ut = oUF | + (1 = 20)Uf + oUE, + 7(z; + 2t).
Podminka stability je o < %
b) Nejprve podminky souhlasu
V bodé x =1, t = 0 je podminka splnéna: 1=1+3-0,
V bodé x = 5, t = 0 je podminka splnéna: 5=2-0+5.

Nésledné ovérime, zda schéma je stabilni pro volbu prostorového kroku A = 1 a casového kroku

7 = 0.5, tedy
0.5-0.5 1
= =025< =
T =9
c) Nejprve si nakreslime obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0,,,,,,,,,,,,, . t=05
B - C D

0O Fan Fan
& o O

x=3 x=4 Xx=5




Proh=1a7=0.5je o =0.25, tedy pocitame

Ua = 0.25U3 + 0.5Ug + 0.25Up + 0.5 - (—4 + 0),

kde hodnoty Ug, Ugs, Up jsou hodnoty na nulté casové vrstve, tj. jsou dany pocateéni podminkou

().

Tedy hodnota Uy
Ur=2+2+405-(—440)=2.



Numerickia matematika B — 27.5.2016
B1.

a) Matice je ostfe diagondlné dominantni (pro fadky ne, nebot v druhém Fadku neplati 2 > 1+ | — 1]).
Ve sloupcich ale ano:

1. sloupec 5 > 1+1
2. sloupec 2 > 1+0
3. sloupec 4 > |=2|+]-1

Matice neni symetrickd, tedy neni SPD (pozitivni definitnost jiz tedy nevysetiujeme).

b) Gauss-Seidelova metoda je konvergentni, nebot dle a) je matice ODD.

Iterace pocitame dle

1
xgk+1) — 5(2_1.x’2€+2.x’§)
1
x§k+1) = (1 1. xllc+1 +1- xl;)
1
k+1
xé ) = 1 (—1 — m’f)
Tedy z pocatecni iterace X(©) = B dostaneme iteraci X
2 —0.2
X0 = 1], — XM = 0.1
-1 —0.2
c)
—2.2
XU _xO=1 —09 |, |XY-XO9), =22
—1.2

B2. Je ddna Cauchyova uloha

X:(é_j)x+<%>, Mm=<j>.
a) Urcete interval maximélniho feseni dané ulohy.
b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pfibliznou hodnotu X (2) .
a) rovnice je linedrni, dané funkce jsou spojité vsude, tedy I = (—o0, 00)
)

b) Vypocet Collatz:



B3.

a) Nejprve podminky souhlasu
V bodé x = -1, t = 0 je podminka splnéna: 2-(-1)+2=0,
V bodé x = 1, t = 0 je podminka splnéna: 2:-1+2=4-0.
b) Explicitni schéma je ddno vzorcem:
Ut =oUF | + (1 = 20)UF + oUE, + 7fF

Podminka stability

pr 1
=2 <z
T =Y
v nasem piipadeé
2-0.01 1
o= =16-0.02=0.32 < —.
()’ 2
1
Tedy explicitni schéma je stabilni.
c) Nejprve si nakreslime obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O,,,,,,,,,,,,,L,,,,,,, t=0.01
B - C D
P P P
O O O
' x=025 | x=05 . x=0.75

Hodnotu v bodé A pocitame dle vzorce
Ua =0.32(Ug + Up) + 0.36Ucx + 0.01f(C),
kde hodnoty v bodech B, C', D nulté casové vrstvy jsou dény pocateéni podminkou (2x + 2), tedy

Ug = 2-0.25+2=25,
Us = 2-05+2=3,
Up = 2-0.75+2=3.5.

Dosazenim dostavame

Ua=0.32(25+3.5)+0.36-3+0.01-4-0.5=1.92+ 1.08 + 0.02 = 3.02.

B4.

a) Nejprve si nakreslime obrézek:



1,1], B=1[2,1],
[37 1]7
3.25,1], P = [0, 1]

regularni:

A
neregularni: C
Q

hrani¢ni:
b) Nejprve sestavime rovnice v regularnich uzlech (okrajova podminka 2 — x, pravé strana 2x + y)

AU —Up—(2-0)—(2-1)—(2—-1) = 13(2-1+1),
AU — Uy —Uc—(2-2)—(2—2) = 1*3(2-2+1),

a dale pak v uzlech neregulérnich

1.25U¢0 — 0.25U5 = (2 — 3.25).



