
Numerická matematika A – 16.06.2016
A1.

a) Vlastńı č́ısla λk matice UJ se poč́ıtaj́ı jako kořeny rovnice det(L + λD + U) = 0, nebot’ jak snadno
ověř́ıme plat́ı

det(UJ − λE) = det(−D−1(L+ U)− λD−1D) = det(−D−1) det((L+ U + λD).

Spektrálńı poloměr pak je největš́ı absolutńı hodnota ze všech těchto vlastńıch č́ısel, ρ(UJ) =
max |λk|.

b) A je ODD pokud bud’ pro všechna i plat́ı |aii| >
∑

j 6=i aij nebo pro všechna i plat́ı |aii| >
∑

j 6=i aji.

Daná matice neńı ODD, nebot’ např. v druhém řádku/sloupci požadovaná nerovnost neńı splněna.

c) Nejprve rozhodneme, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentńı. Postačuj́ıćı
podmı́nka vzhledem k b) neńı splněna, zjist́ıme tedy, zda je splněna nutná a postačuj́ıćı podmı́nka:
ρ(UJ) < 1. Vlastńı č́ısla matice UJ poč́ıtáme postupem dle a). Tedy

det

 3λ 1 1
−2 2λ 0

1 0 4λ

 = 24λ3 − 2λ+ 8λ = 0

Kořeny jsou λ1 = 0, a komplexńı λ2,3 v absolutńı hodnotě splňuj́ı |λ2,3| =
√

1
2
< 1, tedy ρ(UJ) < 1.

Tedy Jacobiova metoda je konvergentńı nebot’ nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro jej́ı konvergenci je
splněna.

Dále si soustavu rovnic přeṕı̌seme ve složkovém zápise z kterého vyjádř́ıme i-tou složku z i-té rovnice.
Tedy rovnice

3x1 + 1x2 + 1x3 = 1

−2x1 + 2x2 + 0x3 = 1

1x1 + 0x2 + 4x3 = −3

uprav́ıme a doplńıme č́ısla iteraćı:
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Voĺıme X0 = (1, 1,−3), dosad́ıme do předchoźıch rovnic a spočteme

X1 = (1,
3

2
,−1)T .

A2.

a) Ze vztahu daném v zadáńı vyjádř́ıme y(x+ h)

y(x+ h) = y(x) + hy′(x+ h/2) + hO(h2),

kde použijeme předpoklad, že funkce y(x) je řešeńı Cauchyovy úlohy, tedy

y′(x+ h/2) = f(x+ h/2, y(x+ h/2)),



a kam dosad́ıme za y(x+ h/2) dle Taylora rozvoje

y(x+ h/2) ≈ y(x) +
h

2
y′(x) = y(x) +

h

2
f(x, y(x)) +O(h2).

Tedy pro x = xn, y(xn) ≈ yn a zanedbáńım O(h2) dostaneme jednokrokovou Collatzovu metodu

yn+1 = yn + hf(xn + h/2, yn + h/2f(xn, yn)).
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A3. Je dána smı́̌sená úloha ∂u

∂t
= 2∂2u

∂x2−2t, s počátečńı podmı́nkou u(x, 0) = x2 pro x ∈ 〈0; 1〉, a okrajovými
podmı́nkami

u(0, t) = 0 u(1, t) = 1 pro t ≥ 0

a) Podmı́nky souhlasu vysvětĺıme např. takto: V bodech, které lež́ı v nulté časové vrstvě (t = 0) a
zároveň na okraji intervalu (zde x = 0 a x = 1), máme předepsánu jak okrajovou tak počátečńı
podmı́nku. Tyto podmı́nky by se měly shodovat, aby úloha byla korekrně formulovaná (a v̊ubec
připouštěla řešitelnost).

V bodě x = 0, t = 0 je podmı́nka splněna: 0 = 02,

V bodě x = 0, t = 0 je podmı́nka splněna: 1 = 12.

b) Zapǐste jak se nahrad́ı derivace ∂u
∂t

a ∂2u
∂x2 v bodě P k+1

i při řešeńı rovnice vedeńı tepla explicitńım
schématem:

Užijeme náhrady
∂u

∂t
(P k

i ) =
u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

τ
+O(τ) ≈ Uk+1

i − Uk
i

τ
a

∂2u

∂x2
(P k

i ) =
u(xi−1, tk)− 2u(xi, tk) + u(xi+1, tk)

h2
+O(h2) ≈

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
,

kde Uk
i ≈ u(P k

i ) = u(xi, tk).

c) Volte časový krok 0.01, prostorový krok 0.2 a určete hodnotu řešeńı v bodě A = [0.8; 0.02] metodou
śıt́ı užit́ım explicitńıho schematu.

Pro danou volbu spočteme nejprve hodnotu σ, tedy

σ =
2τ

h2
=

2 · 0.01

0.22
= 0.5 ≤ 1

2
,

(podmı́nka stability je splněna). Načrtneme si obrázek śıtě:
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x = 0.8x = 0.6x = 0.4...

Hodnotu v bodě A pak spočteme dle explicitńıho schematu

UA = σUB + (1− 2σ)UC + σUD + 0.01f(C).

Hodnoty UB, UC jsou hodnoty aproximaćı v bodech na prvńı časové vrstvě a UD = 1 je hodnota daná
okrajovou podmı́nkou. Spočteme tedy nejprve hodnoty na 1. časové vrstvě:

UB = 0.5(0.42) + 0.0(0.62) + 0.5(0.82) + 0.01 · f(0.6, 0) = 0.4,

UC = 0.5(0.62) + 0.9(0.82) + 0.5(1) + 0.01 · f(0.8, 0) = 0.68,

kde jsme rovnou dosadili př́ıslušné hodnoty z nulté časové vrstvy v bodech E, F, G, H. Dopočteme
hodnotu aproximace v bodě A

UA = 0.5(0.4) + 0.0(0.68) + 0.5(1) + 0.01(−2 · 0.01) = 0.6998

A4. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−∆u = xy

v oblasti Ω ⊂ R2 dané jako vnitřek čtyřúhelńıku [0; 0], [1.8; 0], [0; 1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti ∂Ω je
daná okrajová podmı́nka u(x, y) = y .

a) Pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol ∆. Užit́ım tohoto zápisu rozepǐste levou stranu rovnice
tj. −∆u pomoćı druhých parciálńıch derivaćı.
Symbol (∆) je diferenciálńım operátorem který je (ve 2D) dán jako

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

což je Laplace̊uv operátor. Tedy máme

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

b) Odvod’te náhradu v neregulárńım uzlu pomoćı lineárńı interpolace. Nejprve si nakresĺıme schema pro
neregulárńı uzel a sousedńı regulárńı uzel

N QR sitova primka

u 

h hδ



následně pak z podobnosti trojúhelńık̊u dostaneme

UN − UR

h
=
ϕ(Q)− UR

(1 + δ)h
,

a tedy po úpravě
ϕ(Q) = (1 + δ)UN − δUR.

d) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice.

A B C

D E F

Q

P

Rovnice v regulárńıch uzlech

4UA − UB − UD − (0)− (0.5) = 0.52(0.5 · 0.5),

4UB − UA − UC − UE − (0) = 0.52(1 · 0.5),

4UD − UA − UE − (1)− (1.5) = 0.52(0.5 · 1),

4UE − UD − UB − UF − (1.5) = 0.52(1 · 1),

a pak v uzlech neregulárńıch

(1 +
2

5
)UC −

2

5
UB = 0.5,

(1 +
1

5
)UF −

1

5
UE = 1,



Numerická matematika B – 16.06.2016
B1.

a) Ano, protože:
‖U‖E =

√
0.96
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c)

ρ(U) = 0.5

nebot’ charak. rovnice

λ2 − 0.8λ+ 0.25 = 0⇒ λ1,2 =
0.8±

√
−0.04

2
= 0.4± 0.3 i,

tedy
|λ1| = |λ2| =

√
0.16 + 0.09 = 0.5

B2.

a) rovnice je lineárńı, dané funkce jsou spojité všude, tedy I = (−∞,∞)

b) Výpočet Collatz:
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B3.

a) Podmı́nky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (ut)

Bod x = 0, t = 0: 0 · (0− 2) = sin(0), 1− 02

4
= cos(0)

Bod x = 2, t = 0: 2 · (2− 2) = 0, 1− 22

4
= 0

b) Podmı́nka stability pro h = 0.4 a τ = 0.2:

σ2 =
4τ 2

h2
=

4 · 0.04

0.16
= 1 ≤ 1.

c) Nakresĺıme si obrázek:



t = 0

A

DCB

E

x = 1.6 x = 2

t = 0.2

t = 0.4

Hodnota UE = −1.6 · 0.4 = −0.64 je dána počátečńı podmı́nkou (nultá vrstva) a hodnota UD = 0 je
dána okrajovou podmı́nkou. Hodnoty na prvńı časové vrstvě spočteme (náhrada na 1. časové vrstvě)

UB = 1.2 · (1.2− 2) + 0.2 · (1− 1.22

4
) = −0.96 + 0.128 = −0.832.

UC = 1.6 · (1.6− 2) + 0.2 · (1− 1.62

4
) = −0.64 + 0.072 = −0.568.

Urč́ıme přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A[0.8, 0.2].

UA = σ2UB + (2− 2σ2)UC + σ2UD − UE + τ 2f(C),

tedy
UA = 1 · (−0.832) + 0 · (−0.568) + 1 · (0)− (−0.64) + 0.04 · (1.6) = −0.128.

B4.
−
(
x2y′

)′
+ (x+ 2)y = −x y(−1) = 1, y(3) = 1.

a) Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı jsou:

Podmı́nka I. Funkce p, p′, q, f jsou spojité, tj. p, p′, q, f ∈ C(〈−1, 3〉).
Podmı́nka II. Funkce p(x) > 0, q(x) ≥ 0 v intervalu 〈−1, 3〉.
Pro danou úlohu máme p(x) = x2, q(x) = x + 2, a f(x) = −x. Vid́ıme, že podmı́nky I. a II. jsou
splněny, existuje tedy právě jedno řešeńı dané úlohy.

b) Rovnice zaṕı̌seme v uzlech x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, dle vzorce tedy máme

−0.25 · 1︸︷︷︸
y0

+(0.25 + 0.25 + 12(0 + 1))y1 − 0.25y2 = 0,

−0.25y1 + (0.25 + 2.25 + 12(1 + 1))y2 − 2.25y3 = −1,

−2.25y2 + (2.25 + 6.25 + 12(2 + 1))y3 − 6.25 · 1︸︷︷︸
y4

= −2.

Hodnoty y0 = 1 a y4 = 1 jsou dány okrajovou podmı́nkou. Dosad́ıme a dostáváme v maticovém
zápise  1.5 −0.25 0

−0.25 4.5 −2.25
0 −2.25 11.5

  y1
y2
y3

 =

 0.25
−1

4.25

 .

Snadno ukážeme, že matice této soustavy je ODD (např. v řádćıch), tj.

11.5 > 0.25, 4.5 > 0.25 + 2.25, 11.5 > 2.25.


