Numericka matematika A — 16.06.2016
Al.

a) Vlastni ¢isla A\, matice U ; se pocitaji jako kofeny rovnice det(L + AD + U) = 0, nebot jak snadno
ovérime plati

det(Uy — AE) = det(—D YL + U) — AD™'D) = det(—D ") det((L + U + AD).

Spektralni polomér pak je nejvétsi absolutni hodnota ze vsech téchto vlastnich cisel, p(U ;) =
max |Ag|.

b) A je ODD pokud bud pro vSechna ¢ plati |a;| > Z#i a;; nebo pro vsechna i plati |a;| > Z#i @j;-
Dand matice neni ODD, nebot napi. v druhém fddku/sloupci pozadované nerovnost neni splnéna.

¢) Nejprve rozhodneme, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentni. Postacujici
podminka vzhledem k b) neni splnéna, zjistime tedy, zda je splnéna nutnd a postacujici podminka:
p(U ;) < 1. Vlastni ¢isla matice U ; pocitdme postupem dle a). Tedy

3 1 1
det[ =2 22 0 | =24)03 — 20+ 8\ =10
1 0 4\

Kofeny jsou A\; = 0, a komplexni Ay 3 v absolutni hodnoté splauji |Ag 3| = \/g <1, tedy p(Uy) < 1.

Tedy Jacobiova metoda je konvergentni nebot nutnd a postacujici podminka pro jeji konvergenci je
splnéna.

Déle si soustavu rovnic prepiseme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té rovnice.
Tedy rovnice

3$1+1$2+1l’3 = ]_

—2%1 + 2%2 + 0373 =1
lzy +0xs + 423 = -3
upravime a doplnime ¢isla iteraci:
(k+1) 1 (k)
1
mgkﬂ) = 3 (1 + Zx(k) + Ox >
1
:cgkﬂ) = 1 (—3 — 1x§ )+ Oxg )) .

Volime X° = (1,1, —3), dosadime do piedchozich rovnic a spocteme

§,—1)T.

X' =(1,
2

A2.
a) Ze vztahu daném v zadéani vyjadiime y(x + h)
y(x 4+ h) = y(x) + hy'(x + h/2) + hO(h?),
kde pouzijeme predpoklad, ze funkce y(x) je feseni Cauchyovy tlohy, tedy

y(z+h/2) = f(z+h/2,y(x+ h/2)),



a kam dosadime za y(z + h/2) dle Taylora rozvoje

o+ /2) ~ y(a) + 5y () = yla) + 5 f o, y(a)) + O,

Tedy pro = = x,,, y(r,) ~ y, a zanedbdnim O(h?) dostaneme jednokrokovou Collatzovu metodu

b) X(O):<(1J),t0:0,h:1,

A3. Je ddna smiSena tloha % = 2% —2t, s po¢atecni podminkou u(z,0) = 2% pro z € (0; 1), a okrajovymi

podminkami

u(0,t) =0 u(l,t) =1 prot >0

a) Podminky souhlasu vysvétlime napf. takto: V bodech, které lezi v nulté ¢asové vrstvé (t = 0) a
zéroven na okraji intervalu (zde x = 0 a z = 1), mame predepsanu jak okrajovou tak pocatecni
podminku. Tyto podminky by se mély shodovat, aby tloha byla korekrné formulovand (a vubec
pripoustéla Fesitelnost).

V bodé x = 0, t = 0 je podminka splnéna: 0 = 0%

V bodé x = 0, t = 0 je podminka splnéna: 1 = 1%

2 e o N ~ 7 . 7 . . V2
% a % v bodé PFTY pri tesent rovnice vedend tepla explicitnim

b) Zapiste jak se nahradi derivace #

schématem:

Uzijeme nahrady
ou, u(i, trin) — u(wy, ty) Uittt - Uk
(P ] +O(r) m =

@(Pk) Cu(@ion, te) — 2u(wi, ty) + u(@iga, ty)
ox2V " h?

kde UF ~ u(PF) = u(wz;, 1,).

Uk, —2UF +UF
+O(h,2)% i—1 h21 + 7,+17

c) Volte ¢asovy krok 0.01, prostorovy krok 0.2 a urcete hodnotu reseni v bodé A = [0.8;0.02] metodou
siti uzitim explicitniho schematu.

Pro danou volbu spocteme nejprve hodnotu o, tedy

297 2.0.01 1
=127 o2 U095

(podminka stability je splnéna). Nacrtneme si obrézek sité:



A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e t=0.02
B - C
® - e ,,,,,,,,,,,,, 6 ,,,,,,,,,,,,, ® t=0.01
E F ' G H
® ® ® ® =0
x=0 ---x:b.4 x=0.6 x;O.S x=1

Hodnotu v bodé A pak spoc¢teme dle explicitniho schematu
Us=0Up+ (1 —20)Uc+ oUp + 0.01f(C).

Hodnoty Ug, U jsou hodnoty aproximaci v bodech na prvni ¢asové vrstvé a Up = 1 je hodnota dana
okrajovou podminkou. Spocteme tedy nejprve hodnoty na 1. casové vrstve:

Us = 0.5(0.4%) +0.0(0.6%) + 0.5(0.8%) + 0.01 - £(0.6,0) = 0.4,
Uc = 0.5(0.6%) +0.9(0.8%) + 0.5(1) 4 0.01 - £(0.8,0) = 0.68,

kde jsme rovnou dosadili piislusné hodnoty z nulté ¢asové vrstvy v bodech E, F, G, H. Dopoc¢teme
hodnotu aproximace v bodé A

Ua = 0.5(0.4) + 0.0(0.68) + 0.5(1) + 0.01(—2 - 0.01) = 0.6998

A4. Je dana Dirichletova okrajové tloha pro Poissonovu rovnici

—Au = xy
v oblasti  C R? dané jako vnitfek ctyithelniku [0;0], [1.8;0], [0;1.5], [1.5;1.5]. Na hranici oblasti 9 je
dand okrajova podminka u(z,y) =y .

a) Pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol A. Uzitim tohoto zdpisu rozepiste levou stranu rovnice
tj. —Au pomoci druhijch parcidlnich derivact.
Symbol (A) je diferencidlnim operatorem ktery je (ve 2D) dén jako

0? 0?
A=—+—,
ox?  Oy?
coz je Laplaceuv operator. Tedy mame
Pu  0*u
Au=—+ —
ox? = Oy?

b) Odvod’te ndhradu v nereguldrnim uzlu pomoci linedrni interpolace. Nejprve si nakreslime schema pro
neregularni uzel a sousedni regularni uzel

R N Q sitova primka



nasledné pak z podobnosti trojihelniku dostaneme

Uv—Ur 9(Q)—Urg
ho (1+6h’

a tedy po tuprave

p(Q) = (1+0)Un — 0Ukg.

d) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby bod [0,0] byl uzlem sité. Sestavte sitové rovnice.

Rovnice v reguldrnich uzlech

4U, — Up — Up — (0) — (0.5) (
4Up —Up—Uc = U —(0) = (
4Up —Upx —Ug — (1) — (1.5) = 0.5%(0.5-1),
4Up —Up —Ug —Up — (1.5) = (

a pak v uzlech neregularnich

2 2
14+ VUs—=Ug = 05
(+5)C FUB ;
1 1
14+VUp—=Up = 1
(+5)F 5 E )



Numerickia matematika B — 16.06.2016

B1.
a) Ano, protoze:
U]z = v0.96
b)
2
Oy =
X0 =y (1),
0.7 —0.6 2 2 0.8 2 2.8
(2) = = =
X (0.3 0.1)(1>+<1) (0.7)+<1) (1.7)
c)
p(U) =05
nebot charak. rovnice
0.8+ v/—0.04
A —08\+025=0= \p= — = 04+034,
tedy
B2.

a) rovnice je linedrni, dané funkce jsou spojité vsude, tedy I = (—o0, 00)

b) Vypocet Collatz:
to=0, X©O_— ( _;> h=2

X<1>:(‘;)+2kz=(_;)”(g):(;)’

T = () (D) (320)- ()
s ()0 (1))
ne (1)) (0= () () (2)

B3.

a) Podminky souhlasu:
Rychlost (u)

Bod . =0,t=0: 0-(0—2) = sin(0), 1—§:cos(0)
Bodx=2,t=0: 2-(2—-2)=0, 1_21_

b) Podminka stability pro h = 0.4 a 7 = 0.2:

Ar2 4-0.04
2
7T 0.16 =

c) Nakreslime si obrazek:



B4.

A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O e t=04
,,,,,, GBOC'D t=0.2
o (=0
x=1.6 x=2

Hodnota Ug = —1.6 - 0.4 = —0.64 je ddna pocédteéni podminkou (nulta vrstva) a hodnota Up = 0 je
déna okrajovou podminkou. Hodnoty na prvni ¢asové vrstvé spocteme (ndhrada na 1. casové vrstve)

1.2
Up=12-(12-2)+02- (1~ —=) = ~0.96 +0.128 = ~0.832.

1.62
Uo=16-(1.6—-2)+0.2-(1— T) = —0.64 +0.072 = —0.568.

Urcime pribliznou hodnotu reseni v bodé A[0.8,0.2].
Upr = 0*Ug + (2 — 20°)Uc + 0*Up — Ug + T2 f(O),

tedy
Us=1-(-0.832)+0-(—0.568) +1-(0) — (—0.64) + 0.04 - (1.6) = —0.128.

— (@) + @ +2dy=—2  y(-1)=1,y403) =1L
Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni jsou:
Podminka I. Funkce p,p', q, f jsou spojité, tj. p,p’, q, f € C({(—1,3)).
Podminka II. Funkce p(x) > 0,q(x) > 0 v intervalu (—1, 3).
Pro danou tlohu mdme p(z) = 22, q(x) = z + 2, a f(z) = —z. Vidime, Ze podminky I. a II. jsou

splnény, existuje tedy praveé jedno feseni dané tlohy.

Rovnice zapiSeme v uzlech z; = 0, zo = 1, 3 = 2, dle vzorce tedy mame

—0.25- _1_+(0.25+0.25 + 12(0 + 1))y; — 0.25y, = 0,
Yo
—0.25y; + (0.25 +2.25 + 1°(1 + 1))yo — 2.25y5 = —1,
—2.25y, 4+ (2.25 +6.25 + 1%2(2+ 1))ys —6.25- 1 = —2.

Ya

Hodnoty 39 = 1 a y4 = 1 jsou dany okrajovou podminkou. Dosadime a dostavame v maticovém
zapise

1.5 —0.25 0 n 0.25
—0.25 45 —2.25 p | = -1
0 —225 115 Ys 4.25

Snadno ukézeme, Ze matice této soustavy je ODD (napf. v fadcich), tj.

11.5 > 0.25, 4.5 > 0.25 + 2.25, 11.5 > 2.25.



