
Numerická matematika A – 16.06.2016
A1. Je dána soustava lineárńıch rovnic tvaru Ax = b, kde

A =

 3 1 1
−2 2 0

1 0 4

 , b =

 1
1
−3

 ,

a) Zapǐste vztah, ze kterého lze spoč́ıtat vlastńı č́ısla (a spektrálńıho poloměr) Jacobiho iteračńı matice
UJ = −D−1(L + U), aniž bychom prvky matice UJ př́ımo poč́ıtali (A = D + L + U). Dokažte, že
daný vztah skutečně dává vlastńı č́ısla matice UJ .

b) Zapǐste jaké vztahy definuj́ı pojem ostře diagonálně dominantńı matice. Rozhodněte, zda daná matice
A je ostře diagonálně dominantńı.

c) Rozhodněte, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentńı. Zapǐste, jakou podmı́nku
pro konvergenci jste použili, a zd̊uvodněte, proč je splněna. Volte počátečńı přibĺıžeńı x(0) = b a
spočtěte přibĺıžeńı x(1) Jacobiovou iteračńı metodou.

A2. Je dána Cauchyova úloha Ẋ = AX +B(t), X(0) = (1, 0)T , kde

A =

(
−2 4
−4 −2

)
, B =

(
t
1

)
a) Zapǐste interval existence maximálńıho řešeńı dané úlohy.

b) Odvod’te vzorec pro Collatzovu metodu pro řešeńı Cauchyovy úlohy y′ = f(x, y). Návod: Užijte vztah
y′(x+ h/2) = (y(x+ h)− y(x))/h+O(h2) v bodě x = xi (pro y′(x+ h/2) využijte předpoklad, že y
je řešeńım Cauchyovy úlohy, užijte Taylor̊uv rozvoj a členy O(h2) zanedbejte).

c) Užijte krok h = 1 a spočtěte aproximaci řešeńı X(1) v čase t = 1, tedy X(1) ≈ X(1) pomoćı Collatzovy
metody.

A3. Je dána smı́̌sená úloha
∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
− 2t,

s počátečńımi a okrajovýmı́ podmı́nkami u(x, 0) = x2 pro x ∈ 〈0; 1〉, u(0, t) = 0, u(1, t) = 1 pro t ≥ 0.

a) Zapǐste podmı́nky souhlasu a ověřte, zda jsou splněny.

b) Zapǐste, jak se nahrad́ı derivace ∂u
∂t

a ∂2u
∂x2 v bodě P k

i = [xi, tk] při řešeńı rovnice vedeńı tepla explicitńım
schématem.

c) Volte časový krok 0.01, prostorový krok 0.2 a určete hodnotu řešeńı v bodě A = [0.8; 0.02] metodou
śıt́ı užit́ım explicitńıho schematu.

A4. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

−∆u = xy

v oblasti Ω ⊂ R2 dané jako vnitřek čtyřúhelńıku [0; 0], [1.8; 0], [0; 1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti ∂Ω je
daná okrajová podmı́nka u(x, y) = y .

a) Pomoćı parciálńıch derivaćı rozepǐste symbol (∆). Užit́ım tohoto zápisu rozepǐste levou stranu rovnice
tj. −∆u pomoćı druhých parciálńıch derivaćı.

b) Odvod’te náhradu v neregulárńım uzlu pomoćı lineárńı interpolace.

c) Volte krok h = 0.5 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice.



Numerická matematika B – 16.06.2016
B1. Je dána soustava rovnic X = UX + V , kde

U =

(
0.7 −0.6
0.3 0.1

)
, V =

(
2
1

)
.

a) Rozhodněte, zda je prostá iteračńı metoda pro danou soustavu konvergentńı.

b) V kladném př́ıpadě určete prvńı a druhé přibĺıžeńı X(1), X(2) touto metodou při volbě X(0) = 0.

c) Určete spektrálńı poloměr matice U.

B2. Je dána Cauchyova úloha

Ẋ =

(
−2 −1

1 −2

)
X +

(
2t+ 1
2− 4t

)
, X(0) =

(
−1

2

)
.

a) Určete interval maximálńıho řešeńı dané úlohy.

b) Užit́ım Collatzovy metody s krokem h = 2 spoč́ıtejte přibližnou hodnotu řešeńı X(2) .

B3. V oblasti QT = {[x, t] : x ∈ (0, 2), t > 0} je dána smı́̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x,

u(x, 0) = x(x− 2),
∂u

∂t
(x, 0) = 1− x2

4
, u(0, t) = sin(t), u(2, t) = 0.

a) Ověřte, zda jsou pro danou úlohu splněny podmı́nky souhlasu. Tyto podmı́nky uved’te.

b) Zapǐste podmı́nku stability explicitńıho schématu a ověřte, zda pro h = 0.4 a τ = 0.2 je splněna.

c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A[1.6, 0.4] užit́ım explicitńıho schématu. Volte krok h a τ
dle b).

B4. Je dána Dirichletova okrajová úloha v pro rovnici 2. řádu v samoadjungovaném tvaru

−
(
x2y′

)′
+ (x+ 2)y = −x y(−1) = 1, y(3) = 1.

a) Zapǐste jaké podmı́nky jsou postačuj́ıćı pro existenci a jednoznačnost řešeńı obecné okrajové úlohy v
samoadjungovaném tvaru. Ověřte, zda jsou splněny.

b) Zapǐste śıt’ové rovnice pro danou úlohu a krok h = 1. Rozhodněte, zda matice této soustavy je ostře
diagonálně dominantńı.


