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Numericka matematika A — 9.6.2016

Kvadratickd odchylka polynomu nejvyse 1. stupné pi(z) = ag + a1z je

*(pr(x) =Y (pa(as) — v:)*.

)

Optimalni polynom pi(z) v daném piipadé ma splnovat

6*(pi()) < 0*(pa(x)),

tj. hledame takovy polynom pro ktery je kvadraticka odchylka minimalni. VSimnéme si, ze kvadraticka
odchylka pro tento piipad je funkei dvou proménnych (koeficienti ag a aq).

0*(pi(2)) = Z (pr(x:) —w)* = Z (a0 + a17; — y;)* = G(ag, ax)

7 %

Kvadraticka odchylka je hladka funkce proménnych ag a a;. Minimum kvadratické odchylky tedy
muze nastat pouze ve stacionarnim bodé, tj. dostavame podminky STGO = 0, gTC: = 0. Tedy po
zderivovani

2 Z(ao +a1r; —y;) 1 =0,

2 Z(ao +a1x; — yz) €T; = 0.

Upravime do tvaru

a021+alzxizzyi
GOZ%‘JFCHZ%Z :Z%‘?/i

Nejprve vypocteme soucty

21:5, in:—z;, Zx?le,Zyi:&& inyi:—lél.l

i

(5 (e)-(a1)

Resen{ je ag = —0.1, a; = —1.45 a optiméln{ polynom pi(z) = —0.1 — 1.45z

Tedy fesime soustavu

Je dana Cauchyova tloha pro soustavu ODR

2,2 1
y'=( Y- Y(0) = y=(").
(yl—i‘yz—?l’)’ (0) L)’ Y2

Vzorec pro Collatzovu metodu je dan jako

Yn+1 = Yn + hks,,
kde
h h
kZ:f(xn+§ayn+§kl)a k1 :f(xnayn)~
Obecna jednokrokova metoda

Yn+1 = Yn + h@(l’n, Yn, h’)

Volbou prirustkové funkce

(2, yn, h) = (@0 + /2, yn + 1/2f (20, yn)).

dostavame Collatzovu metodu. Vidime tedy, ze Collatzova metoda je specialnim ptripadem jednokro-
kové metody.



b)

A3.

a)

Ozna¢me y(x) presné feseni Cauchyovy tlohy. Presny relativni prirustek A(z,y, h) je definovén vzta-
hem
Y(Tny1) = y(xn) + hA(2n, y(zn), h)
Lokalni relativni aproximacni chyba je pak rozdil prirustkové funkce a presného relativniho ptirustku,
tedy
On = Az, y(2n), h) = P(zn, y(2a), h),
tj. vidime, ze pak plati
Y(Tny1) = y(@n) + h@(zn, y(xs), k) + hoy,
Akumulovand diskretiza¢ni chyba (globélni) chyba je rozdil ptiblizného a piesného reseni
€n = Yn — y(xn>
Pozor: Akumulovang diskretizaéni (globalni) chyba nenfi (jen) souc¢tem lokélnich diskretizacnich chyb
1

Volte h = 0.4 a urcete hodnotu aproximace teseni Y (0.4) uzitim Collatzovy metody. Pro danou

rovnici Y/ = f(z,Y) je tedy
feyy=(, M- ).
Y1 +Yy2 — 2

Krok volime jako h = 0.4, poc¢atecni podminka

1
_ 0) _
xg = 0, YW = ( 1 ) .
Pocéitame Collatzovou metodou
12— 12 0

Daéle )
1 0
_ v(0) w _
Yoo =Y +2k1_<1)+0.2(2

)~
ky — f(:co+g,Y;wm) - < 1+112_4__1'§2.0.2 ) - ( _0596 ) '
)~

Aproximace feSeni v bodé = = 0.4 tedy Y (0.4) je pak déna

YO = YO | g, = ( 1 ) 104 ( —0-96

Je dana smiSend uloha pro rovnici vedeni tepla
0 0?
8_7: = 36—;; +2xt v oblasti Q= {[x,t]:x € (-2,2), t >0},
w(z,0) =22 — 4 pro = € (=2,2) a u(—1,t) = 4t, u(1,t) =Vt pro t > 0.

V pifpadé implicitniho schéma uzijeme v bodé PF*! = [2;, t;11] ndhrady

Py oy (PF k+l_ Uk
g_;b(_PZkJrl):u( 7 ) U( Z)+O(T)% Uz Uz .
T T
Ou prary _ w(PEY) — 2u(FF +u(FEY) | 0(?) ~ Ukt — oUE+L 4 gk
ox2v B2 ~ 2 :

Pouzijeme tyto ndhrady v rovnici a dostaneme
k+1 k k+1 k+1 k+1
U -0 Uir —20;7 + U
=3 >
T h
Rovnici vynasobime 7, oznac¢ime o = 2—5
k+1 k+1 k+1 _ 17k

+ 22ty

a upravime



b) Volime h = 1.0 a 7 = 0.25, tedy 0 = 2—2 = 01'—_705 = 0.75. Nejprve si nac¢rtneme sit v oblasti:

@ " -+ t=0
X==2 x‘:O x=2

Sestavime rovnice dle a), v uzlech na prvni ¢asové vrstvé (oznacenych v obrazku zelenou barvou)
uzijeme pocdtecni podminku (2% —4), v hrani¢nich uzlech (modra barva) uzijeme okrajové podminky
(4t a /t). Tedy

—0.75(4-0.25) +2.5U4 — 0.75Uz = ((—1)? —4)4+0.25-2-(=1)-0.25,
—0.75(Uy) +2.5Up —0.75Uc = (0 —4)+0.25-2-(0)-0.25,
—0.75(Up) +2.5Uc — 0.75(v/0.25) = (17 —4)+0.25-2- (1) -0.25.

Soustavu rovnic upravime a zapiSeme napf. v maticovém tvaru

2.5 —0.75 0 Ui —3.125
—0.75 2.5 —0.75 Up | = —4
0 —0.75 2.5 Uc —2.875

¢) Soustava rovnic je soustava se symetrickou pozitivné definitni matici a také ostfe diagonalné domi-
nantni matici. Vzhledem k tomu, Ze matice je ODD, tak je Jacobiova iteraé¢ni metoda konvergentni.

A4. Je dédna smiSend tloha pro vlnovou rovnici: Hleddme funkei u(z, t) takovou, ze v oblasti Qr = {[z, ] :
z € (0,m), t € (0,7)} je splnéna rovnice

0*u 0*u
el —4@ + flx,t),

a navic jsou splnény pocatecn a okrajové podminky u(z, 0) = sin(rz), 2%(z,0) = 0, u(0,¢) = 0, u(1,t) = 0.

a) Oveéfime, zda je funkce u(x,t) = sin(nz) cos(27t) feSenim dané tlohy:

O
6—1:2 = —4r*sin(7x) cos(2nt),
O
48—22 = —47%sin(7rx) cos(2rt),
tedy
ou? ou?
L 4% 1o,
ot? ox? i
Tato funkce navic spliuje jak poc¢atecni podminky
0
u(z,0) = sin(mz) cos(270) = sin(rz), 6—1:(:5, 0) = =27 sin(7z) sin(270) = 0

tak i okrajové podminky

u(0,t) = sin(70) cos(27t) = 0, u(1,t) = sin(m) cos(27t) = 0.



b) Uzijeme nahrady
Pu, . U —20F + UM
w< i ) ~ 2 )

-
@(Pk) ~ Ui]il - 2Uzk + Ul'kii’l
ox2\ h? '

dosadime do vlnové rovnice

Uz‘kJrl — QUZk + Uz‘kil Ulk— _ 2Uzk + Uzk
2 =4 : h2 i + f(PZk)7

T

4 ‘ 2 v 2 _ 472 .
Vynasoblme 77, oznaclme 0° = S5 a upravime

k+1 277k 2\ 77k 277k k=1, 2 ¢(pk
U™ =o0Uly +(2=20°)U + 07Uy — U +77f(F).
Na prvni casové vrstvé: Dle Taylorova rozvoje mame na prvni casové vrstve

Ul ~ u(x;,ty) = u(x;, 0) + %(wl, 0)1 + O(7%)

a tedy po zanedbani O(72) a s vyuzitim poc¢étecnich podminek

Ul = sin(ra;) +7-0.

7

¢) Podminka stability explicitniho schématu

o<1
Pro h =0.25 a 7 = 0.1 a danou rovnici mame
4-0.01
2= =64-0.01 = 0.64.
0952 64 -0.0 0.6

Uvazujeme f(x,t) = xt, prostorovy krok h = 0.25 a casovy krok 7 = 0.1.

A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ t=04
B C D
@ o o A o o 1702
E _
. . . t=0
x=0 | x=0.5 | x=1

Poc¢itame ptibliznou hodnotu feseni v bodé A = [0.5;0.2].
Uy = 0.64U5 + 0.72Uc + 0.64Up — sin(0.5 1) + 0.01(0.5 - 0.1),
kde hodnoty v uzlech B, C, D lezi v prvni ¢asové vrstve (viz b)), tedy
Up = sin(0.257) + 0.2 -0 = v/2/2,
Uo =sin(0.57)4+02-0=1,
Up = sin(0.75m) + 0.2 -0 = v/2/2.
Tedy po dosazeni

Uy =0.64- \/5/2 +0.72-140.64 - \/5/2 —1+0.01(0.5-0.1)=0.6251 4 0.01 - 0.05 = 0.6256.



Numericka matematika B — 9.6.2016
B1. Tabulka hodnot

0] 1]2]2
v |0[1]1]2

a) Z tabulky hodnot vypocteme

doi=4, > wi=5 Y ai=9, > at=17 > af=33
Zyi =4, Zﬂfzyz =1, Zx?yz =13,

a dostaneme soustavu rovnic

4 5 9 ap 4
5 9 17 a | = 7
9 17 33 as 13
b) Reseni soustavy je
5) 1
Qo , A1 47 a2 4
polynom
) 1
po(x) = i ZxQ
c)

B2. Cauchyova tloha
y'=zx—y+2y y0)=1, 4y (0)=0
a) Prevedte rovnici (véetné po¢. podminek) na soustavu rovnic 1. Fddu.
Y=y Y=Y y(0) =1
y2 =Y Yo =T =1+ 2y y2(0) =0
nebo V' = F(x,Y), Y = (y1,12)" a

F@JU:(x_ﬁi%h> wm:(é).

Linearni ODR 2. tddu s konst. koeficienty a prava strana také konstanta. Tedy I = (—o0, +00).

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pribliznou hodnotu y'(1) .
Collatzova metoda

xO:O,Y(O):((l)),h:I.O

kl = F(IL‘Q,Y(O)) = < _(1) ) .

h 1 0 1.0
Vi =V 4 U, (O>+0.5(_1) (_015)
—0.5 (=05
05+05-2 )~ \ =10 )"
1 —0.5 0.5
(1) — y _ _
v —y +hk2—(o>+1.0(_1_0)_<_1.O)



B3. Je dédna smiSena tloha pro rovnici vedeni tepla

ou _0%u _
5 = 3@ +2xt v oblasti Q= {[x,t]:x € (-2,2), t >0},

u(z,0) =2z proz € (—2,2) au(—2,t) =t —4, u(2,t) =4 prot > 0.
a) Podminky souhlasu.

Bod x =-2,t = 0:

(=2) =u(—-2,0)=0—4 (splnéno)
Bodx=2,t=0: =

2
2-(2)=u(2,0)=4 (splnéno)

b) Podminka stability explicitniho schématu:

3r 3-0.01 0.01 1

= - —0.12< -.

TR T o o PR3
¢) Nejprve si nakreslime obrazek
| A |
,,,,,,,,,,, l,,,,,,,,,,,,,@,,,,,,,,,,,,,:L,,,,,,, t=0.01

B - C - D
O O e}
O O &
' x=05 | x=10 | x=15

Ptibliznou hodnotu feseni v bodé A = [1.0;0.01] uréime explicitnim schematem:
Us=0Up+ (1 —20)Uc+ oUp+ 7f(C),

kde Up ~ u(0.5,0), Uc =~ u(1.0,0), Up ~ u(1.5,0) jsou hodnoty na nulté ¢asové vrstvé dany pocatecni
podminkou 2x. Tedy

Ua =0.12- (1.0) + 0.76 - (2.0) + 0.12 - (3.0) + 0.01(2- 1.0 - 0.0) = 2.0

B4. Zabyvame se Dirichletovou okrajovou tlohou v samoadjungovaném tvaru

() +2y=1 y(1)=0,y(4)=0.

a) Postacugici podminky pro Dirichletovu tilohu ve tvaru
—(p@)y) +a@)y=fz), yla)=A4, yb)=B
jsou:

(i) Spojitost funkei p, p', q a f na intervalu I = (a,b).



(i1) p(x) >0, q(x) > 0 pro vsechna x € I.

Pro danou ulohu méme p(z) = z, ¢(z) = 4/x a f(x) = 1, tedy podminka (i): spojitost funkci je
splnéna (uvazujeme i spojitost p’(z) = 1) na uvazovaném intervalu I = (1,4).

Déle na tomto intervalu I navic plati p(z) = = > 01 ¢g(z) = 1 > 0, tj. také podminka (ii) je
splnéna.

Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni dané tlohy jsou tedy splnény. (Pozn.
Dokonce nezdvisle na volbé Sturmovijch okrajovych podminek (q(x) > 0), nejen pro uvaZované Di-
richletovy okrajové podminky)

Zapiseme nejprve sitové rovnice pro krok h =1 v uzlech 71 =2 a x5, = 3

2 4 2
—15y+(1.5+25+1 -§)y1—2.5y2 = 1°-1,

2 4 2
—25y + (25+35+1 ~§)y2—3.5y3 = 12.1,

kde jsme vy¢islili hodnoty funkce p(x) = = v uzlech Typ = 1.5, T1412 = 2.5 a x911/2 = 3.5 a dosadili
jsme hodnoty yo = y(1) = 0 a y3 = y(4) = 0 z okrajovych podminek. Tedy

6y; — 2.5y = 1,

22
—2-5y1+392 = 1,

Matice soustavy je ostie diagonalné dominantni(ODD) tak i symetrickd a pozitivné definitni (SPD).
Pro Jacobiovu metodu je ODD postacujici pro konvergenci, tedy Jacobiova metoda bude konver-
gentni.



