Numericka matematika A — 9.6.2016
Al.

a) Vyjadrete kvadratickou odchylku 6%(p;(x)) obecného polynomu p;(x) nejvyse 1. stupné od tabulky
hodnot z;, y;. Uved'te, jakou podminku m4 spliiovat optimdln{ polynom p}(x) nejvyse 1. stupné, ktery
aproximuje danou tabulku hodnot nejlépe ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu.

b) Uzijte pfedchoziho oznaceni a zapiste podminky, ze kterych se odvodi soustava normdlnich rovnic
pro polynom p*. Tuto soustavu odvod te!

¢) Sestavte soustavu norméalnich rovnic pro zadanou tabulku hodnot. Soustavu vyfeste a uréete polynom
nejvyse 1. stupné, ktery danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve smyslu metody nejmensich
¢tvercu.
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A2. Je dana Cauchyova tloha pro soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic
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a) Zapiste vzorec pro vypocet hodnoty aproximace y,.1 v uzlu z,; Collatzovou metodou pii feSeni
Cauchovy tlohy v = f(x,y), y(zo) = yo. Ukazte, ze Collatzova metoda je specidlnim piipadem
jednokrokové metody a uvedte jaky tvar md v tomto pifpadé piirustkova funkce ®(z,y, h).

b) Oznacme 7, hodnoty aproximaci presného teSeni y(x) Cauchyovy tlohy z a) v uzlech z,, ziskané
obecnou jednokrokovou metodou. Uzitim tohoto oznaceni zapiste vztah pro presny relativni prirustek
A(x,y(z),h), lokalni relativni aproximaéni chybu 6,41 v uzlu 2,41 a akumulovanou diskretizacéni
(globélni) chybu e, této metody.

¢) Volte h = 0.4 a urcete hodnotu aproximace teseni Y (0.4) uzitim Collatzovy metody.

A3. Je dana smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla
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u(z,0) = 22 — 4 pro x € (=2,2) a u(—2,t) = 4t, u(2,t) =Vt pro t > 0.

.o . , . 2 “ v v~ , . , . .. ,
a) Zapiste, jak se nahradi derivace % a % v bodé Pf“ pii TeSeni rovnice vedeni tepla implicitnim

schématem. Toto schéma odvodte.

b) Ovéite podminky souhlasu pro danou ulohu. Volte prostorovy krok h = 1.0 a casovy krok 7 = 0.25
a sestavte rovnice pro feSeni ulohy v 1. ¢asové vrstvé pouzitim implicitniho schématu.

¢) Rozhodnéte, zda je Jacobiova iteracni metoda pro soustavu rovnic z b) konvergentni.

A4. Je dana smiSend tloha pro vlnovou rovnici
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kde pocatetni a okrajové podminky jsou dany u(z,0) = sin(rz), 2%(z,0) =0, u(0,t) = 0, u(1,t) = 0.

a) Rozhodnéte, zda funkce u(z,t) = sin(mz) cos(2t) je fesenim dané tlohy pro f(z,t) = 0. Zduvodnéte!
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b) Zapiste, jak se nahradi derivace % a % v bodé PF pii feseni dané rovnice explicitnim schématem.

Toto schéma odvod'te. Déle pak odvod'te ndhradu na prvni ¢asové vrstveé.

c) Oveértte, zda pro volbu h = 0.25 a 7 = 0.1 bude explicitni schéma stabilni. Uzijte f(z,t) = t a urcete
ptibliznou hodnotu «(0.5,0.2) pouzitim explicitntho schématu.
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Urcete polynom nejvyse 2. stupné po(z), ktery ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu nejlépe aproxi-

muje data zadanda tabulkou hodnot:
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ZapiSte v maticovém tvaru soustavu rovnic pro urceni koeficientu hledaného polynomu.
Naleznéte feSeni soustavy a zapiste vysledny polynom.
Vypoctéte hodnotu tohoto polynomu v bodé x = 1.
Je dana Cauchyova tloha
y'=z-y+2y y0)=1 4'(0)=0
Prevedte danou diferencialni rovnici na soustavu rovnic prvntho fadu (véetné pocdtecnich podminek).
Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pfibliznou hodnotu /(1) .
Je déana smiSena tloha pro rovnici vedeni tepla

ou _0u
— =3— 42 lasti €2 = : —2,2
5 36:52 + 22t v oblasti {lz,t] - x € (=2,2), t > 0},

u(z,0) =2z proz € (—2,2) au(—2,t) =t —4, u(2,t) =4 prot > 0.
Ovérte, zda jsou splnény podminky souhlasu.

Zapiste podminku stability explicitniho schématu pro danou rovnici a ovéite, zda je pro volbu A = 0.5
a 7 = 0.01 je splnéna.

Urcete piibliznou hodnotu feseni v bodé A = [1.0,0.01] uzitim explicitniho schématu. Volte krok h a

7 dle b).
Je dana Dirichletova okrajova tiloha v samoadjungovaném tvaru

—(zy') + %y =1 y(1)=0,y(4) = 0.

Zapiste postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni okrajové tlohy v samoadjungo-
vaném tvaru —(p(z)y’) + q(z)y = f(z). Ovéite, zda jsou pro danou ulohu splnény.

Zapiste soustavu sifovych rovnic pro krok h = 1.

Rozhodnéte, zda matice soustavy v b) je ostie diagondlné dominantni (ODD) nebo symetrickd a
pozitivné definitni (SPD).

Je soustava z b) fesitelnd Jacobiovou metodou? Zduvodnéte!



