Numerickd matematika A — 2.6.2016
A1l. Zapiseme si danou soustava nelinearnich rovnic

2?4+ (y+1)? = 4
1

siny — z =

a) Urcete graficky pribliznou polohu kotent soustavy. Nejprve si naértneme obrazek, z kterého vidime
ptibliznou polohu kotentu (pruseciky obou kiivek)

IS

b) Déle zapiseme rovnice te¢nych rovin ke grafu funkce f a g v bodé A = [y, ys]

z = f(A)+ fo(A) (@ — ) + [(A) Y — yr), (1)
z = g(A) + g:(A)(z — z) + 95 (A)(y — i), (2)

kde fz, fy, 9z, gy jsou piislusné parciadlni derivace.

V rovnici f(z,y) = 0 nahradime funkci pfislusnou rovnici tecné roviny (tedy v rovnici teéné roviny
polozime z = 0). Vyjadiime x a y tak aby obé rovnice byly splnény (toto feseni oznac¢ime Ty 1, Yxi1-

—f(A) = fu(A) @k — zx) + f,(A) (Yrs1 — Ur), (3)
—9(A) = gu(A)(Tr1 — 1) + 9y (A) (Yrr1 — Yr)- (4)

Oznacime A, = 2341 — 2 & Ay = Yp41 — Yk, danou soustavu rovnic vyfesime a ndsledné spocteme

Tk41 _ Ty + Aa}
Yk+1 Yk Ay
nebo zapiseme formalné jako

-1
( Th+1 ) _ ( Tk ) + ( fo(A) [y (A) ) ( —f (@K, yr) )
Yk+1 Yk 9:(A)  gy(A) —9(k, Yr)
¢) Volime X = [0, 1]7. Pozor, zadané rovnice je nutné nejprve upravit odectenim pravé strany, tj.

flay) = 2"+ @+1)" -4
g(x,y) = siny — x — 1.

Daéle si spoc¢teme parcidlni derivace funkei f a g, tedy

f:)::2x7 f’u:2(y+1)7 gx:_L g, = COS Y.



A2.

Tyto parcidlni derivace a funkce f, g vyéislime v bodé X a sestavime soustavu linedrnich rovnic

(viz b)), tedy
—(1+1-4) = 2A,+2A,,

—(0-1—1) = —1A, +1A,.
nebo-li
2 212\ _ /2 2|2
-1 112 )7\0 =2]1 )’
tedy FeSeni je A, = %, A, = —%. Nové priblizeni (aproximace) tedy je

s (O ()= (1)

"' +yy"+1—()?=0  y(0)=0, y(0) =0, y"(0) =1

Rovnici zapiseme jako

n _

y" =—yy" =2+ (y)°, nebo v = g(z,y,vy,y"),

kde g(z,vy',y") = —yy" — 2+ (y'). UZjeme substituci

2 =1y, 21 =2
<2 Z?/, Z§:Z3
=1 2y =—z 23— 1423,
nebo Z = F(z,7), kde Z = (21, 23, 23)T a
22
F(x,Z) = 23

—21 23— 2+ 23

Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni dané ulohy jsou spojitost funkce g, g,,

Gy gy Vidime, Ze funkce g a parcidlni derivace
gw=-y" gy =30) gy =-y
jsou spojité pro libovolny argument [x,y, v, y"], tedy hledand oblast je
G ={lz,y.9,y"] € R*}.

0
20=0h=0220=1| 0
1
Dale
0
k= F(0,29) = 1
—0—2+40
L 0
Z@mzzzm%+§k1: 0.1
0.8
0.1 0.1
ky = F(0.1, Zpom) = 0.8 | = 0.8
—0—2+0.001 —1.999
0 0.1 0.02
7O =70 4 hko =1 0 | +0.2 08 | = 0.16
1 —1.999 0.6002



A3.
a) Nahrady v uzlu PF = [x;, k7]

Pu, . UF, —20F+ UL, 9%u Ut —auk+ Uttt

7

@( z)N 12 ) w( zk) ~ ) ’

kde UF =~ u(PF), Dosazenim do rovnice

Pu 0%
iz = gz /@)
v uzlu PF dostaneme
Uikil B 2Uzk + Uik+1 2 Uik—l B 2U7,k + Uﬁl—l
72 = h2

+ f(x’u Tk)

Vyndsobenim 72 dostaneme

Uik—l - 2Uzk + Uilfi—l
hQ

272
h2

Oznaéime o2 = a upravime
UMt = 6?UF | +2 (1 — 0®) UF + 0?UL, — U + 72 f (4, t9)

Pro prvni ¢éasovou vrstvu (t; = 7):

(i) = u(, 0) + 90(w:,0) + O(),

a po zanedbani O(72)
ou
Ul = 13 0 a, L 0 )
s =u(z;,0) + 7 r (z,0)
kde za u a —gﬁ dosadime z poc¢. podm, tedy

Ul =24 —2;) + 70,

)

b) Volba h = 1,7 =0.3,c=3 ddvd 0 = = 0.9 < 1, tedy podminka stability je splnéna.

Hodnoty na nulté a prvni ¢asové vrstvé jsou stejné

Ul10{3[(4]3/0

)

Ullo|314(3/0

)

O
O

O

&




Ua=081(U; +Uy) +2(1 —0.81)U} — U +0.09-0.3=0.81-4+0.18-3 — 3+ 0.027 = 1.407
Up =081(U} +Us) +2(1—081)U; —Ug+0.09-0.3 =0.81-6+0.18 -4 — 4+ 0.027 = 2.407

A4.

a) Pouzéjeme
/ 2(x+h)—z(z—h
2(x) = ( )Qh ( ) + O(hQ)

pro h:=h/2 a z(z) = p(x)y'(z). Tedy

p(xn = h/2)y' (x — h/2) — p(an + h/2)y'(x + h/2)
23

2 (wa) = (p(2)y'(2)) oma, =
kde oznacime p,11/2 = p(x £ h/2). Dale pak

Y (2, — h)2) m I It _hy"—l, Y (20 + h)2) ~ —y”“h_ n.

Tedy
1
(p(m)y'(x))/ [P— e [pn—1/2yn—1 — (Pn—1/2 +pn+1/2) Yn +p(n + 1/2)yn+1} .

Néhrada rovnice v samoadjungovaném tvaru —(p(x)y’)’ + ¢(z)y = f(x) v uzlu x,, pak je po tupravé
—Pn-1/2Yn—1 + (pn—1/2 + Dnt1/2 + hZQ(xn)) Yn — Pnt1/2Yn+1 = R f(zy)
piipadné oznaéime ¢, = q(z,) a f, = f(x,).

b) Pro rovnici v samoadjungovaném tvaru —(p(z)y’) + q(z)y = f(x) postacujici podminky existence
feseni Dirichletovy ulohy jsou:

(i) Spojitost funkci p(x), p'(z) , ¢(x) a f(z) na celém intervalu (a, b).
(ii) Déle p(x) > 0 a g(x) > 0 pro vSechna z € (a,b).

Vidime, ze funkce p(x) = z,p/(x) = 1,q(x) = (z — 1), f(z) = —1 jsou spojité na daném intervalu.
Navic p(x) > 0, a g(z) > 0 pro z € (1,5).

¢) Nejprve vypocteme hodnoty funkei p a g (f - je konstantni).

Tisny | 15253545 i |2]3]4
p(zi £h/2) 15253545 q(z)[12]3

Sestavime soustavu rovnic

(1.5 +25+1) —25 0 m ~1415-1
—25 (25+3.5+2) 3.5 yy | = -1 | =
0 35 (3.5+45+3) Ys —14+45-2
5 —2.5 0 Vi 0.5
25 8 —35 vo | = -1

0 -35 11 Vs 8



Numerickd matematika B — XX.X.2015
z; | -1 | -1 0 0 1 1 2 2

y; 1281302121 ]39|42]36]38

B1.

a) Z tabulky hodnot vypocteme

dor=8 > w=4, > ai=12
S yi=255 > myi =171,
8 4 ap \ _ [ 255
4 12 ap ) 171
8 4]255\ (8 4]255
4 120171 )7L 0 10]4.35

Tedy dostaneme feseni (2.97,0.435)7, tj. koeficienty ag = 2.97 a a; = 0.435. Optimalni polynom p}(z)
je dan

a dostaneme soustavu rovnic

b) Resime soustavu

pi(x) = 2.97 + 0.435 2.
B2.

a) Rovnice je linedrni, nemusime tedy vySetfovat parcidlni derivace dle y, a y'. Staci spojitost koeficient1,
ktera je splnéna pokud x # 0. Vzhledem k poé¢. podmince zadané pro x = —3 je tedy I = (—o0,0)

b)

Pocitame

O =
N——

1
Zpom:Z(0)+_<£):<}O5)
2\ 3 5
10
9

k;2 = f(&?o + h/27 Zpom) - ( 0.48 )

10 _
Z<1)=Z(°)+hk2=(i>+1(0498 =(fié)

B3. a) Podminky souhlasu:
vz = 0,t = 0: pocdtecni u(0,0) = —4, okrajova u(0,0) = —4 v & = 1,¢t = 0: pocatetni u(1,0) = 6,
okrajova u(1,0) =6

0.5-0.01

ol - 0.5 je splnéna.

1 1
b) Podminka stability: % < 3 P=35 h=0.1, 7=0.01 =

c) Ozna¢me U}

~ u(th,nt), potom
1 1
Us =3 (UF +Ug) +0.01-2-0.8 = 5(3:014 +5.018) +0.016 = 4.032

1
Ur = - (US+UY)) +0.01-2-0.7=3.014



1
Ug = 3 (U +Ufy) +0.01-2-0.9 =5.018

Ud=2, U =4, U, =6
B4. a) Reguldrni :e, neregularni : OJ

40—5\
| H \
b) Na y = 1 lezi jeden regularni a jeden neregularni:

regulérni: 4(][057 1] — U[17 1] — U[0.57 0.5] — 1+040.25 = 125,

Uy — gU[o.5, =1

imn]

nereguldrni: § =

W | ot

57



