
LU rozklad: Ax = b

• Provedeme rozklad A na dolńı (L) a horńı(U) trojúhelńıkovou matici. Voĺıme diagonálu L,
lii = 1.

A = LU

• Řeš́ıme soustavu
Ly = b

• Řeš́ıme soustavu
Ux = y

Norma matice a vektoru

• Řádková norma

‖A‖m = max
i

n∑
j=1

|ai,j | ‖~x‖m = max
i
|xi|

• Sloupcová norma

‖A‖` = max
j

m∑
i=1

|ai,j | ‖~x‖` =

n∑
i=1

|xi|

• Euklidovská norma

‖A‖E =

( m∑
i=1

n∑
j=1

|ai,j |2
) 1

2

‖~x‖E =

( n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

Vlastnosti matice A:

• ostře diagonálně dominantńı (ODD) v řádćıch, pokud

|aii| >
∑
j 6=i

|aij |, ∀i

• symetrická, pokud AT = A
aij = aji

• pozitivně definitńı pokud

a11 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0, . . . , detA > 0

• spektrálńı poloměr matice A je č́ıslo ρ(A) definované

ρ(A) = max{|λ| : λ je vlastńı č́ıslo A}

• spektrálńı poloměr a norma matice
ρ(A) ≤ ‖A‖
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Prostá iteračńı metoda

Soustava zapsaná ve tvaru: x = Ux+ V,

Iteračńı metoda: X(k+1) = UX(k) + V,

• Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka: Prostá iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(U) < 1.

• Postačuj́ıćı podmı́nka: Je-li ‖U‖ < 1, pak prostá iteračńı metoda je konvergentńı.

• Je-li ‖U‖ < 1, pak

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖x(k) − x(k−1)‖,

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖x(1) − x(0)‖,

Jacobiho iteračńı metoda

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


Maticový zápis (A = L + D + P)

x(k+1) = −D−1(L + P)︸ ︷︷ ︸
UJ

x(k) + D−1b︸ ︷︷ ︸
VJ

.

• Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka: Jacobiho iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy,
když ρ(UJ) < 1.

• Postačuj́ıćı podmı́nka: Je-li matice A ODD (v řádćıch nebo sloupćıch), pak Jacobiho
iteračńı metoda je konvergentńı.

• Vlastńı č́ısla matice UJ jsou kořeny rovnice

det(L + λD + P) = 0
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Gauss-Seidelova iteračńı metoda

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


x(k+1) = −(D + L)−1P︸ ︷︷ ︸

UGS

x(k) + (D + L)−1b︸ ︷︷ ︸
VGS

.

• Postačuj́ıćı podmı́nka: Je-li matice A ODD, pak Gauss-Seidelova iteračńı metoda je kon-
vergentńı.

• Postačuj́ıćı podmı́nka: Je-li matice A symetrická a zároveň pozitivně definitńı, pak Gauss-
Seidelova iteračńı metoda je konvergentńı.

• Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka: Gauss-Seidelova iteračńı metoda je konvergentńı právě
tehdy, když ρ(UGS) < 1.

• Vlastńı č́ısla matice UGS jsou kořeny rovnice det(λL + λD + P) = 0.

Gradientńı metoda

• Předpoklady: Matice A symetrická a pozitivně definitńı. F (x) = 1
2xTAx− xTb.

• Ekvivalence:

( Ax∗ = b ) ⇔ (F (x∗) ≤ F (x) pro libovolné x) .

• Gradientńı metoda:
x(k+1) = x(k) + αp

• Volba směru (největš́ı spád):

p = − grad F (x(k)) = b− Ax(k).

• Volba optimálńıho kroku ve směru p

α = argmin
α

F
(
x(k) + αp

)
=

pT (b− Ax)

pTAp

3

Preliminary version – February 26, 2014 – 11:40



Newtonova metoda
f(x, y) = 0, g(x, y) = 0.

• Taylor̊uv rozvoj resp. tečná rovina v bodě A = [x(k), y(k)].

0 = f(x∗, y∗) = f(A) + fx(A)(x∗ − x(k)) + fy(A)(y∗ − y(k)) + . . .

0 = g(x∗, y∗) = g(A) + gx(A)(x∗ − x(k)) + gy(A)(y∗ − y(k)) + . . .

• Pro př́ır̊ustek ∆x = (x(k+1) − x(k)), ∆y = (y(k+1)− y(k)) dostáváme

fx(A)∆x + fy(A)∆y = −f(A)

gx(A)∆x + gy(A)∆y = −g(A)

• (
x(k+1)

y(k+1)

)
=

(
x(k)

y(k)

)
+

(
∆x

∆y

)

Interpolace polynomem Tabulku (xi, yi) pro i = 0, . . . , n lze interpolovat polynomem

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

polynomem nejvýše stupně n, pokud xi 6= xj pro i 6= j.

Interpolačńı polynom splňuje rovnice

p(xi) = yi pro i = 0 . . . n.

Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

• Polynom stupně 1 nebo 2:

p(x) = a0 + a1x, nebo p(x) = a0 + a1x+ a2x
2

• tabulka dat [xi, yi] - podmı́nky pro aproximaci.

• princip: minimalizujeme kvadratickou odchylku

G(a0, a1, a2) := δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi)− yi)2

• odvozeńı normálńıch rovnic
∂G

∂ak
= 0 k = 0, 1, 2.

• soustava
a0(
∑
i

1) + a1(
∑
i

xi) + a2(
∑
i

x2i ) =
∑
i

yi,

a0(
∑
i

xi) + a1(
∑
i

x2i ) + a2(
∑
i

x3i ) =
∑
i

xiyi,

a0(
∑
i

x2i ) + a1(
∑
i

x3i ) + a2(
∑
i

x4i ) =
∑
i

x2i yi,
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