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Soustavy rovnic, souvislost s prax́ı

I Těleso nahrad́ıme diskrétńımi body, hledáme neznámé
fyzikálńı veličiny v těchto bodech.

I Užijeme fyzikálńı vztahy, źıskáme soustavu
nelineárńıch/lineárńıch rovnic.

I Hledáme řešeńı této soustavy: n - počet neznámých.



Soustavy lineárńıch rovnic


a11 a12 . . . a1n
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I Známe: transponovaná/symetrická, hodnost,

regulárńı/singulárńı, Frobeniova věta.

I Známe: Gaussova eliminace, LU rozklad, determinant, inverzńı
matice.

I Známe: Vlastńı č́ıslo a vektor.

Au = λu, u 6= 0,

I Nové: Velké ř́ıdké matice, efektivita řešeńı.



Př́ımé metody řešeńı

Ax = b

Př́ımé metody jsou takové metody, které vedou k nalezeńı p̌resného
řešeńı v p̌redem známém počtu krok̊u.

Výhody: Vždy vedou k výsledku.

Nevýhody: Rychle rostoućı výpočetńı a pamět’ová náročnost operaćı

≈ n3, pamět’ ≈ n2 .

I Gaussova eliminace.

I Inverzńı matice.

I Cramerovo pravidlo.

I LU rozklad.



LU rozklad
Postup řešeńı

I Uvažujme soustavu s matićı A = LU typu n × n

LUx = b

I Řeš́ıme soustavu ≈ n2 .

Ly = b

I Řeš́ıme soustavu ≈ n2 .

Ux = y

I Jak źıskat LU rozklad? (2 možnosti, viz cvičeńı)



Shrnut́ı: Př́ımé metody řešeńı

Př́ımé metody řešeńı Ax = b

I Zaručeno, že dosáhnou výsledku.

I Rostoućı výpočetńı resp. pamět’ová náročnost s n3 resp. n2.

Efektivněǰśı řešeńı?

I Stač́ı p̌ribližné řešeńı, hledáme vhodný p̌redpis

X (k+1) = F (X (k), . . . )

I viz posloupnost

xn+1 =
1

2
(

2

x n
+ xn)



Př́ıklad

Soustavu
Ax = b

je možné p̌repsat jako
x = Ux + V ,

Zvoĺıme X (0), spoč́ıtáme X (0),X (1),X (2), ...

Pokud konverguje nezávisle na X (0), ř́ıkáme, že odpov́ıdaj́ıćı
metoda je konvergentńı.

Jak mě̌rit vzdálenost X (k) od X ∗? Norma.

Je-li V = 0, pak X (n) záviśı na velikosti U (normě)

X (n) = UnX (0)



Prostá iteračńı metoda

Je-li soustava tvaru
x = Ux + V ,

Iteračńı metoda
X (k+1) = UX (k) + V ,

Pokud konverguje, konverguje k řešeńı.

Konvergence záviśı na vlastnostech matice U, p̌ŕıpadně na
vlastnostech matice A, z které vznikla.



Velikost vektoru. Norma

x =

 3
−4
0

 , e =


0.03
−0.04
0.03
−0.01
−0.01


Norma ‖x‖ =?, ‖e‖ =?

Norma vektoru ‖ · ‖ : Rn → R, α ∈ R

‖αu‖ ≤ |α|‖u‖

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖
‖u‖ = 0⇔ u = 0

Norma matice lze definovat pomoćı normy vektoru

‖A‖ = sup
x ,‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖



Norma matice a vektoru
I Řádková norma

‖A‖m = max
i

n∑
j=1

|ai ,j | ‖~x‖m = max
i
|xi |

I Sloupcová norma

‖A‖` = max
j

m∑
i=1

|ai ,j | ‖~x‖` =
n∑

i=1

|xi |

I Frobeniova/Euklidovská norma

‖A‖F =

( m∑
i=1

n∑
j=1

|ai ,j |2
) 1

2

‖~x‖E =

( n∑
i=1

|xi |2
) 1

2

I Spektrum a spektrálńı poloměr. Pozn. spektrálńı norma
matice ‖A‖2.

I Vztah normy matice a vektoru

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖
I Vztah normy a spektrálńıho poloměru.



Vlastnosti matice
Matice A je

I diagonálně dominantńı (DD), pokud ∀i

|aii | ≥
∑
j 6=i

|aij |

I osťre diagonálně dominantńı (ODD), pokud ∀i

|aii | >
∑
j 6=i

|aij |

I pozitivně semidefinitńı pokud pro libovolný vektor plat́ı

xTAx =
n∑

i ,j=1

xiaijxj ≥ 0

I pozitivně definitńı - ostrá nerovnost pro nenulový vektor
I symetrická pozitivně definitńı (SPD)
I Symetrické pozitivně definitńı matice ⇔ kladná vlastńı č́ısla

nebo kladné hlavńı minory.



Vlastnosti matice
Matice A je

I reducibilńı/rozložitelná, pokud ∃ P permutačńı matice tak, že

PTAP =

(
B C
0 D

)
I ireducibilńı/nerozložitelná, pokud neńı rozložitelná/reducibilńı.

I Graf matice: uzly 1, . . . , n, orientované hrany od i k j pro aij 6= 0

I Graf - silně souvislý, od libovolného i se dostanu k libovolnému j .
Nerozložitelná matice má silně souvislý graf.

I je ireducibilně/nerozložitelně diagonálně dominantńı (IDD),
pokud

(i) je diagonálně dominantńı,
(ii) ∃i

|aii | >
∑
j 6=i

|aij |

(iii) je ireducibilńı,

I Souvislost s regularitou matice.



Prostá iteračńı metoda
Je-li soustava tvaru

x = Ux + V ,

Iteračńı metoda
X (k+1) = UX (k) + V ,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: ‖‖ - maticova norma. Je-li ‖U‖ < 1,
pak prostá iteračńı metoda je konvergentńı.

I Odhad chyby:

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖x (k) − x (k−1)‖,

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖x (1) − x (0)‖,



Prostá iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 1. Určete všechna p ∈ R, pro která konverguje prostá iteračńı
metoda pro soustavu tvaru X = UX + V , kde V = (−1, 2, 0.5)T ,

U =

 −0.8 p2 0
1 0.8 0
1 −1 p

 ,

Pro p = 0.2, X (0) = V určete X (1) touto metodou.

Př. 2. Je dána soustava rovnic ~x = R~x +~s, kde ~s = (1.7,−1.8, 0.5)T

R =

 0.1 t + 1 −0.3
0.4 −0.3 0.1
0.6 0.1 t + 0.5


Určete všechna t ∈ R, pro něž je splněna postačuj́ıćı podḿınka

konvergence prosté iteračńı metody pro danou soustavu. Pro t = −0.5

určete ~x (2) touto metodou p̌ri volbě ~x (0) = ~0. Vypočtěte ‖~x (2) − ~x (1)‖m.

Odhadněte chybu.



Přednáška č. 2

I Jacobiho iteračńı metoda, postup výpočtu, kritéria
konvergence.

I Gauss-Seidelova iteračńı metoda, postup výpočtu, kritéria
konvergence.

I Super-relaxačńı metoda (SOR).



Opakováńı

I Norma matice - řádková, sloupcová, Euklidovská.

I PD, SPD, DD, nerozložitelně/ireducibilně diagonálně
dominantńı (IDD), ODD (̌rádky nebo sloupce), regularita
matice

I Prostá iteračńı metoda.

I Souvislost pojmů

I Doplńıme č́ıslo podḿıněnnosti.



Č́ıslo podḿıněnosti a špatně podḿıněnná matice
Doplněńı pojmů

I Je-li detA→ 0, nemuśı být soustava ještě špatně řešitelná.
I Vad́ı tzv. špatně podḿıněná matice (tj. velké κ(A))
I Č́ıslo podḿıněnosti κ(A) Vezmeme řešeńı x∗ a x̃ pro bĺızkou

pravou stranu b̃,

Ax∗ = b Ax̃ = b̃

Ukážeme, že plat́ı

‖(x∗ − x̃)‖
‖x∗‖

≤ ‖A−1‖‖A‖︸ ︷︷ ︸
κ(A)

‖b − b̃‖
‖b‖

Pro SPD matice plat́ı

κ2(A) = λMAX/λMIN

Př.

A =

(
1 1
1 0.99999

)
, b = (2, 1.99999)T , b̃ = (2, 1.999999)T .



Prostá iteračńı metoda

Soustava tvaru
x = Ux + V,

Iteračńı metoda
X(k+1) = UX(k) + V,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: Je-li ‖U‖ < 1, pak prostá iteračńı
metoda je konvergentńı. Nav́ıc plat́ı

‖X(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖X(k) − X(k−1)‖,

‖X(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖X(1) − X(0)‖,



Prostá iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 1. Určete všechna p ∈ R, pro která konverguje prostá iteračńı
metoda pro soustavu tvaru X = UX + V , kde V = (−1, 2, 0.5)T ,

U =

 −0.8 p2 0
1 0.8 0
1 −1 p

 ,

Pro p = 0.2, X (0) = V určete X (1) touto metodou.

Př. 2. Je dána soustava rovnic ~x = R~x +~s, kde ~s = (1.7,−1.8, 0.5)T

R =

 0.1 t + 1 −0.3
0.4 −0.3 0.1
0.6 0.1 t + 0.5


Určete všechna t ∈ R, pro něž je splněna postačuj́ıćı podḿınka

konvergence prosté iteračńı metody pro danou soustavu. Pro t = −0.5

určete ~x (2) touto metodou p̌ri volbě ~x (0) = ~0. Vypočtěte ‖~x (2) − ~x (1)‖m.

Odhadněte chybu.



Jak z matice A źıskám matici U?
Odvozeńı klasických iteračńıch metod

Vezmeme postupně rovnici i = 1, 2, 3, . . . , n a z té nalezneme xi :∑
j<i

aijxj + aiixi +
∑
j>i

aijxj = bi

Vyjáďŕıme xi

xi =
1

aii

bi −
∑
j<i

aijxj −
∑
j>i

aijxj


Pozn. lze též v maticovém zápise A = L + D + P, doplńıme iterace

x
(k+1)
i , x

(k/k+1)
j (Jacobi, Gauss-Seidel).



Jacobiho iteračńı metoda
Pro A = L + D + P. Dostáváme

Dx(k+1) = −(L + P)x(k) + b,

a Jacobiho iteračńı metoda

x(k+1) = −D−1(L + P)︸ ︷︷ ︸
UJ

x(k) + D−1b︸ ︷︷ ︸
VJ

.

Plat́ı

I Je-li matice A ODD(IDD), pak Jacobiho iteračńı metoda je
konvergentńı.

I Jacobiho iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UJ) < 1.

I Vlastńı č́ısla matice UJ jsou kǒreny rovnice

det(L + λD + P) = 0



Jacobiho iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 3. Je dána soustava Ax = b, kde

A =

 1 p 0
−1 2 −1
0 p 4

 , b =

 1
0
4


a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD (IDD,

SPD)? Zdůvodněte!

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je
Jacobiho iteračńı metoda pro danou soustavu konvergentńı.

c) Volte p = −1 a X (0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte Jacobiho
iteračńı metodou X (1).



Kde se použ́ıvali/j́ı iteračńı metody?

Výstavba p̌rehrady Orĺık, 1954-1961.
Betonová hráz 450 m dlouhá, výška 91 m.



Složkový zápis klasických iteračńıch metod

I Jacobiho iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


I Gauss-Seidelova iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j





Gauss-Seidelova iteračńı metoda
Pro Ax = b zaṕı̌seme A = L + D + P. Dostáváme

(D + L)x(k+1) = −Px(k) + b,

a tedy iteračńı metodu

x(k+1) = −(D + L)−1P︸ ︷︷ ︸
UGS

x(k) + (D + L)−1b︸ ︷︷ ︸
VGS

.

Plat́ı

I Je-li matice A ODD (IDD), pak je GS iteračńı metoda
konvergentńı.

I Je-li matice A SPD, pak je GS iteračńı metoda konvergentńı.

I GS iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UGS) < 1.

I Vlastńı č́ısla matice UGS jsou kǒreny rovnice

det(λL + λD + P) = 0



Iteračńı metody: Př́ıklad.
Př. 4. Dána soustava lineárńıch rovnic AX = B, kde

A =

 2 0 5
2

0 4 1
p 1 5

 , B =

 1
p
−2

 ,

a) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je splněna některá
z postačuj́ıćıch podḿınek konvergence Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro něž je splněna nutná a
postačuj́ıćı podḿınka Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.

Př. 5. Dána soustava 5 1 p
1 2 0
2 0 1

 · X =

 2
p
−2

 ,

a) Určete všechna p ∈ R, pro něž je splněna některá z postačuj́ıćıch
podḿınek (pro matici A, ne UG ) GS iteračńı metody.
b) Určete všechna p ∈ R, pro něž je splněna nutná a postačuj́ıćı
podḿınka GS iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.



Superrelaxačńı metoda (SOR)

I SOR (ω - relaxačńı parameter)

xi
(k+1) = x

(k)
i +

ω

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j≥i

aijx
(k)
j


nebo

xi
(k+1) =

ω

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

+ (1− ω)x
(k)
i

I Dxk+1 = Dxk + ω(b− Lxk+1 − Dxk − Uxk)
I Plat́ı

I Je-li matice A ODD, ω ∈ (0, 1〉, pak je SOR konvergentńı.
I Je-li matice A SPD, ω ∈ (0, 2), pak je SOR konvergentńı.
I Je-li SOR konvergentńı, pak ω ∈ (0, 2).

I ρ(USOR) je spojitá funkce v ω.



Superrelaxačńı metoda (SOR)

2 -1 0 0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0 0 0

0 0 -1 2 -1 0 0 0

0 0 0 -1 2 -1 0 0

0 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 0 -1 2 -1

0 0 0 0 0 0 -1 2

Optimálńı parameter (za určitých p̌redpokladů, ρ = ρ(UGS))

ωopt =
2

1 +
√

1− ρ2

Pro daný obrázek:
20 iteraćı GS (ω = 1) 0.9220 ≈ 0.18
20 iteraćı SOR (ω = 1.6) 0.620 ≈ 3.6× 10−5



Př́ıklad. SOR

Př. 6. Je dána soustava Ax = b, kde

A =

 1 p 0
−1 2 −1
0 p 4

 , b =

 1
0
4


a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A SPD?

Zdůvodněte!

b) Volte p = −1 a X (0) = (1,−2, 1)T . Volte ω = 1.5 a spočtěte
SOR iteračńı metodou X (1).

c) Je pro tento p̌ŕıpad SOR konvergentńı? Zdůvodněte.



Přednáška č. 3

I Gradientńı metody, metoda nejvěťśıho spádu, použit́ı na
soustavy s SPD matićı.

I Metoda sdružených gradient̊u.

I Uvažujeme kvadratickou funkci

g(x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + 4x2

2



Gradientńı metoda
I Předpoklady: Matice A symetrická a pozitivně definitńı.

Hledáme minimum funkce:

F (x) =
1

2
xTAx− xTb

I Ekvivalence:

( Ax∗ = b ) ⇔ (F (x∗) ≤ F (x) pro libovolné x) .

I Iteračńı proces:
x(k+1) = x(k) + αp

I Volba směru (nejvěťśı spád):

p = − grad F (x(k)) = b− Ax(k).

I Optimálńı krok ve směru p

α = argmin
α

F
(
x(k) + αp

)
=

p · (b− Ax)

p · (Ap)



Gradientńı metoda
I Předpoklady: Matice A symetrická a pozitivně definitńı.

Hledáme minimum funkce:

F (x) =
1

2
xTAx− xTb

I Ekvivalence:

( Ax∗ = b ) ⇔ (F (x∗) ≤ F (x) pro libovolné x) .

I Iteračńı proces:
x(k+1) = x(k) + αp

I Volba směru (nejvěťśı spád):

p = − grad F (x(k)) = b− Ax(k).

I Optimálńı krok ve směru p

α = argmin
α

F
(
x(k) + αp

)
=

p · (b− Ax)

p · (Ap)



Př́ıklad. Nejvěťśı spád
Př. 6. Je dána soustava Ax = b, kde

A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 4

 , b =

 1
0
4


a) Ukažte, že pro danou matici je řešeńı soustavy rovnic

ekvivalentńı minimalizaci funkce F (x) = 1
2xTAx− xTb

b) Odvod’te podḿınku pro volbu směru p tak aby pro iteračńı
proces

x(k+1) = x(k) + αp

došlo k poklesu funkce F (x) pro nějaká α > 0. Zvolte směr, v
kterém je pokles funkce nejvěťśı.

c) Pro daný směr odvod’te volbu optimálńıho kroku α, tj. tak
aby pokles v daném směru byl nejvěťśı možný.

d) Volte X (0) = (1,−2, 1)T a spočtěte metodou nejvěťśıho spádu
X (1).



Metoda sdružených (konjugovaných) gradient̊u
Jak volit lépe směr?

I ortogonálńı směry - nevede ke zlepšeńı,

I A-ortogonálńı: pi · (Apj) = pj · (Api ) = δij .

I Gram-Schmidt̊uv OG proces(?),

I Zkuśım: OG jen 2 posledńı směry
I Voĺıme x0, spočteme p0 = b − bAx0 Dále poč́ıtáme pro

k = 0, 1, ...
I Krok αk optimálńı ve směru pk ,
I Novou iteraci xk+1 = xk + αkpk ,
I Reziduum rk+1 = b − Axk+1,
I Nový směr: kolmou část rk+1 k pk .



Jak volit lépe směr?
Metoda sdružených (konjugovaných) gradient̊u

I Předpoklady: Matice A symetrická a pozitivně definitńı.

x(k+1) = x(0) +
k∑

j=0

αjpj

I Označme chybu ej = xj − x∗.

I Optimálńı krok lze zapsat

αj = −
pj · (Ae0)

pj · (Apj)

I Tedy: Jsou-li směry A-ortogonálńı, pak plat́ı:

pi · (Aek+1) = 0 pro i ≤ k

I Důsledek?



Shrnut́ı - soustavy lineárńıch rovnic
Př́ıklady k zamyšleńı

I Jednoduché ukázat:
I. ρ(A) ≤ ‖A‖, ‖A‖2 ≤ ‖A‖F

II. ‖U‖ < 1 pak PIM konvergentńı. Ukázat odhad chyby.
III. Výpočet vlastńıch č́ısel UJ a UGS,
IV. ODD v řádćıch, pak Jacobi konvergentńı (jednoduché),
V. SPD pak aii > 0 a vlastńı č́ısla jsou reálná kladná

VI. ODD ve sloupćıch, pak Jacobi konvergentńı,

I Obt́ıžněǰśı:
I ‖ρ(U)‖ < 1 pak PIM konvergentńı (Jordanův tvar),
I ODD ve sloupćıch/̌rádćıch, pak GS je konvergentńı,
I IDD pak Jacobi/GS je konvergentńı, (viz Gerschgorin)
I ODD/IDD, pak SOR konvergentńı pro ω ∈ (0, 1〉,
I SPD pak GS je konvergentńı,
I SPD, pak SOR je konvergentńı pro ω ∈ (0, 2),



Shrnut́ı - soustavy lineárńıch rovnic
Př́ıklady k zamyšleńı

I Jednoduché ukázat:
I. ρ(A) ≤ ‖A‖, ‖A‖2 ≤ ‖A‖F

II. ‖U‖ < 1 pak PIM konvergentńı. Ukázat odhad chyby.
III. Výpočet vlastńıch č́ısel UJ a UGS,
IV. ODD v řádćıch, pak Jacobi konvergentńı (jednoduché),
V. SPD pak aii > 0 a vlastńı č́ısla jsou reálná kladná

VI. ODD ve sloupćıch, pak Jacobi konvergentńı,

I Obt́ıžněǰśı:
I ‖ρ(U)‖ < 1 pak PIM konvergentńı (Jordanův tvar),
I ODD ve sloupćıch/̌rádćıch, pak GS je konvergentńı,
I IDD pak Jacobi/GS je konvergentńı, (viz Gerschgorin)
I ODD/IDD, pak SOR konvergentńı pro ω ∈ (0, 1〉,
I SPD pak GS je konvergentńı,
I SPD, pak SOR je konvergentńı pro ω ∈ (0, 2),



Přednáška č. 4

I Soustavy nelineárńıch rovnic

I Problémy existence a jednoznačnosti řešeńı.

I Iteračńı metody: metoda prosté iterace, Newtonova
metoda.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic

Systém n-rovnic o n-neznámých

f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

I speciálńı volba → soustava lineárńıch rovnic

I neńı zaručena existence ani jednoznačnost řešeńı



Prostá iteračńı metoda
Soustava rovnic ve tvaru

F1(x1, . . . , xn) = x1
...

Fn(x1, . . . , xn) = xn

nebo-li x = F(x)

Prostá iteračńı metoda

X(k+1) = F(X(k)),

Kontraktivńı zobrazeńı: F : M → M, c ∈ [0, 1) tak, že

‖F (x)− F (y)‖ ≤ c‖x − y‖

Plat́ı

I Je-li F kontraktivńı, pak existuje x∗ = F (x∗) (pevný bod,
Banachova věta).

I 1D: |F ′(x)| < 1,

I Rn: ‖F ′(x)‖ < 1.



Př́ıklad. Prostá iterace pro nelineárńı rovnice

Př. Je dána rovnice x = F(x), kde vektorová funkce F má složky

F1(x1, x2) =
1

2
(

2

x1 + x2
+ x1)

F2(x1, x2) =
1

2
(

3

x1 + x2
+ x2)

a) Určete Jacobiho matici funkce F a ově̌rte, zda v bodě [1, 1] je
jej́ı norma menš́ı než jedna.

b) Volte X (0) = (1; 1)T a stanovte aproximaci X (1) = (x (1), y (1))
jednoho z řešeńı rovnice pomoćı prosté iteračńı metody.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Newtonova metoda pro p̌ŕıpad 1d

V bodě xk užijeme Taylor̊uv polynom

0 = f (x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + R2(x)

Zanedbáńım dostaneme vzorec pro x ≈ xk+1

xk+1 = xk −
(

f ′(xk)
)−1

f (xk).

Obecný vzorec pro soustavu F (x) = 0. Co je F ′(x) ?

xk+1 = xk −
(

F ′(xk)
)−1

F (xk).



Newtonova metoda - odvozeńı
Odvozeńı pro 2 nelineárńı rovnice o 2 neznámých

Označme k−té p̌ribĺıžeńı jako A = [x (k), y (k)]

0 = f (x∗, y∗) = f (A) + fx(A) (x∗ − x (k)) + fy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

0 = g(x∗, y∗) = g(A) + gx(A) (x∗ − x (k)) + gy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

Zanedbáme-li daľśı členy Taylorova rozvoje

fx(A)∆x+ fy (A)∆y + f (A) = 0,

gx(A)∆x+ gy (A)∆y + g(A) = 0,

dostáváme soustavu lineárńıch rovnic pro

∆x = x (k+1) − x (k), ∆y = y (k+1)− y (k).



Newtonova iteračńı metoda

1. Zvoĺıme počátečńı p̌ribĺıžeńı [x0, y 0].

2. Postupně pro k = 0, 1, . . .

a) Sestav́ıme soustavu rovnic v bodě A = [x (k), y (k)],

fx(A)∆x + fy (A)∆y + f (A) = 0

gx(A)∆x + gy (A)∆y + g(A) = 0

b) Najdeme řešeńı této soustavy ∆x , ∆y

c) Spočteme nové p̌ribĺıžeńı(
x (k+1)

y (k+1)

)
=

(
x (k)

y (k)

)
+

(
∆x

∆y

)
Neńı zaručena konvergence k řešeńı.
Metoda může selhat (viz b))

Konvergence záviśı na počátečńım p̌ribĺıžeńı.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Problémy existence a jednoznačnosti řešeńı

Př. 9. Je dána soustava rovnic

x2

4
+ y 2 = 1 y = 2 cos(πx)

a) Graficky znázorněte p̌ribližný počet a polohu kǒrenů této soustavy
nelineárńıch rovnic.

b) Volte ~x (0) = (−0.5;−1)T a vypočtěte ~x (1) Newtonovou metodou

c) Určete ‖~x (1) − ~x (0)‖`

Př. 10. Je dána soustava rovnic
1

2x
− y = 0 x2 + 4y 2 = 4

a) Graficky znázorněte p̌ribližný počet a polohu kǒrenů této soustavy
nelineárńıch rovnic.

b) Volte ~x (0) = (1; 0)T a vypočtěte ~x (1) Newtonovou metodou

c) Určete ‖~x (1) − ~x (0)‖m



Taylor̊uv polynom, náhrada derivace

I Taylor̊uv polynom

f (x + h) = Tn(h) + Rn+1(h) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
hk + Rn+1(h)

I Je-li f dostatečně hladká, pak |Rn+1(h)| ≤ Chn+1 = O(hn+1)

I Využijeme k náhradě derivaćı.

f (x + h)− f (x) = . . .

f (x − h)− f (x) = . . .

f (x + h)− f (x − h) = . . .

I Druhá derivace f ′′(x), p̌resněǰśı náhrada f ′(x) z hodnot v
x , x − h, x − 2h.



Přednáška č. 5
Numerické řešeńı ODR.

I Taylor̊uv polynom a odvozeńı diferenčńıch náhrad.

I ODR, Cauchyova úloha: Matematický popis fyzikálńıch jev̊u.

I Obecná jednokroková metoda. Explicitńı a implicitńı Eulerova
metoda.



Obyčejná diferenciálńı rovnice, Cauchyova úloha

I Cauchyova úloha pro ODR 1. řádu

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Cauchyova úloha pro soustavu rovnic

~y ′ = ~f (x , ~y), ~y(x0) = ~y 0.

I Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu

y (n) = G (x , y , y ′, . . . , y (n−1)),

y(x0) = y0, . . . y
(n−1)(y0) = y0,

I Post. podḿınky pro existenci a jednoznačnost řešeńı: MA3.



Taylor̊uv polynom, náhrada derivace

I Taylor̊uv polynom

f (x + h) = Tn(h) + Rn+1(h) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
hk + Rn+1(h)

I Je-li f dostatečně hladká, pak |Rn+1(h)| ≤ Chn+1 = O(hn+1)

I Využijeme k náhradě derivaćı.

f (x + h)− f (x) = . . .

f (x − h)− f (x) = . . .

f (x + h)− f (x − h) = . . .

I Druhá derivace f ′′(x), p̌resněǰśı náhrada f ′(x) z hodnot v
x , x − h, x − 2h.



Diferenčńı náhrady
I dop̌redná diference

f (x0 + h)− f (x0)

h
= f ′(x0) + O(h),

I zpětná diference

f (x0)− f (x0 − h)

h
= f ′(x0) + O(h),

I 1. centrálńı diference

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
= f ′(x0) + O(h2),

I 2. centrálńı diference

f (x0 + h)− 2f (x) + f (x0 − h)

h2
= f ′′(x0) + O(h2).

I 2. zpětná diference (2. řádu), A, B, C dopoč́ıtáme

Af (x0) + Bf (x0 − h) + Cf (x0 − 2h)

2h
= f ′(x0) + O(h2),



Princip numerického řešeńı
y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Přesné řešeńı: y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i : krok h = (b − a)/n,

xi = a + ih, Y i ≈ y(xi )

I Užijeme diferenčńı náhrady: Eulerova metoda (explicitńı
resp. implicitńı)

y ′(xn) ≈ Y n+1 − Y n

h
, y ′(xn+1) ≈ Y n+1 − Y n

h



Explicitńı a implicitńı Eulerova metoda.

I Explicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn,Y

n), Y n+1 = Y n + hf (xn,Y
n),

I Implicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn+1,Y

n+1), Y n+1−hf (xn+1,Y
n+1) = Y n

I Stabilita: Řeš́ıme úlohu (λ ∈ C)

y ′ = λy , y(0) = 1,

kde známe analytické řešeńı. Jak se chová numerické řešeńı?

I Globálńı chyba metody: O(h).



Eulerova explicitńı metoda - srovnáńı s p̌resným řešeńım
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Eulerova explicitńı metoda - chyba v závislosti na h
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Zobecněńı Eulerovy explicitńı metody
Jednokrokové metody

y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Přesné řešeńı: y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i : krok h = (b − a)/n,

xi = a + ih, Y i ≈ y(xi )

I Jednokrokové metody:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Př́ır̊ustková funkce Φ = Φ(x , y , h), p̌resný relativńı p̌ŕır̊ustek
∆(x , y , h).

I Lokálńı diskretizačńı chyba: δ = Φ−∆
I Globálńı (akumulovaná) chyba: e(xi ) = Y i − y(xi )
I Konvergence, řád metody, stabilita.



Př. Eulerova metoda
Př́ıklad

22. Je dána Cauchyova úloha

y ′(y − 4) = x + 3
√

1− y , y(3) = 2,

a) S krokem h = 0.5 určete p̌ribližnou hodnotu y(2) pomoćı
Eulerovy metody.



Př. Eulerova metoda
Př́ıklad

22. Je dána úloha

ẍ + 2ẋ + 26x = (1− t)+, x(0) = 0.001, x(0) = 0,

a) Volte krok a vypoč́ıtejte p̌ribližné řešeńı v intervalu [0,4].

b) Zjistěte maximum numerického řešeńı a zkuste odhadnout
jeho chybu (̌rešte na poč́ıtači).



Eulerova metoda
Př́ıklad

20. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

 y1tgx + y3 − 2
y1 + y2 ln (x + 1)
y1 + 2y2 − 1

x−2 y3

 ~y(1) =

 −1
1
2


a) Ově̌rte, že Cauchyova úloha má právě jedno řešeńı

b) Zapǐste interval I jej́ıho maximálńıho řešeńı

c) S krokem h = 0.2 určete p̌ribližnou hodnotu ~y(1.2) pomoćı
Eulerovy metody



Přednáška č. 6

I Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutty.

I Collatzova metoda (E1), RK4. Konvergence metod.

I Praktické užit́ı metod.



Explicitńı a implicitńı Eulerova metoda.

I Explicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn,Y

n), Y n+1 = Y n + hf (xn,Y
n),

I Implicitńı Eulerova metoda

Y n+1 − Y n

h
= f (xn+1,Y

n+1), Y n+1−hf (xn+1,Y
n+1) = Y n

I Stabilita: Řeš́ıme úlohu (λ ∈ C)

y ′ = λy , y(0) = 1,

kde známe analytické řešeńı. Jak se chová numerické řešeńı?

I Globálńı chyba metody: O(h).



Eulerova expl. metoda a p̌resné řešeńı
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Eulerova expl. metoda, chyba
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Zobecněńı Eulerovy explicitńı metody
Jednokrokové metody

y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Přesné řešeńı: y = y(x), x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i :

xi = a + ih, Y i ≈ y(xi )

I Jednokroková metoda

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Př́ır̊ustková funkce Φ, p̌resný relativńı p̌ŕır̊ustek ∆.
I Lokálńı diskretizačńı chyba δn, konzistentńı metoda.
I Globálńı chyba (akumulovaná diskretizačńı chyba):

ei = Y i − y(xi )
I Konvergence, řád metody, stabilita.



Zobecněńı Eulerovy explicitńı metody
Metody vyš̌śıho řádu

y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Cauchyova úloha y ′ = f (x , y), y(x0) = y0
I Metody Taylorova rozvoje

y(x0 + h) = y(x0) + y ′(x0)h +
1

2
y ′′(x0)h2 + O(h3)

I Zderivováńım dostaneme

y ′′(x) =
d

dx
(f (x , y(x))) = fx(x , y(x)) + fy (x , y(x))y ′(x)

Tedy

Φ̃(x , y , h) = f (x , y) + hfx(x , y) + hfy (x , y)f (x , y)



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutta: n = 2.

I Metoda RK2

Y i+1 = Y i + h(ω1k1 + ω2k2)

I

k1 = f (xi ,Y
i )

k2 = f (xi + α2h,Y i + hβ21k1)

I Srovnáme Φ s Φ̃, 4 koeficienty: ω1, ω2, α2, β21.

I Jejich volbou dosáhneme 2. řád p̌resnosti (srovnáńım s
metodou Taylorova rozvoje)



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutty.

Collatzova metoda:

Y i+1 = Y i + hk2

k2 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k1),

k1 = f (xi ,Y
i ),

I grafické znázorněńı,

I řád metody: O(h2).



Collatzova metoda - srovnáńı s p̌resným řešeńım
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80.



Collatzova metoda - chyby v závislosti na kroku h
Rovnice ẍ + x = 0

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80.



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutta

I Jednokroková metoda n-tého stupně:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Metody RK: Speciálńı volba p̌ŕır̊ustkové funkce Φ(xi ,Y
i , h)

Φ(xi ,Y
i , h) =

n∑
i=1

ωiki

I kde

ki = f (xi + αih,Y
i + h

i−1∑
j=1

βijki )

I Volba koeficient̊u: co nejvyš̌śıho řád konvergence, záviśı na n.



Metoda Runge-Kutty 4. řádu.

Runge-Kutta 4. řádu:

Y i+1 = Y i +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = f (xi ,Y
i ),

k2 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k1),

k3 = f (xi + h
2 ,Y

i + h
2 k2),

k4 = f (xi + h,Y i + hk3),

Řád metody: O(h4).



Řád konvergence metod typu Runge-Kutty.

I

Y i+1 = Y i + h

(
n∑

i=1

ωiki

)
,

I kde

ki = f (xi + αih,Y
i +

i−1∑
j=1

βijki )

I Řád konvergence:

n p

1 1
2 2
3 3
4 4
5 4
6 5

I Pozn. Volba kroku: h lze volit i záporné, lze použ́ıt i volba
h > 1 - souvislost s O(hp)!



Př́ıklady - Cauchyova úloha.

21. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

(
2x − y 2

2 + y1 + 1√
4− y1 − 2x

)
~y(0) =

(
0
1

)
a) Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny postačuj́ıćıpodḿınky existence a

jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy.

b) Užit́ım Collatzovy metody (1.modifikace Eulerovy metody) s krokem
h = 1 určete p̌ribližně hodnotu řešeńı v bodě x = 2.

c) Necht’ yi označuje hodnotu numerického řešeńı v bodě xi źıskaného Collatzovou metodou a y∗i hodnotu

p̌resného řešeńı. Zapǐste pomoćı těchto hodnot globálńı chybu εi . Zapǐste jaká je závislost εi na kroku h a

určete jakého řádu je Collatzova metoda. Odhadněte, jak se změńı globálńı chyba v bodě x p̌ri změně

kroku z h na h/4 u Collatzovy metody.

22. Je dána Cauchyova úloha

y ′′′− yy ′′+
y ′

y
ln x =

x

x2 − 1
, y(3) = −1, y ′(3) = 0, y ′′(3) = 0.

Určete s krokem h = 0, 4 pomoćı Collatzovy metody p̌ribližnou
hodnotu řešeńı y ′′(3.4).



Přednáška č. 7

I Metoda śıt́ı (konečných diferenćı) v 1 a 2D.

I Okrajová úloha pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici 2.
řádu. Existence a jednoznačnost řešeńı.

I Samoadjungovaný tvar rovnice. Sturmovy okrajové podḿınky.



Metoda śıt́ı 1D

a bx
i

I Řešeńı hledáme na I = 〈a, b〉
I Voĺıme h = (b − a)/n, śıt’ xi = a + ih

I Řešeńı aproximujeme y(xi ) ≈ Yi

I Derivace nahrad́ıme diferencemi, řeš́ıme soustavu

Ah(~Y ) = Fh



Metoda śıt́ı 2D

y

x

Ω

I Aproximujeme u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2: voĺıme h > 0,

I označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi



Metoda śıt́ı 2D

y

x

Ω

I Aproximujeme u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2: voĺıme h > 0,

I označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi
I označ́ıme yj = y0 + jh, śıt’ové čáry y = yj



Metoda śıt́ı 2D

y

x

Ω

I Aproximujeme u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2: voĺıme h > 0,

I označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi
I označ́ıme yj = y0 + jh, śıt’ové čáry y = yj
I označ́ıme Pi ,j = [xi , yj ] pr̊useč́ıky śıt’ových čar v Ω

I u(Pi ,j) ≈ Ui ,j , derivace → diference, dostaneme

~Gh( ~Uh) = ~Fh



Okrajová úloha pro diferenciálńı rovnici 2. řádu
Motivace: proč řeš́ıme?

I Cauchyova úloha:

my ′′ = F (x , y , y ′), y(a) = A, y ′(a) = K

I Fyzikálně: nap̌r. hmotný bod [a,A], má danou rychlost,
?trajektorie?

I Okrajová úloha:

my ′′ = F (x , y , y ′), y(a) = A, y(b) = B

I Fyzikálně: jak se z [a,A] dostat do [b,B] ?



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Formulace

I Lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

I Okrajové podḿınky (Sturmovy okrajové podḿınky),
|α1| + |α2| 6= 0, |β1| + |β2| 6= 0,

α1y ′(a) + α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3.

I Speciálńı volby: Okrajové podḿınky

Neumannovy y ′(a) = α, y ′(b) = β,

Dirichletovy y(a) = α, y(b) = β,

y(a) = α, y ′(b) = β.

I Kdy existuje jednoznačné řešeńı y(x)?
pro okrajovou úlohu mnohem komplikovaněǰśı



Existence řešeńı pro okrajovou úlohu
Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

I Úloha A:

y ′′(x) = sin(x), y(0) = 2, y(π) = −2.

I Úloha B:
y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 1.

I Úloha C:
y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π/2) = 1.

I Úloha D:
y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

I Úloha E:
−y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

Ve všech p̌ŕıpadech: hladká data.
Existenci a jednoznačnost řešeńı lze zaručit jen pro úlohy ve
speciálńım tvaru.



Existence řešeńı pro okrajovou úlohu
Tvar rovnice v technických úlohách

V technických úlohách má diferenciálńı rovnice často tvar

−(py ′)′ + qy = f ,

I p, q - materiálové konstanty, kladné/nezáporné.

I pro neizotropńı materiál - p, q jako nezáporné funkce

p = p(x), q = q(x).

Samoadjungovaný tvar rovnice:

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x),



Existence a jednoznačnost řešeńı pro úlohy v
samoadjungovaném tvaru

Je dána okrajová úloha:

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x),

a okrajové podḿınky

α1y ′(a) + α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3.

Necht’ plat́ı

(i) p(x), p′(x), q(x), f (x) - spojité funkce na 〈a, b〉
(ii) p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉

Pak existuje právě jedno řešeńı (s výjimkou p̌ŕıpadu
α2 = β2 = 0 ≡ q(x)).



Převod na samoadjungovaný tvar

Uvažujeme rovnici

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

p̌renásob́ıme −p(x) (neznámá funkce)

−p(x)y ′′−p(x)f1(x)y ′−p(x)f2(x)y = −p(x)g(x),

samoadjungovaný tvar

−p(x)y ′′−p′(x)y ′︸ ︷︷ ︸
−(py ′)′

+q(x)y = f (x),

Dostáváme:

−p′(x) = −p(x)f1(x), diferenciálńı rovnice pro p(x)

q(x) = −p(x)f2(x), f (x) = −p(x)g(x).



Převod na samoadjungovaný tvar. Př́ıklady.
23. Formulujte Dirichletovu úlohu pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu v samoadjungovaném tvaru

a) Uved’te podḿınky pro jednoznačnou řešitelnost úlohy (a)

b) Zdůvodněte, zda jsou postačuj́ıćı podḿınky splněny pro úlohu

−(xy′)′ +
3− x

x
y = − ln(2 + x) y(1) = 0, y(2) = −4

24. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
2

x
y′ + (c − x)y + x2 = 0 y(2) = −1, y(4) = 3

a) Danou rovnici p̌reved’te na samoadjungovaný tvar

b) Určete všechny hodnoty parametru c ∈ R, pro něž jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné
řešitelnosti Dirichletovy úlohy

25. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
4

x2 − 4
y = 1 y(3) = 0, y(5) = −1

a) Ově̌rte, že úloha má právě jedno řešeńı

b) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic, která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s krokem h = 0.5

26. Je dána rovnice

y′′ +
2

x
y′ −

x

2 + x
y =

1

x − 3

a) Určete intervaly maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy pro danou rovnici

b) Ově̌rte, že jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné řešitelnosti Dirichletovy úlohy pro danou rovnici
s okrajovými podḿınkami y(−5) = −2, y(−3) = 0



Princip numerického řešeńı

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x), + okrajové podḿınky

a bx
i

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I Interval I rozděĺıme ekvidistantně s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Budeme hledat p̌ribližné řešeńı

Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

−
(
py ′
)′ ≈ dvoj́ım užit́ım 1. centrálńı diference



Diferenčńı náhrada v uzlu xi

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2i−1/2

x

I 1. centrálńı diference s krokem h/2

(py ′)′|xi ≈
pi+ 1

2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h
I tedy dostaneme

(
py ′
)′ |xi ≈ pi− 1

2
Y i−1 − (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)Y i + pi+ 1

2
Y i+1

h2



Princip numerického řešeńı

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I Interval I rozděĺıme ekvidistantně s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Budeme hledat p̌ribližné řešeńı

Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

−
(
py ′
)′ ≈ −pi−1/2Y i−1 + (pi+1/2 + pi−1/2)Y i − pi+1/2Y i+1

h2

I Jaká je lokálńı diskretizačńı chyba a globálńı chyba?



Přednáška č. 8

I Numerické řešeńı okrajové úlohy pro ODR.

I Aproximace Dirichletových a Neumannových okrajových
podḿınek,

I Řešeńı vzniklé soustavy lineárńıch rovnic.



Princip numerického řešeńı

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x), + okrajové podḿınky

a bx
i

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I Interval I rozděĺıme ekvidistantně s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Budeme hledat p̌ribližné řešeńı

Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi(
py ′
)′ ≈ dvoj́ım užit́ım 1. centrálńı diference s krokem h/2



Diferenčńı náhrada v uzlu xi

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2i−1/2

x

I 1. centrálńı diference s krokem h/2

(py ′)′|xi ≈
pi+ 1

2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h
I tedy dostaneme

(
py ′
)′ |xi ≈ pi− 1

2
Y i−1 − (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)Y i + pi+ 1

2
Y i+1

h2



Diferenčńı schéma pro Dirichletovu úlohu
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (1)

soustavou rovnic pro i = 1, . . . , n − 1

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

kde dosad́ıme za Y 0 = A, Y n = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:

I Matice soustavy je symetrická, ťŕıdiagonálńı.

I Matice soustavy je diagonálně dominantńı (p > 0, q ≥ 0).

I Je-li q > 0 pak matice soustavy je ODD. Vždy je IDD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı (p > 0, q ≥ 0).



Náhrada Neumannovy okrajové podḿınky
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproxinujeme úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y ′(b) = B, (2)

I diference 1. řádu (̌rád chyby!)

Y n − Y n−1

h
= B

I 1. centrálńı diference (ghost cell, p̌ridáme xn+1 = b + h)

Y n+1 − Y n−1

2h
= B

−pn− 1
2
Y n−1 + (pn+ 1

2
+ pn− 1

2
+ h2qn)Y n − pn+ 1

2
Y n+1 = h2fn

I 3. bodová diference z xn, xn−1, xn−2 (nevhodné: poruš́ıme DD
i symetrii),

I v uzlu x = b postupujeme obdobně.



Diferenčńı náhrada dif. rovnice

Věta: Pro p ∈ C 3(I ), y ∈ C 4(I ) plat́ı

(py ′)
′
∣∣∣
x=xi

=
pi+ 1

2

yi+1−yi
h − pi− 1

2

yi−yi−1

h

h
+ O(h2)



Diferenčńı náhrada dif. rovnice

Věta: Pro p ∈ C 3(I ), y ∈ C 4(I ) plat́ı

(py ′)
′
∣∣∣
x=xi

=
pi+ 1

2

yi+1−yi
h − pi− 1

2

yi−yi−1

h

h
+ O(h2)

Dk.

(py ′)′
∣∣∣
x=xi

=
pi+ 1

2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
+ O(h2),

y′(x
i+ 1

2
) =

yi+1 − yi

h
+ O(h3)−

h2

24
y′′′(xi+1/2), y′(x

i− 1
2

) =
yi − yi−1

h
+ O(h3)−

h2

24
y′′′(xi−1/2),

nebot’ plat́ı

z(x0 + h/2)− z(x0 − h/2) = z ′(x0)h +
2

3!

h3

8
z ′′′(x0) + O(h4),

z(x0 + h/2) = z(x0) + z′(x0)
h

2
+

1

2
z′′(x0)

h2

4
+

1

3!
z′′′(x0)

h3

8
+ O(h4)

z(x0 − h/2) = z(x0)− z′(x0)
h

2
+

1

2
z′′(x0)

h2

4
−

1

3!
z′′′(x0)

h3

8
+ O(h4)



Lokálńı diskretizačńı chyba, globálńı chyba
Dirichletova úloha

V́ıme: Přesné řešeńı Dirichletovy úlohy y(x) splňuje

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (3)

pro y ∈ C 4(I ) a ~y hodnoty řešeńı y(x) v uzlech śıtě xi plat́ı,

Ah~y = Fh + ~ηh, ηh,i = O(h2)

Přibližné řešeńı ~Y splňuje

A~Y = F

Lokálńı diskretizačńı chyba je O(h2).
Lze něco ř́ıct o globálńı chybě chybě e = ~y − ~Y ?



Stabilita pro spec. rovnici

I Úloha −y ′′ = f (x), y(a) = 0, y(b) = 0.
I Vede na soustavu rovnic s matićı A

2 -1 0 0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0 0 0

0 0 -1 2 -1 0 0 0

0 0 0 -1 2 -1 0 0

0 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 0 -1 2 -1

0 0 0 0 0 0 -1 2

I Ukážeme Au = λu, kde pro k = 1, . . . , n − 1

u = (uj)
n−1
j=1 , uj = exp(±iπkj/n), λ = 2−2 cos(πk/n)

I Symetrická poz. definitńı matice:
‖A−1‖2 = 1/λMIN = 1/(2− 2 cos(π/n)) ≈ n2/π2 = 1/(π2h2)



Numerické řešeńı vybraného problému

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Známe analytické řešeńı.



Numerická řešeńı, konvergence

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı, chyba

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Chyba numerického řešeńı(log), krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı
Konvergence záviśı na úloze

−(x2y ′)′ = 1, y(0) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Př́ıklady.
Metoda śıt́ı pro Dirichletovu úlohu v samoadjungovaném tvaru

27. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
2

x
y′ + (c − x)y + x2 = 0 y(2) = −1, y(4) = 3

a) Danou rovnici p̌reved’te na samoadjungovaný tvar

b) Určete všechny hodnoty parametru c ∈ R, pro něž jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné
řešitelnosti Dirichletovy úlohy

c) Napǐste prvńı dvě rovnice soustavy śıt’ových rovnic která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s
krokem h = 0.2 pro c = 1

28. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
4

x2 − 4
y = 1 y(3) = 0, y(5) = −1

a) Ově̌rte, že úloha má právě jedno řešeńı

b) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic, která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s krokem h = 0.5

29. Je dána rovnice

y′′ +
2

x
y′ −

x

2 + x
y =

1

x − 3

a) Určete intervaly maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy pro danou rovnici

b) Ově̌rte, že jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné řešitelnosti Dirichletovy úlohy pro danou rovnici
s okrajovými podḿınkami y(−5) = −2, y(−3) = 0

c) Napǐste prvńı dvě rovnice soustavy śıt’ových rovnic která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s
krokem h = 0.4



Přednáška č. 9

I Klasifikace lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic 2.̌rádu
dvou nezávisle proměnných.

I Numerické řešeńı Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici.



Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic(PDR)
Př́ıklady PDR

I Eliptická rovnice: Poissonova rovnice (4u = f )

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= f ,

nebo
−∇ · ∇u = f ,

I Parabolická rovnice: Rovnice vedeńı tepla (p > 0)

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Hyperbolická rovnice: Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,



Dirichletova úloha pro Poissonovu rovnici
Existence řešeńı?

I Hledáme u ∈ C 2(Ω) ∪ C 1(Ω) takové, že

4u = f v Ω, u = ϕ na ∂Ω

I Existence (klasického) řešeńı záviśı na vlastnostech f , ϕ a Ω.

I Věta: Ω oblast s hladkou hranićı (C 2), ϕ ∈ C (Ω), f ∈ C 1(Ω),
pak existuje právě jedno řešeńı u ∈ C 2(Ω).

I Věta: Ω konvexńı, Lipschitzovsky spojitá hranice, ϕ ∈ C (Ω),
f ≡ 0, pak existuje právě jedno řešeńı u ∈ C 2(Ω).



Metoda śıt́ı 2D

y

x

Ω

I Aproximujeme u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2: voĺıme h > 0,

I označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi
I označ́ıme yj = y0 + jh, śıt’ové čáry y = yj
I označ́ıme Pi ,j = [xi , yj ] pr̊useč́ıky śıt’ových čar v Ω

I u(Pi ,j) ≈ Ui ,j , derivace → diference, dostaneme

~Gh( ~Uh) = ~Fh



Diferenčńı náhrady parciálńı derivace

i,j
P

P

i+1,j

i,j−1

PP
i−1,j

P
i,j+1

h

h

I 2. centrálńı diference

f (x0 + h)− 2f (x) + f (x0 − h)

h2
= f ′′(x0) + O(h2).

I Užijeme 2. centrálńı diferenci ve směru x resp. y, chyba O(h2)
I nahrad́ıme

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,



Diferenčńı náhrady 2. parciálńı derivace

i,j
P

P

i+1,j

i,j−1

PP
i−1,j

P
i,j+1

h

h

I

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,

I Náhrada rovnice 4u = f v bodě Pi ,j

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = −h2fi ,j

I jen pro Pi ,j , který
”
má všechny sousedy“, takový uzel

nazýváme regulárńı.



Hraničńı a neregulárńı uzly

y

x

Ω

I Aproximujeme řešeńı u(Pi ,j) ≈ Ui ,j

I Označ́ıme hraničńı, regulárńı a neregulárńı uzly.

I v hraničńıch uzlech Q - užijeme Dirichletovy okrajové
podḿınky

UQ = ϕ(Q)

I v neregulárńıch uzlech PN - chceme zachovat řád
aproximace!



Náhrada v neregulárńım uzlu

N QR sitova primka

u 

h hδ

I Hodnotu v neregulárńım uzlu - lineárńı interpolace

UR − UN

h
=

UN − UQ

δh

I tedy
(1 + δ)UN − δUR = UQ

I Pro hladké řešeńı je tato náhrada 2. řádu p̌resnosti, tj. chyba
O(h2). Dle Taylorova rozvoje v PN :

u(x + δh) = u(x) + δhu′(x) + O(h2)

u(x − h) = u(x)− hu′(x) + O(h2)



Vlastnosti soustavy rovnic. Řád aproximace

I Výsledná soustava rovnic je lineárńı soustava rovnic (n o n
neznámých).

I Matice soustavy je symetrická (?, pozor, neregulárńı uzly)

I Matice soustavy je DD (ne však ODD), věťsinou IDD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı.

I Lokálńı chyba aproximace O(h2). Co plat́ı pro globálńı chybu?

eh = u − Uh

AhUh = Fh

Ahu = Fh + ηh, ηh = O(h2)

I Je eh = O(h2)?



Poissonova rovnice
Př́ıklad

33. Je dána Dirichletova úloha ∆u = 4 v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [2; 0], [0; 1.8], [1.4; 1.8] s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x2 na hranici Γ = ∂Ω

b) Načrtněte obrázek s č́ıslováńım uzl̊u pro h = 0.6

c) Sestavte śıt’ové rovnice v uzlech tak, aby metoda byla 2.̌rádu
p̌resnosti

34. a) Je dána Dirichletova úloha ∆u = x(y + 1) v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [1.8; 0], [0; 1.5] a [1.5; 1.5]. s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x + y na hraniciΓ.

(a) Volte h = 0.5, nakreslete obrázek oblasti, zobrazte všechny
śıt’ové čáry, śıt’ové uzly uvniťr oblasti, regulárńı neregulárńı a
hraničńı uzly, č́ıslováńı uzl̊u.

(b) Sestavte śıt’ové rovnice, v neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolace.



Přednáška č. 10
Rovnice vedeńı tepla

I Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Rovnice vedeńı tepla

I Úloha:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınka

u(x , 0) = u0(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.



Metoda śıt́ı a aproximace řešeńı

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).

I Postup řešeńı:

{U0
i } → {U1

i } → {U2
i } → {U3

i } . . .



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , chyba O(h2 + τ)

∂2u

∂x2
(Pk

i ) ≈
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2

∂u

∂t
(Pk

i ) ≈
Uk+1
i − Uk

i

τ



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ f k

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Stabilita:

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.001 0 21 24 29 36 25
0.002 0 -159 44 49 -144 25
0.003 0 3461 -1936 . . . . . . 4 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.00005, σ = τ

h2 = 0.5

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.0005 0 2 5 10 17 25
0.0010 0 2.5 6 11 17.5 25
0.0015 0 3 6.75 12.25 18 25
0.0020 0 3.375 7.625 12.375 18.625 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace:
O(h2 + τ),

I Stabilita

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.



Rovnice vedeńı tepla
Implicitńı schéma

h

τ

i
P

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , chyba O(h2 + τ)

∂2u

∂x2
(Pk+1

i ) ≈
Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2

∂u

∂t
(Pk+1

i ) ≈
Uk+1
i − Uk

i

τ



Rovnice vedeńı tepla
Implicitńı schéma

h

τ

i
P

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ f k+1

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2 , dostáváme

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,



Rovnice vedeńı tepla
Srovnáńı explicitńı a implicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

h

τ

i
P

k+1

I Explicitńı schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: σ = pτ

h2 ≤ 1
2

I Implicitńı schéma:

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: Vždy.

I Lze Crank-Nicholson: Chyba aproximace: O(h2 + τ2),
stabilita vždy.



Rovnice vedeńı tepla
Srovnáńı explicitńı a implicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

h

τ

i
P

k+1

I Explicitńı schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: σ = pτ

h2 ≤ 1
2

I Implicitńı schéma:

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: Vždy.
I Lze Crank-Nicholson: Chyba aproximace: O(h2 + τ2),

stabilita vždy.



Rovnice vedeńı tepla
Př́ıklad

35.a) Je dána sḿı̌sená úloha

∂u

∂t
= 0.3

∂2u

∂x2
+ x + 2t v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 1); t > 0}

u(x, 0) = x2
pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = arctg(t), u(1, t) =
1

2t + 1
pro t ≥ 0

b) Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu

c) Určete τ a minimálńı krok h tak, aby p̌ri jej́ım řešeńı stabilńı explicitńı metodou ležel bod P = [0.25; 0.1] v
prvé časové vrstvě

d) Pro hodnoty τ a h z bodu (b) určete p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě P užit́ım explicitńı metody

e) Při h = τ = 0.25 sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu užit́ım implicitńı formule

36. Je dána rovnice
∂u

∂t
= 2.5

∂2u

∂x2
v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 2); t > 0}

b) Při zadaných podḿınkách

u(x, 0) = x(2− x), u(0, t) = 30t, u(2, t) = 0, pro x ∈ 〈0; 2〉, t ≥ 0,

sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu pomoćı implicitńıho schematu. Volte h = 0.5 a
τ = 0.1

c) Rozhodněte, zda lze volit časový krok τ = 0.01, resp. τ = 1 aby pro daný krok v ose x bylo užité schema
stabilńı



Přednáška č. 11

I Metoda śıt́ı pro vlnovou rovnici.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Formulace sḿı̌sené úlohy pro vlnovou rovnici

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınky

u(x , 0) = ϕ(x), x ∈ 〈a, b〉,

∂u

∂t
(x , 0) = ψ(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.

I Jsou splněny podḿınky souhlasu.



Explicitńı schema

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Aproximace derivaćı

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).



Explicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Rovnice:
∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i :

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ2
= c2 Uk

i+1 − 2Uk
i + Uk

i−1

h2
+ f k

i

I Násob́ıme τ2, označ́ıme σ2 = c2τ2

h2 , explicitně vyjáďŕıme Uk+1
i



Explicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Náhrada v uzlu Pk
i , explicitńı schéma

Uk+1
i = σ2Uk

i+1 + 2(1− σ2)Uk
i + σ2Uk

i−1 − Uk−1
i + τ2f k

i

I Stabilita:
σ =

cτ

h
≤ 1.



Náhrada na 1. časové vrstvě
Náhrada s chybou O(τ 2)

I Náhrada s chybou O(τ):

∂u

∂t
(xi , 0) =

u(xi , τ)− u(xi , 0)

τ
+ O(τ) ≈

U1
i − U0

i

τ

I nebo-li

U1
i ≈ u(xi , τ) = u(xi , 0) + τ

∂u

∂t
(xi , 0) + O(τ2)



Vlnová rovnice, explicitńı schéma

I Lokálńı chyba aproximace - 2. centrálńı diference (viz
Přednáška 7)

O(h2 + τ2)

I Důležitá stabilita: σ ≤ 1

I Lze už́ıt implicitńıho schématu, tj. aby byla zaručena
stabilita pro libovolné σ ≥ 0?



Implicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

I Rovnice:
∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i :

∂2u

∂2t
(Pk

i ) ≈
Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ 2

∂2u

∂x2
(Pk

i ) ≈ 1

2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+

1

2

Uk−1
i+1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i−1

h2

I Dosad́ıme do rovnice, násob́ıme τ2,

I označ́ıme

σ2 =
c2τ2

h2

I vyjáďŕıme soustavu pro Uk+1
i

−
1

2
σ

2Uk+1
i−1 + (1 + σ2)Uk+1

i −
1

2
σ

2Uk+1
i+1 =

1

2
σ

2Uk−1
i−1 − (1 + σ2)Uk−1

i +
1

2
σ

2Uk−1
i+1 + 2Uk

i + τ2f ki



Vlnová rovnice
Př́ıklad

37. Je dána sḿı̌sená úloha
∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x sin t

u(x, 0) = x2
,

∂u

∂t
(x, 0) = 1− x2

pro x ∈ 〈−1; 1〉

u(−1, t) = 1 , u(1, t) = cos t pro t ∈ 〈0;∞)

Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podḿınka stability pro explicitńı metodu s prostorovým
krokem h = 0.2

c) Odvod’te śıt’ové rovnice pro prvńı časovou vrstvu p̌ri náhradě ∂u
∂t

(x, 0) s chybou O(τ)

d) Stanovte p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.2; 0.2]. Užijte výsledky z bodů (b) a (c).

38.a) Je dána sḿı̌sená úloha

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x

u(x, 0) = x(x − 1) ,
∂u

∂t
(x, 0) = (1− x)2

pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = sin t , u(1, t) = 0 pro t ∈ 〈0;∞)

Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu.

b) Pro explicitńı metodu volte h = 0.2. Určete τ tak, aby byla splněna podḿınka stability a bod
A = [0.4; 0.2] byl uzlem śıtě

c) Stanovte p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě A. Pro prvńı časovou vrstvu užijte náhradu s chybou O(τ).



Přednáška č. 12

I Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2

I Úloha: Chceme naj́ıt závislost v namě̌rených datech -
obsahuj́ı nep̌resnosti,

I Princip aproximace: Hledáme takovou funkci v dané(m)
množině(prostoru), která minimalizuje odchylku.

I Prostor funkćı: Zde polynomy stupně nejvýše n, ale obecně ...



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2

I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I Volba funkce: Nap̌r. polynom stupně n

δ2(p(x)) =
∑
i

(a0 + a1xi + · · ·+ anxn
i − yi )

2

I Volba funkce: Nap̌r. polynom stupně n = 2

δ2(p(x)) =
∑
i

(
a0 + a1xi + a2x2

i − yi
)2



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I dána tabulka dat [xi , yi ], minimalizujeme kvadratickou
odchylku

G (a0, a1) := δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I odvozeńı normálńıch rovnic ∂G/∂ak = 0 pro k = 0, 1.

I soustava normálńıch rovnic

a0(
∑
i

1) + a1(
∑
i

xi ) =
∑
i

yi ,

a0(
∑
i

xi ) + a1(
∑
i

x2
i ) =

∑
i

xiyi ,



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

13.a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u p̌ri aproximaci tabulky
hodnot (xi , yi ) pro i = 1, . . . , n polynomem nejvýše 1. stupně.

b) Odvod’te obecně soustavu normálńıch rovnic pro p̌ŕıpad (a).

c) Určete polynom p∗1 nejvýše 1. stupně, který ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot:

xi -1 -1 0 1 1 2
yi 0.5 -0.4 0.7 0.5 0.5 -0.4

14.a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u p̌ri aproximaci tabulky
hodnot (xi , yi ) pro i = 1, . . . , n polynomem nejvýše 2. stupně.

b) Odvod’te obecně soustavu normálńıch rovnic pro p̌ŕıpad (a).

c) Určete polynom p∗1 nejvýše 2. stupně, který ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot.
Určete odpov́ıdaj́ıćı kvadratickou odchylku.

xi -2 -1 -1 0 0 1 1 2
yi 9.9 4 4.1 0.1 0.2 -2 -2.5 -1.8



Opakováńı

I Př́ıklady.



Ṕısemka (1., 2.)
1. Je dána tabulka hodnot

xi −2 −1 −1 0 0 0 1 1 2
yi 0.8 −0.58 −0.62 −1.2 −0.5 −1.3 0 −0.8 1.2

a) Zapǐste podḿınku, kterou má splňovat polynom nejvýše 2. stupně, který aproximuje tabulku
hodnot xi yi metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Odvod’te soustavu normálńıch rovnic pro tento p̌ŕıpad.
[8b]

b) Sestavte soustavu normálńıch rovnic pro zadanou tabulku hodnot a pro aproximaci polynomem
p∗2 (x) nejvýše 2. stupně. Proved’te LU rozklad matice soustavy a užit́ım LU rozkladu vypočtěte
p̌resné řešeńı soustavy. [10b]

c) Určete polynom p∗2 (x) nejvýše 2. stupně, který danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve

smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u. [7b]

2. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

(
2x − y2

2 + y1 + 1√
4− y1 − 2x

)
~y(0) =

(
0
1

)

a) Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny postačuj́ıćıpodḿınky existence a jednoznačnosti řešeńı
Cauchyovy úlohy [5b]

b) Užit́ım Collatzovy metody (1.modifikace Eulerovy metody) s krokem h = 1 určete p̌ribližně
hodnotu řešeńı v bodě x = 2. [10b]

c) Necht’ yi označuje hodnotu numerického řešeńı v bodě xi źıskaného Collatzovou metodou a y∗i

hodnotu p̌resného řešeńı. Zapǐste pomoćı těchto hodnot globálńı chybu εi . Zapǐste jaká je závislost

εi na kroku h a určete jakého řádu je Collatzova metoda. Odhadněte, jak se změńı globálńı chyba

v bodě x p̌ri změně kroku z h na h/4 u Collatzovy metody. [10b]



Ṕısemka (3., 4.)

3. Je dána Dirichletova okrajová úloha

y′′ +
1

2x
y′ − 4y = −

2

x
, y(1) = 1, y(5) = 0

a) Danou rovnici p̌revedte na samoadjungovaný tvar. Zapǐste postačuj́ıćı podḿınky pro existenci a
jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy. Ově̌rte zda jsou splněny. [8b]

b) Ukažte, že výraz
y(x+h)−y(x−h)

2h
je aproximaćı y′(x) pro dostatečně hladkou funkci y(x). Užit́ım

tohoto vztahu odvod’te tvar śıt’ových rovnic pro diskretizaci úlohy v samoadjungovaném tvaru
metodou śıt́ı s krokem h. [8b]

c) Volte h = 1 a sestavte śıt’ové rovnice pro Dirichletovu úlohu v samoadjungovaném tvaru źıskanou
v a). Je pro tuto soustavu rovnic Gauss-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı? Zdůvodněte. [9b]

4. Dána sḿı̌sená úloha
∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+

2x

t + 1
,

u(x, 0) = ax + b pro x ∈< 0, 4 >,
u(0, t) = 2 + t u(4, t) = −2 pro t ∈ 〈0, 10〉

a) Určete, pro které hodnoty a, b ∈ R jsou splněny podḿınky souhlasu a odvod’te śıt’ovou rovnici v
regulárńım uzlu (k + 1)-ńı časové vrstvy p̌ri řešeńı dané úlohy implicitńı metodou. Zapǐste
podḿınku stability pro implicitńı metodu. [10b]

b) Volte krok h a τ maximálńı tak, aby bod A = [1; 1
2

] byl uzlem śıtě implicitńı metoda byla stabilńı.

Sestavte rovnice implicitńıho schematu na prvńı časové vrstvě. [9b]
c) Pro źıskanou soustavu rovnic z b) proved’te jeden krok Jacobiho iteračńı metody, počátečńı iteraci

volte jako nulový vektor (tj. X (0) = ~0). [6b]
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