
Numerická matematika
Úvodńı informace

Viz http://mat.fs.cvut.cz

I Rozsah: 2+2, Z, Zk , seminá̌r 0+2 Z,

I Obsah: numerické metody pro lineárńı algebru, obyčejné a
parciálńı diferenciálńı rovnice,

I Zápočet: požadavky, změny, 16 bodů ke zkoušce.

I Zkouška: 4 p̌ŕıklady, důraz na dif. rovnice.

I Na seminá̌ri: zkouška po částech.

I Kontakt: Petr Sváček, KD 201, konzultace ve sťredu
12:30-14:00 nebo po dohodě.

I Pro zájemce je otev̌ren p̌redmět MMTA, ve sťredu od 16:30,
kontakt J. Halama.

I Na p̌rednášce: ukázky metod na jednoduchých p̌ŕıkladech.



Dnešńı p̌rednáška

I Soustavy lineárńıch rovnic, základńı pojmy.

I Př́ımé metody řešeńı soustav.

I Princip iteračńıch metod.

I Vlastnosti matice soustavy.

I Iteračńı metody.



Soustavy lineárńıch rovnic
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Znalost pojmů:

I Hodnost matice, čtvercová, regulárńı a singulárńı matice.

I Frobeniova věta, existence a jednoznačnost řešeńı.

I Gaussova eliminace.

I Determinant, inverzńı matice.

I Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice.



Př́ımé metody řešeńı

Ax = b

Př́ımé metody jsou takové metody, které vedou k nalezeńı p̌resného
řešeńı v p̌redem známém počtu krok̊u.

Výhody: Vždy vedou k výsledku.

Nevýhody: Rychle rostoućı výpočetńı a pamět’ová náročnost.

I Gaussova eliminace.
operaćı ≈ n3, pamět’ ≈ n2

I Inverzńı matice.
operaćı ≈ n3, pamět’ ≈ n2

I Cramerovo pravidlo.
operaćı ???

I Daľśı p̌ŕımou metodou je tzv. LU rozklad.
operaćı ≈ n3, pamět’ ≈ n2



Proč LU rozklad?

Je-li soustava zapsaná ve tvaru

Ux = b

kde U je horńı trojúhelńıková matice, pak lze řešeńı nalézt pomoćı
≈ n2 operaćı.

I Jedná se o tzv. zpětný chod Gauss. eliminace.

I Z posledńı n−té rovnice vypočteme xn, to dosad́ıme do
p̌redposledńı. Atd.

I Je-li soustava zapsaná ve tvaru

Ly = g ,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, postupujeme obdobně
(od x1).



LU rozklad
Postup řešeńı

I Uvažujme soustavu s matićı typu n × n

Ax = b

I Provedeme rozklad A na dolńı a horńı trojúhelńıkovou matici
≈ n3 .

A = LU

I Řeš́ıme soustavu ≈ n2 .

Ly = b

I Řeš́ıme soustavu ≈ n2 .

Ux = y

I U jedné z matic L a U lze volit diagonála libovolně.

I Voĺıme diagonálu L, lii = 1.



Shrnut́ı: Př́ımé metody řešeńı

Př́ımé metody řešeńı Ax = b

I Zaručeno, že dosáhnou výsledku.

I Pro velký počet neznámých: rostoućı výpočetńı náročnost ≈ n3.

I Rostoućı pamět’ová náročnost ≈ n2.

I Pro speciálńı matice lze algoritmy zapsat efektivně (nap̌r.
ťŕıdiagonálńı matice).

Efektivněǰśı řešeńı?

I V praxi se často vyskytuj́ı velké ř́ıdké matice, tj. matice, které
obsahuj́ı skoro všude nuly.

I tj. matice s n >> 10, kde počet nenulových prvk̊u odpov́ıdá n.

I p̌ŕımé metody ≈ n3 operaćı vs. maticové násobeńı ≈ n,

I Řešeńı nemuśıme znát p̌resně, stač́ı nap̌r. vědět jak jsme mu bĺızko.



Princip iteračńıch metod

Sestrojme posloupnost vektor̊u

X (0),X (1),X (2), ...

tak aby konvergovala k p̌resnému řešeńı soustavy

Ax = b

Pokud tato posloupnost konverguje nezávisle na počátečńım
p̌ribĺıžeńı X (0), ř́ıkáme, že odpov́ıdaj́ıćı metoda je konvergentńı.

Konvergence metody záviśı na vlastnostech matice A.

Konvergenci mě̌ŕıme jako velikost/normu vektoru X (k) − X ∗.



Norma matice a vektoru

I Řádková norma

‖A‖m = max
i

n∑
j=1

|ai ,j | ‖~x‖m = max
i
|xi |

I Sloupcová norma

‖A‖` = max
j

m∑
i=1

|ai ,j | ‖~x‖` =
n∑

i=1

|xi |

I Euklidovská norma

‖A‖E =

( m∑
i=1

n∑
j=1

|ai ,j |2
) 1

2

‖~x‖E =

( n∑
i=1

|xi |2
) 1
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Vlastnosti matice

Matice A je

I osťre diagonálně dominantńı (ODD), pokud

|aii | >
∑
j 6=i

|aij |

I symetrická, pokud
aij = aji

I pozitivně definitńı pokud pro libovolný nenulový vektor
x 6= ~0 plat́ı ∑

i ,j

xiaijxj > 0

I spektrálńı poloměr matice A je č́ıslo ρ(A) definované

ρ(A) = max{|λ| : λ je vlastńı č́ıslo A}



Prostá iteračńı metoda

Soustava tvaru
x = Ux + V ,

Iteračńı metoda
X (k+1) = UX (k) + V ,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: Je-li ‖U‖ < 1, pak prostá iteračńı
metoda je konvergentńı. Nav́ıc plat́ı

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖x (k) − x (k−1)‖,

‖x (k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖U‖
‖x (1) − x (0)‖,



Odvozeńı klasických iteračńıch metod
Vezmeme postupně rovnici i = 1, 2, 3, . . . , n a z té nalezneme xi :∑

j<i

aijxj + aiixi +
∑
j>i

aijxj = bi

Dostáváme rovnici zapsanou ve tvaru

xi =
1

aii

bi −
∑
j<i

aijxj −
∑
j>i

aijxj


Jacobiho iteračńı metoda (složkový zápis)

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


V maticovém zápise lze udělat totéž pomoćı rozštěpeńı matice
A = L + D + P, dostáváme rovnost

Dx = −(P + L)x + b



Přednáška č. 2

I Opakováńı: Prostá a Jacobiho iteračńı metoda.

I Gauss-Seidelova iteračńı metoda.

I Gradientńı metody.



Prostá iteračńı metoda

Soustava tvaru
x = Ux + V,

Iteračńı metoda
X(k+1) = UX(k) + V,

Plat́ı

I Nutná a postačuj́ıćı podḿınka: Prostá iteračńı metoda je
konvergentńı právě tehdy, když ρ(U) < 1.

I Postačuj́ıćı podḿınka: Je-li ‖U‖ < 1, pak prostá iteračńı
metoda je konvergentńı. Nav́ıc plat́ı

‖X(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖
1− ‖U‖

‖X(k) − X(k−1)‖,

‖X(k) − x∗‖ ≤ ‖U‖k

1− ‖bbU‖
‖X(1) − X(0)‖,



Prostá iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 1. Určete všechna p ∈ R, pro která konverguje prostá iteračńı metoda pro soustavu tvaru X = UX + V , kde

V = (−1, 2, 0.5)T ,

U =

 −0.8 p2 0
1 0.8 0
1 −1 p

 ,
Pro p = 0.2, X (0) = V určete X (1) touto metodou.

Př. 2. Je dána soustava rovnic ~x = R~x +~s, kde ~s = (1.7,−1.8, 0.5)T

R =

 0.1 t + 1 −0.3
0.4 −0.3 0.1
0.6 0.1 t + 0.5


Určete všechna t ∈ R, pro něž je splněna postačuj́ıćı podḿınka konvergence prosté iteračńı metody pro danou

soustavu. Pro t = −0.5 určete ~x(2) touto metodou p̌ri volbě ~x(0) = ~0. Vypočtěte ‖~x(2) −~x(1)‖m . Odhadněte

chybu.



Jacobiho iteračńı metoda
Pro A = L + D + P. Dostáváme

Dx(k+1) = −(L + P)x(k) + b,

a Jacobiho iteračńı metoda

x(k+1) = −D−1(L + P)︸ ︷︷ ︸
UJ

x(k) + D−1b︸ ︷︷ ︸
VJ

.

Plat́ı

I Je-li matice A ODD, pak Jacobiho iteračńı metoda je
konvergentńı.

I Jacobiho iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UJ) < 1.

I Vlastńı č́ısla matice UJ jsou kǒreny rovnice

det(L + λD + P) = 0



Jacobiho iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 3. Je dána soustava Ax = b, kde

A =

 1 p 0
−1 2 −1
0 p 4

 , b =

 1
0
4



a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD? Zdůvodněte!

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je Jacobiho iteračńı metoda pro danou soustavu
konvergentńı.

c) Volte p = −1 a X (0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte Jacobiho iteračńı metodou X (1).

Př. 4. Je dána soustava Ax = b, kde

A =

 1 p 0
−1 2 −1
0 p 4

 , b =

 1
0
4



a) Pro jaké hodnoty parametru p ∈ R je matice A ODD? Zdůvodněte!

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je Jacobiho iteračńı metoda pro danou soustavu
konvergentńı.

c) Volte p = −1 a X (0) = (1,−2, 1)T . Spočtěte Jacobiho iteračńı metodou X (1).



Složkový zápis klasických iteračńıch metod

I Jacobiho iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j


I Gauss-Seidelova iteračńı metoda

xi
(k+1) =

1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j





Gauss-Seidelova iteračńı metoda
Pro Ax = b zaṕı̌seme A = L + D + P. Dostáváme

(D + L)x(k+1) = −Px(k) + b,

a tedy iteračńı metodu

x(k+1) = −(D + L)−1P︸ ︷︷ ︸
UGS

x(k) + (D + L)−1b︸ ︷︷ ︸
VGS

.

Plat́ı

I Je-li matice A ODD, pak je GS iteračńı metoda konvergentńı.

I Je-li matice A SPD, pak je GS iteračńı metoda konvergentńı.

I GS iteračńı metoda je konvergentńı právě tehdy, když
ρ(UGS) < 1.

I Vlastńı č́ısla matice UGS jsou kǒreny rovnice

det(λL + λD + P) = 0



Jacobiho iteračńı metoda: Př́ıklad.

Př. 5. Dána soustava lineárńıch rovnic AX = B, kde

A =

 2 0 5
2

0 4 1
p 1 5

 , B =

 1
p
−2

 ,
a) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro které je splněna některá z postačuj́ıćıch podḿınek konvergence
Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro něž je splněna nutná a postačuj́ıćı podḿınka Gauss-Seidelovy
iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.

Př. 6. Dána soustava  5 1 p
1 2 0
2 0 1

 · X =

 2
p
−2

 ,
a) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro něž je splněna některá z postačuj́ıćıch podḿınek (pro matici A,
ne UG ) Gauss-Seidelovy iteračńı metody.

b) Určete všechny hodnoty parametru p ∈ R, pro něž je splněna nutná a postačuj́ıćı podḿınka Gauss-Seidelovy
iteračńı metody.

c) Volte p = 0 a spočtěte X (1) pokud X (0) = B.



Gradientńı metoda

I Předpoklady: Matice A symetrická a pozitivně definitńı.
F (x) = 1

2xTAx− xTb.

I Ekvivalence:

( Ax∗ = b ) ⇔ (F (x∗) ≤ F (x) pro libovolné x) .

I Gradientńı metoda:

x(k+1) = x(k) − αp

I Volba směru (nejvěťśı spád):

p = − grad F (x(k)) = b− Ax(k).

I Volba optimálńıho kroku ve směru p

α = argmin
α

F
(
x(k) + αp

)
=

pT (b− Ax)

pTAp



Přednáška č. 3

I Soustavy nelineárńıch rovnic. Problémy existence a
jednoznačnosti řešeńı.

I Iteračńı metody řešeńı soustav nelineárńıch rovnic –
Newtonova metoda.

I Princip interpolace.

I Interpolace algebraickým mnohočlenem, jeho existence a
jednoznačnost.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic

Systém n-rovnic o n-neznámých

f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

I funkce fi (x) jsou obecně nelineárńı

I speciálńı volba → soustava lineárńıch rovnic

I neńı zaručena existence řešeńı

I neńı zaručena jednoznačnost řešeńı

I viz jedna rovnice pro a = 1 nebo a = −1

x2 + a = 0



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic

Systém 2-rovnic o 2-neznámých

f (x , y) = 0

g(x , y) = 0

I pro zjednodušeńı jen tyto rovnice



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Problémy existence a jednoznačnosti řešeńı

Př. 7. Je dána soustava rovnic

x2

4
+ y 2 = 1 y = 2 cos(πx)

Graficky znázorněte p̌ribližný počet a polohu kǒrenů této soustavy
nelineárńıch rovnic.

Př. 8. Je dána soustava rovnic

1

2x
− y = 0 x2 + 4y 2 = 4

Určete graficky p̌ribližnou polohu všech kǒrenů soustavy.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Newtonova metoda pro p̌ŕıpad 1d

V bodě xk užijeme Taylor̊uv polynom

0 = f (x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + R2(x)

Zanedbáńım dostaneme vzorec pro x ≈ xk+1

xk+1 = xk −
(

f ′(xk)
)−1

f (xk).

Obecný vzorec pro soustavu F (x) = 0? Co je F ′(x) ?



Newtonova metoda - odvozeńı
Odvozeńı pro 2 nelineárńı rovnice o 2 neznámých

Označme k−té p̌ribĺıžeńı jako A = [x (k), y (k)]

0 = f (x∗, y∗) = f (A) + fx(A) (x∗ − x (k)) + fy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

0 = g(x∗, y∗) = g(A) + gx(A) (x∗ − x (k)) + gy (A) (y∗ − y (k)) + . . .

Zanedbáme-li daľśı členy Taylorova rozvoje

fx(A)∆x+ fy (A)∆y + f (A) = 0,

gx(A)∆x+ gy (A)∆y + g(A) = 0,

dostáváme soustavu lineárńıch rovnic pro

∆x = x (k+1) − x (k), ∆y = y (k+1)− y (k).



Newtonova iteračńı metoda

1. Zvoĺıme počátečńı p̌ribĺıžeńı [x0, y 0].

2. Postupně pro k = 0, 1, . . .

a) Sestav́ıme soustavu rovnic v bodě A = [x (k), y (k)],

fx(A)∆x + fy (A)∆y + f (A) = 0

gx(A)∆x + gy (A)∆y + g(A) = 0

b) Najdeme řešeńı této soustavy ∆x , ∆y

c) Spočteme nové p̌ribĺıžeńı(
x (k+1)

y (k+1)

)
=

(
x (k)

y (k)

)
+

(
∆x

∆y

)
Neńı zaručena konvergence k řešeńı.
Metoda může selhat (viz b))

Konvergence záviśı na počátečńım p̌ribĺıžeńı.



Soustavy nelineárńıch algebraických rovnic
Problémy existence a jednoznačnosti řešeńı

Př. 9. Je dána soustava rovnic

x2

4
+ y 2 = 1 y = 2 cos(πx)

a) Graficky znázorněte p̌ribližný počet a polohu kǒrenů této soustavy
nelineárńıch rovnic.

b) Volte ~x (0) = (−0.5;−1)T a vypočtěte ~x (1) Newtonovou metodou

c) Určete ‖~x (1) − ~x (0)‖`

Př. 10. Je dána soustava rovnic
1

2x
− y = 0 x2 + 4y 2 = 4

a) Graficky znázorněte p̌ribližný počet a polohu kǒrenů této soustavy
nelineárńıch rovnic.

b) Volte ~x (0) = (1; 0)T a vypočtěte ~x (1) Newtonovou metodou

c) Určete ‖~x (1) − ~x (0)‖m



Interpolace funkce

I Interpolace funkce: Pro funkci f (x) danou tabulkou hodnot
(xi , yi ) hledáme takovou funkci z nějaké množiny funkćı, která
v bodech xi nabývá hodnot yi .

I Hledáme p(x) takovou, že pro libovolné i plat́ı

p(xi ) = yi

I Interpolace polynomem p(x) je polynom.

I Existence, jednoznačnost, stupeň polynomu ?



Interpolace funkce polynomem

Př. 11. Vysvětlete princip interpolace tabulky hodnot (xi , yi ) pro i = 0, . . . , n polynomem. Je dána tabulka
hodnot

xi 0 1 2
yi 2 2 4

Určete interpolačńı polynom p∗ pro danou tabulku hodnot.

Užit́ım interpolačńıho polynomu určete p̌ribližnou hodnotu funkce v bodě 0.5.

Př. 12 Vysvětlete princip interpolace tabulky hodnot (xi , yi ) pro i = 0, . . . , n polynomem. Uved’te podḿınku,
která zaručuje existenci takového polynomu.

Je dána tabulka hodnot

xi -1 0 1 2
yi 1 -2 1 4

Určete interpolačńı polynom p∗ pro danou tabulku hodnot.

Užit́ım interpolačńıho polynomu určete p̌ribližnou hodnotu funkce v bodě x = −0.5.



Přednáška č. 4

I Princip interpolace pomoćı kubických spline-funkćı.

I Výhody tohoto typu interpolace.

I Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u – princip,
aproximace algebraickým mnohočlenem.

I Odvozeńı soustavy normálńıch rovnic.



Interpolace polynomem
Interpolace hladké funkce

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

I Interpolace hladké funkce, plat́ı odhad (C ≈ |max f (n+1)(x)|)

|f (x)− pn(x)| ≤ Chn



Chyba interpolace
Chyba interpolace hladké funkce

-0.0015

-0.001
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Nevýhody interpolace
1. Interpolace je citlivá na p̌resné hodnoty funkce.

-3

-2

-1

0

1

2

0 0.5 1 1.5 2

Interpolace kvadratického polynomu(!) s náhodnou 5 procentńı
odchylkou.



Nevýhody interpolace

2. Interpolace je výhodná pro interpolaci jen hladké funkce.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

-1 -0.5 0 0.5 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-1 -0.5 0 0.5 1

Interpolace f (x) = |x | polynomem.



Nevýhody interpolace

I Interpolace je citlivá na p̌resné hodnoty funkce.

I Interpolace je výhodná pro interpolaci jen hladké funkce.

I Chyba nemá lokálńı charakter.

I Interpolace polynomem nezachovává monotonii,
konvexitu, konkávitu funkce.

I Jiný druh interpolace: po částech polynomiálńı funkce.



Interpolace spline funkcemi
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Interpolace f (x) = |x | splinem.



Interpolace spline funkcemi
I Tabulka xi , yi , i = 0, . . . , n.

x0 < x1 < · · · < xn.

I Na každém intervalu je spline s(x) kubická funkce, tj.

s(x) = a0(x−xi )
3+b0(x−xi )

2+c0(x−xi )+d0, pro x ∈ 〈xi , xi+1〉.
I Celkem neznámých: 4 n.
I Podḿınek interpolace: n + 1.

s(xi ) = yi

I Podḿınek spojitosti: n − 1.

s(xi −) = s(xi +)

I Podḿınek spojitosti s ′ a s ′′ : 2(n − 1).

s ′(xi −) = s ′(xi +), s ′′(xi −) = s ′′(xi +)

I Celkem: 4n − 2. Přidáme nap̌r. podḿınku pro p̌rirozený
spline.

s ′′(x0) = s ′′(xn) = 0.



Interpolace spline funkcemi
I Tabulka xi , yi , i = 0, . . . , n.

x0 < x1 < · · · < xn.

I Na každém intervalu je spline s(x) kubická funkce, tj.

s(x) = a0(x−xi )
3+b0(x−xi )

2+c0(x−xi )+d0, pro x ∈ 〈xi , xi+1〉.
I Celkem neznámých: 4 n.
I Podḿınek interpolace: n + 1.

s(xi ) = yi

I Podḿınek spojitosti: n − 1.

s(xi −) = s(xi +)

I Podḿınek spojitosti s ′ a s ′′ : 2(n − 1).

s ′(xi −) = s ′(xi +), s ′′(xi −) = s ′′(xi +)

I Celkem: 4n − 2. Přidáme nap̌r. podḿınku pro p̌rirozený
spline.

s ′′(x0) = s ′′(xn) = 0.



Interpolace spline funkcemi
I Tabulka xi , yi , i = 0, . . . , n.

x0 < x1 < · · · < xn.

I Na každém intervalu je spline s(x) kubická funkce, tj.

s(x) = a0(x−xi )
3+b0(x−xi )

2+c0(x−xi )+d0, pro x ∈ 〈xi , xi+1〉.
I Celkem neznámých: 4 n.
I Podḿınek interpolace: n + 1.

s(xi ) = yi

I Podḿınek spojitosti: n − 1.

s(xi −) = s(xi +)

I Podḿınek spojitosti s ′ a s ′′ : 2(n − 1).

s ′(xi −) = s ′(xi +), s ′′(xi −) = s ′′(xi +)

I Celkem: 4n − 2. Přidáme nap̌r. podḿınku pro p̌rirozený
spline.

s ′′(x0) = s ′′(xn) = 0.



Interpolace spline funkcemi
I Tabulka xi , yi , i = 0, . . . , n.

x0 < x1 < · · · < xn.

I Na každém intervalu je spline s(x) kubická funkce, tj.

s(x) = a0(x−xi )
3+b0(x−xi )

2+c0(x−xi )+d0, pro x ∈ 〈xi , xi+1〉.
I Celkem neznámých: 4 n.
I Podḿınek interpolace: n + 1.

s(xi ) = yi

I Podḿınek spojitosti: n − 1.

s(xi −) = s(xi +)

I Podḿınek spojitosti s ′ a s ′′ : 2(n − 1).

s ′(xi −) = s ′(xi +), s ′′(xi −) = s ′′(xi +)

I Celkem: 4n − 2. Přidáme nap̌r. podḿınku pro p̌rirozený
spline.

s ′′(x0) = s ′′(xn) = 0.



Interpolace spline funkcemi
Praktická konstrukce spline funkce

I Z tabulky hodnot xi , yi , i = 0, . . . , n sestav́ıme soustavu
rovnic pro mi = s ′′(xi ),

hi−1mi−1+2(hi−1+hi )mi+himi+1 =
6

hi
(yi+1−yi )−

6

hi−1
(yi−yi−1)

I Na každém intervalu 〈xi , xi+1〉 známe 4 hodnoty:

s(xi ) = yi , s(xi+1) = yi+1, s
′′(xi ) = mi , s

′′(xi+1) = mi+1.

I Kubická funkce na každém intervalu je tedy určena
jednoznačně.



Interpolace spline funkcemi
Vlastnosti spline funkce.

I po částech kubická funkce

I spline interpolant minimalizuje energii

I spline zachovává monotonii

I chyba interpolace má lokálńı charakter

I Nevýhoda: nutné řešit soustavu rovnic, ale ta je 3diagonálńı.



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u
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I Úloha: Chceme naj́ıt závislost v namě̌rených datech -
obsahuj́ı nep̌resnosti,

I Princip aproximace: Hledáme takovou funkci v dané(m)
množině(prostoru), která minimalizuje odchylku.

I Prostor funkćı: Zde polynomy stupně nejvýše n, ale obecně ...



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u
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I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I Volba funkce: Nap̌r. polynom stupně n

δ2(p(x)) =
∑
i

(a0 + a1xi + · · ·+ anxn
i − yi )

2

I Volba funkce: Nap̌r. polynom stupně n = 2

δ2(p(x)) =
∑
i

(
a0 + a1xi + a2x2

i − yi
)2



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

I Princip: Minimalizace kvadratické odchyklky

δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I dána tabulka dat [xi , yi ], minimalizujeme kvadratickou
odchylku

G (a0, a1) := δ2(p(x)) =
∑
i

(p(xi )− yi )
2

I odvozeńı normálńıch rovnic ∂G/∂ak = 0 pro k = 0, 1.

I soustava normálńıch rovnic

a0(
∑
i

1) + a1(
∑
i

xi ) =
∑
i

yi ,

a0(
∑
i

xi ) + a1(
∑
i

x2
i ) =

∑
i

xiyi ,



Aproximace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

13.a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u p̌ri aproximaci tabulky
hodnot (xi , yi ) pro i = 1, . . . , n polynomem nejvýše 1. stupně.

b) Odvod’te obecně soustavu normálńıch rovnic pro p̌ŕıpad (a).

c) Určete polynom p∗1 nejvýše 1. stupně, který ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot:

xi -1 -1 0 1 1 2
yi 0.5 -0.4 0.7 0.5 0.5 -0.4

14.a) Vysvětlete princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u p̌ri aproximaci tabulky
hodnot (xi , yi ) pro i = 1, . . . , n polynomem nejvýše 2. stupně.

b) Odvod’te obecně soustavu normálńıch rovnic pro p̌ŕıpad (a).

c) Určete polynom p∗1 nejvýše 2. stupně, který ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje danou tabulku hodnot.
Určete odpov́ıdaj́ıćı kvadratickou odchylku.

xi -2 -1 -1 0 0 1 1 2
yi 9.9 4 4.1 0.1 0.2 -2 -2.5 -1.8



Přednáška č. 5

I Numerické řešeńı Cauchyovy úlohy pro rovnici 1.̌rádu a pro
soustavu v normálńım tvaru.

I Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu jako speciálńı p̌ŕıpad.

I Eulerova metoda 1. řádu



Obyčejná diferenciálńı rovnice, Cauchyova úloha

I Obyčejná diferenciálńı rovnice 1. řádu: Hledáme funkci
y = y(x) takovou, že

y ′ = f (x , y)

I Cauchyova úloha pro ODR 1. řádu

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Podḿınky pro existenci a jednoznačnost řešeńı:
f , fy spojité v oblasti G ⊂ R2.

x

y

y=y(x)



Cauchyova úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu
Př́ıklad

15. Je dána Cauchyova úloha

y ′(y − 4) = x + 3
√

1− y , y(3) = 2,

Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny podḿınky existence a
jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy

16. Je dána Cauchyova úloha

y ′ = ln(x2 + y 2 − 4), y(−2) = 2

Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny podḿınky existence a
jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy



Cauchyova úloha soustavu rovnic v normálńım tvaru

I Vektorový zápis

~y ′ = ~f (x , ~y), ~y(x0) = ~y 0.

I kde

~y =

 y1
...

yn

 , ~f (x , ~y) =

 f1(x , ~y)
...

fn(x , ~y)

 ,

I Podḿınky pro existenci a jednoznačnost řešeńı:
fi ,

∂fi
∂yj

spojité v oblasti G ⊂ R× Rn.



Cauchyova úloha pro soustavu v normálńım tvaru
Př́ıklad

17. Je dána Cauchyova úloha

y ′ =

(
y1 + y2

− ln x
y2
− 2
√

x + 4

)
, y(−2) =

(
1
−3

)
,

Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny podḿınky existence a
jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy

18. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

(
2x − y2 + ln (x − 1) + 1

x
√

4− y1 − 1

)
, ~y(2) =

(
0
−1

)
.

Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny podḿınky existence a
jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy



Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu jako speciálńı
p̌ŕıpad

I C. Ú. pro rovnici n-tého řádu

y (n) = G (x , y , y ′, . . . , y (n−1))

y(x0) = y0, . . . , y (n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

I Př́ıklad.

mẍ + kx = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

I Podḿınky pro existenci a jednoznačnost řešeńı:

G , ∂G
∂y , ∂G

∂y ′ , . . . spojité v oblasti G.



Převod na soustavu rovnic v normálńım tvaru

I Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu

y (n) = G (x , y , y ′, . . . , y (n−1))

y(x0) = y0, . . . , y (n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

I Převod na soustavu rovnic

Y1 = y , Y ′1 = Y 2,

Y2 = y ′, Y ′2 = Y 3,
...

...

Yn−1 = y (n−1), Y ′n−1 = G (x ,Y1,Y2, . . . ,Yn−1).



Cauchyova úloha pro rovnici n-tého řádu jako speciálńı
p̌ŕıpad, p̌revod na soustavu rovnic v normálńım tvaru
Př́ıklad

19. Je dána Cauchyova úloha

y ′′′−yy ′′+
y ′

y
ln x =

x

x2 − 1
, y(3) = −1, y ′(3) = 0, y ′′(3) = 0.

a) Zapǐste oblast, kde jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky
existence a jednoznačnosti řešeńı dané C. Ú.

b) Převed’te danou úlohu na soustavu rovnic 1. řádu.



Princip numerického řešeńı
y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Přesné řešeńı: y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i : krok h = (b − a)/n,

xi = a + ih, i = 0, . . . , n,

Y i ≈ y(xi )

I Jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Lokálńı chyba, globálńı chyba metody.



Princip numerického řešeńı

I Přesné řešeńı: y = y(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
I Přibližné řešeńı Y i v bodech xi .

I Jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Př́ır̊ustková funkce: Φ(xi ,Y
i , h)

I Lokálńı a globálńı chyba metody.

I Stabilita metody.

I Symboly O(hp) a o(hp).

I Řád konvergence metody.



Eulerova metoda
y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Cauchyova úloha

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Voĺıme Y 0 = y0. Pak pro i = 0, . . . , poč́ıtáme

Y i+1 = Y i + hf (xi ,Y
i )

I Globálńı chyba metody: O(h).



Eulerova metoda
Př́ıklad

22. Je dána Cauchyova úloha

y ′(y − 4) = x + 3
√

1− y , y(3) = 2,

a) S krokem h = 0.5 určete p̌ribližnou hodnotu y(4) pomoćı
Eulerovy metody.



Eulerova metoda
Př́ıklad

20. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

 y1tgx + y3 − 2
y1 + y2 ln (x + 1)
y1 + 2y2 − 1

x−2 y3

 ~y(1) =

 −1
1
2


a) Ově̌rte, že Cauchyova úloha má právě jedno řešeńı

b) Zapǐste interval I jej́ıho maximálńıho řešeńı

c) S krokem h = 0.2 určete p̌ribližnou hodnotu ~y(1.2) pomoćı
Eulerovy metody



Přednáška č. 6

I Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutty.

I Collatzova metoda (E1), RK4. Konvergence metod.

I Praktické užit́ı metod.



Eulerova metoda
y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Cauchyova úloha y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Taylor̊uv rozvoj

y(x0 + h) = y(x0) + y ′(x0)h + O(h2)

I Eulerova metoda

Y k+1 = Y k + hf (xk ,Y
k)

I Metoda je pouze 1. řádu p̌resnosti.



Eulerova metoda

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Eulerova metoda - srovnáńı s p̌resným řešeńım

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Eulerova metoda - chyby v závislosti na kroku h

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80, 2π/160.



Metody vyš̌śıho řádu
y

x

x x x x x
0 1 2 3 4

y=y(x)

3
[x  , Y ]

3

[x  , y(x )]
3 3

I Cauchyova úloha y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

I Metody Taylorova rozvoje

y(x0 + h) = y(x0) + y ′(x0)h +
1

2
y ′′(x0)h2 + O(h3)

I Zderivováńım dostaneme

y ′′(x) =
d

dx
(f (x , y(x))) = fx(x , y(x)) + fy (x , y(x))y ′(x)

I Źıskaná metoda je druhého řádu p̌resnosti, ale ...



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutta

I Obecná jednokroková metoda:

Y i+1 = Y i + hΦ(xi ,Y
i , h)

I Metody RK: Speciálńı volba p̌ŕır̊ustkové funkce Φ(xi ,Y
i , h)

Φ(xi ,Y
i , h) =

n∑
i=1

ωiki

I kde

ki = f (xi + αih,Y
i +

i−1∑
j=1

βijki )

I Volba koeficient̊u: co nejvyš̌śıho řád konvergence.



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutta: Př́ıpad n
= 2.

I Metody RK2

Y i+1 = Y i + h(ω1k1 + ω2k2)

I

k1 = f (xi ,Y
i )

k2 = f (xi + α2h,Y i + β21k1)

I Volba 4 koeficient̊u: ω1, ω2, α2, β21.

I Volbou lze dosáhnout 2. řád p̌resnosti.



Princip jednokrokových metod typu Runge-Kutty.

Collatzova metoda:

Y i+1 = Y i + hk2

k2 = f (xi + h/2,Y i + h/2k1),

k1 = f (xi ,Y
i ),

Řád metody: O(h2).



Collatzova metoda - srovnáńı s p̌resným řešeńım

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80.



Collatzova metoda - chyby v závislosti na kroku h

I Konvergence k řešeńı pro h = 2π/20, 2π/40, , 2π/80.



Metoda Runge-Kutty 4. řádu.

Runge-Kutta 4. řádu:

Y i+1 = Y i + h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = f (xi ,Y
i ),

k2 = f (xi + h/2,Y i + h/2k1),

k3 = f (xi + h/2,Y i + h/2k2),

k4 = f (xi + h,Y i + hk3),

Řád metody: O(h2).



Řád konvergence metod typu Runge-Kutty.

I

Y i+1 = Y i + h

(
n∑

i=1

ωiki

)
,

I kde

ki = f (xi + αih,Y
i +

i−1∑
j=1

βijki )

I Řád konvergence:

n p

1 1
2 2
3 3
4 4
5 4
6 5



Př́ıklady - Cauchyova úloha.

21. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

(
2x − y 2

2 + y1 + 1√
4− y1 − 2x

)
~y(0) =

(
0
1

)
a) Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny postačuj́ıćıpodḿınky existence a

jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy.

b) Užit́ım Collatzovy metody (1.modifikace Eulerovy metody) s krokem
h = 1 určete p̌ribližně hodnotu řešeńı v bodě x = 2.

c) Necht’ yi označuje hodnotu numerického řešeńı v bodě xi źıskaného Collatzovou metodou a y∗i hodnotu

p̌resného řešeńı. Zapǐste pomoćı těchto hodnot globálńı chybu εi . Zapǐste jaká je závislost εi na kroku h a

určete jakého řádu je Collatzova metoda. Odhadněte, jak se změńı globálńı chyba v bodě x p̌ri změně

kroku z h na h/4 u Collatzovy metody.

22. Je dána Cauchyova úloha

y ′′′− yy ′′+
y ′

y
ln x =

x

x2 − 1
, y(3) = −1, y ′(3) = 0, y ′′(3) = 0.

Určete s krokem h = 0, 4 pomoćı Collatzovy metody p̌ribližnou
hodnotu řešeńı y ′′(3.4).



Přednáška č. 7

I Problematika řešeńı okrajových úloh pro obyčejnou lineárńı
diferenciálńı rovnici 2. řádu, porovnáńı s Cauchyovou úlohou.

I Existence a jednoznačnost řešeńı. Samoadjungovaný tvar
rovnic

I Metoda śıt́ı.



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Formulace okrajové úlohy

I Lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

I Okrajové podḿınky (Sturmovy okrajové podḿınky):

α1y ′(a)− α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3.

I Speciálńı volba

I Neumannovy okrajové podḿınky

y ′(a) = α, y ′(b) = β.

I Dirichletovy okrajové podḿınky

y(a) = α, y(b) = β.

I Newtonovy okrajové podḿınky

y(a) = α, y ′(b) = β.



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Formulace okrajové úlohy

I Lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

I Okrajové podḿınky (Sturmovy okrajové podḿınky):

α1y ′(a)− α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3.

I Speciálńı volba
I Neumannovy okrajové podḿınky

y ′(a) = α, y ′(b) = β.

I Dirichletovy okrajové podḿınky

y(a) = α, y(b) = β.

I Newtonovy okrajové podḿınky

y(a) = α, y ′(b) = β.



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Existence řešeńı

I Uvažujeme úlohu

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

α1y ′(a)− α2y(a) = α3, β1y ′(b) + β2y(b) = β3.

I Kdy existuje funkce y(x) - řešeńı této úlohy?

I Pokud existuje - je dáno jednoznačně?

I Problém existence a jednoznačnosti řešeńı je
pro okrajovou úlohu mnohem komplikovaněǰśı než pro
úlohu Cauchyovu (počátečńı)!

I Spojitost koeficient̊u (ani vyš̌śıch řádů) neńı postačuj́ıćı
podḿınkou!



Srovnáńı s Cauchyovou úlohou
Pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

Formulace jednoduché okrajové úlohy:

y ′′(x) = f (x), y(a) = A, y(b) = B.

Formulace Cauchyovy úlohy:

y ′′(x) = f (x), y(a) = A, y ′(a) = K .

Př.
y ′′(x) = sin x , y(0) = 2, y ′(0) = −1.



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Existence a jednoznačnost řešeńı pro jednoduchou úlohu

Formulace jednoduché okrajové úlohy:

y ′′(x) = f (x), y(a) = A, y(b) = B.

Je-li f (x) spojitá funkce na 〈a, b〉, pak existuje právě jedno řešeńı.
Př.

y ′′(x) = sin x , y(0) = 2, y(π) = −2.

Toto ale neplat́ı vždy ...



Okrajová úloha pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu
Existence a jednoznačnost řešeńı pro jednoduchou úlohu

Formulace jednoduché okrajové úlohy:

y ′′(x) = f (x), y(a) = A, y(b) = B.

Je-li f (x) spojitá funkce na 〈a, b〉, pak existuje právě jedno řešeńı.
Př.

y ′′(x) = sin x , y(0) = 2, y(π) = −2.

Toto ale neplat́ı vždy ...



Okrajová úloha: Existence a jednoznačnost řešeńı
Př́ıklady úloh, které nemaj́ı jednoznačná řešeńı

I Okrajová úloha, která nemá řešeńı

y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 1.

I Okrajová úloha s nejednoznačným řešeńım

y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

I Okrajová úloha s právě jedńım řešeńım

−y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.



Okrajová úloha: Existence a jednoznačnost řešeńı
Př́ıklady úloh, které nemaj́ı jednoznačná řešeńı

I Okrajová úloha, která nemá řešeńı

y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 1.

I Okrajová úloha s nejednoznačným řešeńım

y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.

I Okrajová úloha s právě jedńım řešeńım

−y ′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0.



Okrajová úloha: Existence a jednoznačnost řešeńı
Samoadjungovaný tvar úlohy

V technických úlohách má diferenciálńı rovnice často tvar

−(py ′)′ + qy = f ,

I Konstanty p, q jsou materiálové konstanty, věťsinou kladné
nebo nezáporné.

I Obecně pro neizotropńı materiál lze uvažovat p, q jako
nezáporné funkce

p = p(x), q = q(x).

Samoadjungovaný tvar rovnice:

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x),



Samoadjungovaný tvar úlohy.

Samoadjungovaný tvar rovnice:

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x),

Dirichletovy ukrajové podḿınky

y(a) = A, y(b) = B.



Existence a jednoznačnost řešeńı pro úlohy v
samoadjungovaném tvaru

−(p(x)y ′)′ + q(x)y = f (x),

Dirichletovy ukrajové podḿınky

y(a) = A, y(b) = B.

Necht’ plat́ı

(i) p(x), p′(x), q(x), f (x) - spojité funkce na 〈a, b〉
(ii) p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉

Pak existuje právě jedno řešeńı.



Převod na samoadjungovaný tvar

Zápis úlohy v samoadjungovaném tvaru (rozderivujeme závorku)

−p(x)y ′′ − p′(x)y ′ + q(x)y = f (x),

a v normálńım tvaru

y ′′ + f1(x)y ′ + f2(x)y = g(x), pro x ∈ (a, b),

po p̌renásobeńı dostaneme

−p(x)y ′′ − p(x)f1(x)y ′ − p(x)f2(x)y = −p(x)g(x).

Srovnáńım koeficient̊u:

−p′ = pf1(x), q(x) = −p(x)f2(x), f (x) = −p(x)g(x).



Převod na samoadjungovaný tvar. Př́ıklady.
23. Formulujte Dirichletovu úlohu pro obyčejnou lineárńı diferenciálńı rovnici 2.̌rádu v samoadjungovaném tvaru

a) Uved’te podḿınky pro jednoznačnou řešitelnost úlohy (a)

b) Zdůvodněte, zda jsou postačuj́ıćı podḿınky splněny pro úlohu

−(xy′)′ +
3− x

x
y = − ln(2 + x) y(1) = 0, y(2) = −4

24. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
2

x
y′ + (c − x)y + x2 = 0 y(2) = −1, y(4) = 3

a) Danou rovnici p̌reved’te na samoadjungovaný tvar

b) Určete všechny hodnoty parametru c ∈ R, pro něž jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné
řešitelnosti Dirichletovy úlohy

25. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
4

x2 − 4
y = 1 y(3) = 0, y(5) = −1

a) Ově̌rte, že úloha má právě jedno řešeńı

b) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic, která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s krokem h = 0.5

26. Je dána rovnice

y′′ +
2

x
y′ −

x

2 + x
y =

1

x − 3

a) Určete intervaly maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy pro danou rovnici

b) Ově̌rte, že jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné řešitelnosti Dirichletovy úlohy pro danou rovnici
s okrajovými podḿınkami y(−5) = −2, y(−3) = 0



Princip numerického řešeńı

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I Interval I rozděĺıme ekvidistantně s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Budeme hledat p̌ribližné řešeńı

Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

−
(
py ′
)′ ≈???



Symbol O(hp), Talor̊uv polynom

I Ṕı̌seme g(h) = O(hp) pokud plat́ı (C ∈ R)

lim
h→0

|g(h)|
|h|p

= C > 0,

I Označme x = x0 + h, pak x − x0 = h, a plat́ı pro dostatečně
hladkou funkci f (x)

f (x0 +h) = f (x0)+ f ′(x0)h +
1

2
f ′′(x0)h2 +

1

3!
f ′′′(x0)h3 +O(h3)



Náhrada derivace diferenćı

I V bodě x0 + h

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f ′′′(x0) + O(h4)

I V bodě x0 − h

f (x0 − h) = f (x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)− h3

6
f ′′′(x0) + O(h4)

Užitečné vztahy:

f (x0 + h)− f (x0) = f ′(x0)h + O(h2),

f (x0 + h)− f (x0 − h) = f ′(x0)2h + O(h3),

f (x0 + h) + f (x0 − h)− 2f (x) = f ′′(x0)h2 + O(h4).



Náhrada samoadjungovaného tvaru

I Užijeme vztah

f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
≈ f ′(x0)

I v bodě xi s krokem h/2 pro aproximaci výrazu z ′ = (py ′)′

z ′(xi ) ≈
z(xi+ 1

2
)− z(xi− 1

2
)

h
=

pi+ 1
2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

kde xi± 1
2

= xi ± h
2 ,

I dále

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h

I t́ım dostaneme

−
(
py ′
)′ ≈ −pi− 1

2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)Y i − pi+ 1

2
Y i+1

h2



Princip numerického řešeńı

I Označme p̌resné řešeńı y = y(x) pro x ∈ I = 〈a, b〉.
I Interval I rozděĺıme ekvidistantně s krokem h

xi = a + i h, označme qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Budeme hledat p̌ribližné řešeńı

Y i ≈ y(xi )

I Rovnici −(py ′)′ + qy = f nahrad́ıme v bodech xi

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

−
(
py ′
)′ ≈ −pi−1/2Y i−1 + (pi+1/2 + pi−1/2)Y i − pi+1/2Y i+1

h2

I Řád lokálńı chyby: O(h2)



Přednáška č. 8

I Numerické řešeńı Dirichletovy úlohy.

I Princip metody śıt́ı, konvergence metody.

I Existence a jednoznačnost řešeńı vzniklé soustavy lineárńıch
rovnic.



Princip numerického řešeńı
Dirichletova úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

I Přesné řešeńı
y(x)

I Ekvidistantńı děleńı
xi = a + i h,

I Označ́ıme
qi = q(xi ), fi = f (xi ), pi = p(xi )

I Aproximace řešeńı
Y i ≈ y(xi )

I Náhrada v uzlech śıtě

qy |xi ≈ qiY
i

f |xi = fi

I Jak nahradit derivace?



Náhrada derivace pomoćı diferenćı

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),

I 2. centrálńı diference

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).

I Ale také (využijeme později)

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ O(h),



Náhrada derivace pomoćı diferenćı

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),

I 2. centrálńı diference

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).

I Ale také (využijeme později)

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ O(h),



Náhrada derivace pomoćı diferenćı

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),

I 2. centrálńı diference

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).

I Ale také (využijeme později)

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ O(h),



Náhrada derivace pomoćı diferenćı

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),

I 2. centrálńı diference

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).

I Ale také (využijeme později)

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ O(h),



Náhrada derivace pomoćı diferenćı

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),

I 2. centrálńı diference

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).

I Ale také (využijeme později)

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ O(h),



Dirichletova úloha pro ODR v samoadjungovaného tvaru

Formulace úlohy

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

I existence a jednoznačnost řešeńı - viz p̌rednáška 7

I nyńı hledáme p̌ribližné řešeńı



Náhrada samoadjungovaného tvaru
Dirichletova úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2

I Náhrady v uzlu xi

qy |xi ≈ qiY
i , f |xi = fi

I Užijeme 1. centrálńı diference s krokem h/2 pro z = py ′

z ′(xi ) ≈
z(xi+ 1

2
)− z(xi− 1

2
)

h
=

pi+ 1
2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

I dále

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h



Náhrada samoadjungovaného tvaru
Dirichletova úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

−(py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B,

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2

I 1. centrálńı diference s krokem h/2

(py ′)′|xi ≈
pi+ 1

2
y ′(xi+ 1

2
)− pi− 1

2
y ′(xi− 1

2
)

h
,

y ′(xi+ 1
2
) ≈ Y i+1 − Y i

h
, y ′(xi− 1

2
) ≈ Y i − Y i−1

h
I tedy dostaneme

(
py ′
)′ |xi ≈ pi− 1

2
Y i−1 − (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)Y i + pi+ 1

2
Y i+1

h2



Náhrada samoadjungovaného tvaru

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2

Dirichletova úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (1)

I Pro i = 1, . . . , n − 1 nahrad́ıme (??) v uzlu xi

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

I kde Y 0 = y(a) = A, Y n = y(b) = B

I Jaké chyby jsme se dopustili?



Náhrada samoadjungovaného tvaru - řád p̌resnosti

I Pro p, y dostatečně hladké plat́ı

(py ′)
′ |xi =

pi− 1
2
y(xi−1)− (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)y(xi ) + pi+ 1

2
y(xi+1)

h2
+O(h2)

I Dk. Užijeme

y(xi+1) = y(xi ) + y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
+ y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

y(xi−1) = y(xi )− y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
− y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

I a dále

pi+1/2 = pi + p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
+ p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)

pi−1/2 = pi − p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
− p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)



Náhrada samoadjungovaného tvaru - řád p̌resnosti

I Pro p, y dostatečně hladké plat́ı

(py ′)
′ |xi =

pi− 1
2
y(xi−1)− (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)y(xi ) + pi+ 1

2
y(xi+1)

h2
+O(h2)

I Dk. Užijeme

y(xi+1) = y(xi ) + y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
+ y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

y(xi−1) = y(xi )− y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
− y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

I a dále

pi+1/2 = pi + p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
+ p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)

pi−1/2 = pi − p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
− p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)



Náhrada samoadjungovaného tvaru - řád p̌resnosti

I Pro p, y dostatečně hladké plat́ı

(py ′)
′ |xi =

pi− 1
2
y(xi−1)− (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
)y(xi ) + pi+ 1

2
y(xi+1)

h2
+O(h2)

I Dk. Užijeme

y(xi+1) = y(xi ) + y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
+ y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

y(xi−1) = y(xi )− y ′(xi )h + y ′′(xi )
h2

2
− y ′′′(xi )

h3

6
+ O(h4)

I a dále

pi+1/2 = pi + p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
+ p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)

pi−1/2 = pi − p′(xi )
h

2
+ p′′(xi )

h2

8
− p′′′(xi )

h3

48
+ O(h4)



Náhrada samoadjungovaného tvaru

x xx
i i+1i−1

x
i+1/2

Dirichletova úloha pro lineárńı ODR 2. řádu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (2)

I Pro i = 1, . . . , n − 1 nahrad́ıme (??) v uzlu xi

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

I kde Y 0 = y(a) = A, Y n = y(b) = B

I Dostáváme soustavu n − 1 lineárńıch rovnic o n − 1 neznámých.



Náhrada samoadjungovaného tvaru
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (3)

soustavou rovnic pro i = 1, . . . , n − 1

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

kde Y 0 = A, Y n = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:

I Matice soustavy je symetrická, ťŕıdiagonálńı.

I Matice soustavy je diagonálně dominantńı (p > 0, q ≥ 0).

I Je-li q > 0 pak matice soustavy je ODD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı (p > 0, q ≥ 0).

I Existuje právě jedno řešeńı.

I Jak toto řešeńı souviśı s p̌resným řešeńım?



Náhrada samoadjungovaného tvaru
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (3)

soustavou rovnic pro i = 1, . . . , n − 1

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

kde Y 0 = A, Y n = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:

I Matice soustavy je symetrická, ťŕıdiagonálńı.

I Matice soustavy je diagonálně dominantńı (p > 0, q ≥ 0).

I Je-li q > 0 pak matice soustavy je ODD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı (p > 0, q ≥ 0).

I Existuje právě jedno řešeńı.

I Jak toto řešeńı souviśı s p̌resným řešeńım?



Náhrada samoadjungovaného tvaru
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproximovali jsme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (3)

soustavou rovnic pro i = 1, . . . , n − 1

−pi− 1
2
Y i−1 + (pi+ 1

2
+ pi− 1

2
+ h2qi )Y i − pi+ 1

2
Y i+1 = h2fi

kde Y 0 = A, Y n = B.

Vlastnosti soustavy rovnic:

I Matice soustavy je symetrická, ťŕıdiagonálńı.

I Matice soustavy je diagonálně dominantńı (p > 0, q ≥ 0).

I Je-li q > 0 pak matice soustavy je ODD.

I Matice soustavy je pozitivně definitńı (p > 0, q ≥ 0).

I Existuje právě jedno řešeńı.

I Jak toto řešeńı souviśı s p̌resným řešeńım?



Konvergence metody a odhad chyby
Řešeńı a numerické řešeńı, chyba

V́ıme: Přesné řešeńı Dirichletovy úlohy y(x) splňuje

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (4)

a hodnoty v uzlech śıtě ~y soustavu

A~y = F + O(h2)

Přibližné řešeńı splňuje
AY = F

Lze něco ř́ıct o chybě e = ~y − Y ?



Numerická řešeńı, konvergence

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı, konvergence

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Chyba numerického řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı, konvergence

−y ′′ =
4

π2
cos(

pi

2
x), y(−1) = y(1) = 0

Chyba numerického řešeńı(log), krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Numerická řešeńı
Konvergence záviśı na úloze

−(x2y ′)′ = 1, y(0) = y(1) = 0

Numerické řešeńı, krok h = 1
4 , h = 1

8 , h = 1
16 , h = 1

32



Stabilita, řád chyby, konvergence a jej́ı řád.
Vlastnosti soustavy rovnic

Aproxinujeme Dirichletovu úlohu

− (py ′)′ + qy = f , y(a) = A, y(b) = B, (5)

soustavou rovnic

AY = F

Nav́ıc
Ay = F + O(h2)

Lze něco ř́ıct o chybě e = ~y − Y ? Ano, pokud řešeńı a data
jsou hladké funkce:

e = O(h2)



Př́ıklady.
Metoda śıt́ı pro Dirichletovu úlohu v samoadjungovaném tvaru

27. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
2

x
y′ + (c − x)y + x2 = 0 y(2) = −1, y(4) = 3

a) Danou rovnici p̌reved’te na samoadjungovaný tvar

b) Určete všechny hodnoty parametru c ∈ R, pro něž jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné
řešitelnosti Dirichletovy úlohy

c) Napǐste prvńı dvě rovnice soustavy śıt’ových rovnic která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s
krokem h = 0.2 pro c = 1

28. Je dána Dirichletova úloha

y′′ −
4

x2 − 4
y = 1 y(3) = 0, y(5) = −1

a) Ově̌rte, že úloha má právě jedno řešeńı

b) Odvod’te soustavu śıt’ových rovnic, která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s krokem h = 0.5

29. Je dána rovnice

y′′ +
2

x
y′ −

x

2 + x
y =

1

x − 3

a) Určete intervaly maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy pro danou rovnici

b) Ově̌rte, že jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky jednoznačné řešitelnosti Dirichletovy úlohy pro danou rovnici
s okrajovými podḿınkami y(−5) = −2, y(−3) = 0

c) Napǐste prvńı dvě rovnice soustavy śıt’ových rovnic která vznikne p̌ri řešeńı dané úlohy metodou śıt́ı s
krokem h = 0.4



Přednáška č. 9

I Numerické řešeńı lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic
2.̌rádu dvou nezávisle proměnných metodou śıt́ı.

I Klasifikace rovnic.

I Formulace základńıch úloh pro rovnice matematické fyziky:
pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici, pro rovnici vedeńı tepla
a pro vlnovou rovnici.



Parciálńı diferenciálńı rovnice

I Co jsou parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR)?

I Lineárńı vs. nelineárńı rovnice.

I Řešeńı PDR.



Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic(PDR)

I Lineárńı PDR 2. řádu

a
∂2u

∂x2
+ b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y 2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ gu = f

I PDR je: eliptická, parabolická nebo hyperbolická.

I Záviśı na r = r(x , y)

r = b2 − 4ac

I PDR nazýváme
I eliptickou pro r < 0,
I parabolickou pro r = 0,
I nebo hyperbolickou pro r > 0.

I Př. Určete typ PDR

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= f ,

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= f ,

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f



Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic(PDR)
Př́ıklady PDR

I Poissonova rovnice (4 - Laplace operátor)

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= f ,

I Rovnice vedeńı tepla (p > 0)

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,



Formulace okrajové úlohy pro Poissonovu rovnici

Ω

n

I Uvažujme oblast Ω ⊂ R2 s Lipschitzovsky spojitou hranićı.
I Hledáme u(x , y) takové, že

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2︸ ︷︷ ︸
4u

= f (x , y), v Ω

I a splňuje Dirichletovu okrajovou podḿınku

u(x , y) = ϕ(x , y) pro [x , y ] ∈ ∂Ω

Pozn. Okrajové podḿınky (nap̌r. Neumannova).



Poissonova rovnice
Existence a jednoznačnost řešeńı

I Hledáme u(x , y) takové, že

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= 0, v Ω

I a splňuje Dirichletovu okrajovou podḿınku

u(x , y) = ϕ(x , y) pro [x , y ] ∈ ∂Ω

I Plat́ı: Je-li Ω konvexńı oblast s Lipschitzovsky spojitou
hranićı, a je-li ϕ spojitá a f ≡ 0, pak existuje právě jedno
řešeńı u ∈ C 2(Ω).

I a dále: Je-li Ω oblast s hladkou hranićı (C 2), a je-li ϕ ∈ C (Ω),
f ∈ C 1(Ω), pak existuje právě jedno řešeńı u ∈ C 2(Ω).



Formulace sḿı̌sené úlohy pro rovnici vedeńı tepla

xx=bx=a

t=T

t

I Hledáme u = u(x , t), [x , t] ∈ Ω = (a, b)× (0,T ), takovou

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı a okrajové podḿınky

u(x , 0) = u0(x), u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t).



Existence řešeńı sḿı̌sené úlohy pro rovnici vedeńı tepla

I Úloha:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınka

u(x , 0) = u0(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.

I Kdy existuje řešeńı? Jednoznačnost řešeńı?

I Nutné p.:Podḿınky souhlasu.



Formulace sḿı̌sené úlohy pro vlnovou rovnici

xx=bx=a

t=T

t

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınky a okrajové podḿınky

u(x , 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x , 0) = ψ(x), u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t).



Formulace sḿı̌sené úlohy pro vlnovou rovnici

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınky

u(x , 0) = ϕ(x), x ∈ 〈a, b〉,

∂u

∂t
(x , 0) = ψ(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.

I Kdy existuje řešeńı? Jednoznačnost řešeńı?

I Nutné p.:Podḿınky souhlasu.



Př́ıklady.
30. Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu pro úlohu

∂u

∂t
= 0.3

∂2u

∂x2
+ x + 2t v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 1); t > 0}

u(x, 0) = x2
pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = arctg(t), u(1, t) =
1

2t + 1
pro t ≥ 0

31. Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu pro úlohu

∂u

∂t
= 2.5

∂2u

∂x2
v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 2); t > 0}

a podḿınky.

u(x, 0) = x(2− x) pro x ∈ 〈0; 2〉
u(0, t) = 30t pro t ≥ 0

u(2, t) = 0 pro t ≥ 0

Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu.

32. Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu (pro polohu a rychlost) pro úlohu

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x sin t

u(x, 0) = x2
,

∂u

∂t
(x, 0) = 1− x2

pro x ∈ 〈−1; 1〉

u(−1, t) = 1 , u(1, t) = cos t pro t ∈ 〈0;∞)



Princip metody śıt́ı
PDR - jak nahradit parciálńı derivace?

I Poissonova rovnice (4 - Laplace operátor)

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= f ,

I Rovnice vedeńı tepla (p > 0)

∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

Jak nahradit prvńı nebo druhou parciálńı derivaci?



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I Hledáme aproximaci funkce u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2.



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I Hledáme aproximaci funkce u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2.

I zvoĺıme krok h1, označ́ıme xi = x0 + ih1, śıt’ové čáry x = xi



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I Hledáme aproximaci funkce u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2.

I zvoĺıme krok h1, označ́ıme xi = x0 + ih1, śıt’ové čáry x = xi
I zvoĺıme krok h2, označ́ıme yj = y0 + jh2, śıt’ové čáry y = yj



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I Hledáme aproximaci funkce u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2.

I zvoĺıme krok hx = h, označ́ıme xi = x0 + ih, śıt’ové čáry x = xi
I zvoĺıme krok hy = h, označ́ıme yj = y0 + jh, śıt’ové čáry y = yj
I společné body śıt’ových čar s ∂Ω - hraničńı uzly



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I Hledáme aproximaci funkce u(x , y), [x , y ] ∈ Ω ⊂ R2.
I zvoĺıme krok h1, označ́ıme xi = x0 + ih1, śıt’ové čáry x = xi
I zvoĺıme krok h2, označ́ıme yj = y0 + jh2, śıt’ové čáry y = yj
I společné body śıt’ových čar s ∂Ω - hraničńı uzly
I pr̊useč́ıky x = xi a y = yj lež́ıćı uvniťr Ω

Pi ,j = [xi , yj ]

I Aproximujeme řešeńı u(Pi ,j) ≈ Ui ,j



Diferenčńı náhrady prvé a druhé derivace funkce

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

f (x0 − h) = f (x0)− h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)− h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I 1. centrálńı diference

f ′(x0) =
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h
+ O(h2),



Diferenčńı náhrady
Náhrady 2. derivace funkce, řád aproximace.

I Užit́ım Taylorova polynomu

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

f (x0 − h) = f (x0)− h f ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)− h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

I Sečteme obě rovnice a vyjáďŕıme f ′′(x0)

f ′′(x0) =
f (x0 + h)− 2f (x0) + f (x0 − h)

h2
+ O(h2).



Diferenčńı náhrady
Náhrady parciálńıch derivaćı

I Jak nahradit 1. nebo 2. parciálńı derivaci v Pi ,j?

I Parciálńı derivace je derivace funkce jedné proměnné (ostatńı
jsou konstanty).

I Tedy

∂2u

∂x2
(Pi ,j) =

dϕ

dx
(xi ), kde ϕ(x) = u(x , yj).



Přednáška č. 10
Okrajová úloha pro Poissonovu rovnici

I Diferenčńı náhrady prvé a druhé derivace funkce, řád
aproximace.

I Princip metody śıt́ı a jej́ı aplikace pro řešeńı okrajové úlohy
pro Poissonovu rovnici.



Formulace okrajové úlohy pro Poissonovu rovnici

Ω

n

Hledáme u(x , y) tak, že

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
= f (x , y), v Ω

u(x , y) = ϕ(x , y) pro [x , y ] ∈ ∂Ω

I Užijeme metodu śıt́ı.

I Jak nahradit parciálńı derivace ?



Diferenčńı náhrady
Náhrada 2. derivace funkce jedné proměnné

x xx
i i+1i−1

h h

I Užit́ım Taylorova polynomu

u′′(xi ) =
u(xi + h)− 2u(xi ) + u(xi − h)

h2
+ O(h2),

I užit́ım p̌ribližných hodnot

u′′(xi ) ≈
Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
.



Diferenčńı náhrady parciálńı derivace

P
i,j

h

h

I chceme nahradit

4u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2
,

I 2. centrálńı diference ve směru x, chyba O(h2)

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

I 2. centrálńı diference ve směru y, chyba O(h2)

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,



Diferenčńı náhrady 2. parciálńı derivace

P
i,j

h

h

I

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

Ui−1,j − 2Ui ,j + Ui+1,j

h2
,

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

Ui ,j−1 − 2Ui ,j + Ui ,j+1

h2
,

I Náhrada rovnice 4u = f v bodě Pi ,j

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = −h2fi ,j



Diferenčńı náhrady 2. parciálńı derivace

P
i,j

h

h

I Náhrada rovnice 4u = f v bodě Pi ,j

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = −h2fi ,j

I jen pro Pi ,j , který
”
má všechny sousedy“ (viz obr.),

I Takový uzel nazýváme regulárńı.



Princip metody śıt́ı

y

x

Ω

I označ́ıme xi = x0 + ih1, yj = y0 + jh2, hraničńı uzly

I pr̊useč́ıky x = xi a y = yj lež́ıćı uvniťr Ω

Pi ,j = [xi , yj ]

I Aproximujeme řešeńı u(Pi ,j) ≈ Ui ,j

I Označ́ıme regulárńı a neregulárńı uzly.



Náhrada rovnice v regulárńım uzlu

P
i,j

h

h

I Rovnici 4u = f nahrad́ıme v regulárńım uzlu Pi ,j rovnićı

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = −h2fi ,j



Náhrada v hraničńım uzlu

y

x

Ω

I v regulárńıch uzlech Pi ,j - nahrad́ıme rovnici

−Ui ,j−1 − Ui−1,j + 4Ui ,j − Ui ,j+1 − Ui+1,j = −h2fi ,j

I v hraničńıch uzlech Q - užijeme okrajové podḿınky

UQ = ϕ(Q)

I v neregulárńıch uzlech PN - chceme zachovat řád
aproximace!



Náhrada v neregulárńım uzlu

N QR sitova primka

u 

h hδ

I Hodnotu v neregulárńım uzlu - lineárńı interpolace

UR − UN

h
=

UN − UQ

δh

I tedy
(1 + δ)UN − δUR = UQ

I Pro hladké řešeńı je tato náhrada 2. řádu p̌resnosti, tj. chyba
O(h2)



Odvozeńı: Náhrada v neregulárńım uzlu

N QR sitova primka

u 

h hδ

I Ukažte, že pro u dostatečně hladké je náhrada

(1 + δ)UN − δUR = UQ

druhého řádu p̌resnosti.

I Dle Taylorova rozvoje v PN :

u(x + δh) = u(x) + δhu′(x) + O(h2)

u(x − h) = u(x)− hu′(x) + O(h2)



Vlastnosti soustavy rovnic. Řád aproximace

I Výsledná soustava rovnic je lineárńı a DD.

I Pozitivně definitńı.

I Symetrická ?

I Matice je tzv. ř́ıdká.

I Chyba aproximace O(h2).

I Co plat́ı pro chybu řešeńı?

e = u − U

AU = F

Au = F + O(h2)



Poissonova rovnice
Př́ıklad

33. Je dána Dirichletova úloha ∆u = 4 v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [2; 0], [0; 1.8], [1.4; 1.8] s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x2 na hranici Γ = ∂Ω

b) Načrtněte obrázek s č́ıslováńım uzl̊u pro h = 0.6

c) Sestavte śıt’ové rovnice v uzlech tak, aby metoda byla 2.̌rádu
p̌resnosti

34. a) Je dána Dirichletova úloha ∆u = x(y + 1) v oblasti Ω tvǒrené
čty̌rúhelńıkem s vrcholy [0; 0], [1.8; 0], [0; 1.5] a [1.5; 1.5]. s
okrajovou podḿınkou u(x , y) = x + y na hraniciΓ.

(a) Volte h = 0.5, nakreslete obrázek oblasti, zobrazte všechny
śıt’ové čáry, śıt’ové uzly uvniťr oblasti, regulárńı neregulárńı a
hraničńı uzly, č́ıslováńı uzl̊u.

(b) Sestavte śıt’ové rovnice, v neregulárńıch uzlech užijte lineárńı
interpolace.



Přednáška č. 11
Rovnice vedeńı tepla

I Metoda śıt́ı pro rovnici vedeńı tepla.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Rovnice vedeńı tepla

I Úloha:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınka

u(x , 0) = u0(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.



Metoda śıt́ı a aproximace řešeńı

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).

I Postup řešeńı:

{U0
i } → {U1

i } → {U2
i } → {U3

i } . . .



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , chyba O(h2 + τ)

∂2u

∂x2
(Pk

i ) ≈
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2

∂u

∂t
(Pk

i ) ≈
Uk+1
i − Uk

i

τ



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
+ f k

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Stabilita:

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.001, σ = τ

h2 = 10

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.001 0 21 24 29 36 25
0.002 0 -159 44 49 -144 25
0.003 0 3461 -1936 . . . . . . 4 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma - stabilita

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Je chyba ”malá”, je-li h a τ ”malé”?
voĺıme h = 0.01, τ = 0.00005, σ = τ

h2 = 0.5

ut = uxx , u(x, 0) = (100x)2
, u(0, t) = 0, u(0.05, t) = 25

t x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0 0 1 4 9 16 25

0.0005 0 2 5 10 17 25
0.0010 0 2.5 6 11 17.5 25
0.0015 0 3 6.75 12.25 18 25
0.0020 0 3.375 7.625 12.375 18.625 25



Rovnice vedeńı tepla
Explicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

I Schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace:
O(h2 + τ),

I Stabilita

σ =
pτ

h2
≤ 1

2
.



Rovnice vedeńı tepla
Implicitńı schéma

h

τ

i
P

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , chyba O(h2 + τ)

∂2u

∂x2
(Pk+1

i ) ≈
Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2

∂u

∂t
(Pk+1

i ) ≈
Uk+1
i − Uk

i

τ



Rovnice vedeńı tepla
Implicitńı schéma

h

τ

i
P

k+1

I Rovnice:
∂u

∂t
= p

∂2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk+1
i , chyba O(h2 + τ)

Uk+1
i − Uk

i

τ
= p

Uk+1
i−1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i+1

h2
+ f k+1

i ,

I násob́ıme τ , označ́ıme σ = pτ
h2 , dostáváme

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,



Rovnice vedeńı tepla
Srovnáńı explicitńı a implicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

h

τ

i
P

k+1

I Explicitńı schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: σ = pτ

h2 ≤ 1
2

I Implicitńı schéma:

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: Vždy.

I Lze Crank-Nicholson: Chyba aproximace: O(h2 + τ2),
stabilita vždy.



Rovnice vedeńı tepla
Srovnáńı explicitńı a implicitńı schéma

i

i

h

τ

P
k

P
k + 1

h

τ

i
P

k+1

I Explicitńı schéma:

Uk+1
i = σUk

i−1 + (1− 2σ)Uk
i + σUk

i+1 + τ f k
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: σ = pτ

h2 ≤ 1
2

I Implicitńı schéma:

−σUk+1
i−1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σUk+1
i = Uk

i + τ f k+1
i ,

I Chyba aproximace: O(h2 + τ),
I Stabilita: Vždy.
I Lze Crank-Nicholson: Chyba aproximace: O(h2 + τ2),

stabilita vždy.



Rovnice vedeńı tepla
Př́ıklad

35.a) Je dána sḿı̌sená úloha

∂u

∂t
= 0.3

∂2u

∂x2
+ x + 2t v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 1); t > 0}

u(x, 0) = x2
pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = arctg(t), u(1, t) =
1

2t + 1
pro t ≥ 0

b) Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu

c) Určete τ a minimálńı krok h tak, aby p̌ri jej́ım řešeńı stabilńı explicitńı metodou ležel bod P = [0.25; 0.1] v
prvé časové vrstvě

d) Pro hodnoty τ a h z bodu (b) určete p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě P užit́ım explicitńı metody

e) Při h = τ = 0.25 sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu užit́ım implicitńı formule

36. Je dána rovnice
∂u

∂t
= 2.5

∂2u

∂x2
v oblasti Ω = {[x ; t] : x ∈ (0; 2); t > 0}

b) Při zadaných podḿınkách

u(x, 0) = x(2− x), u(0, t) = 30t, u(2, t) = 0, pro x ∈ 〈0; 2〉, t ≥ 0,

sestavte soustavu śıt’ových rovnic pro prvńı časovou vrstvu pomoćı implicitńıho schematu. Volte h = 0.5 a
τ = 0.1

c) Rozhodněte, zda lze volit časový krok τ = 0.01, resp. τ = 1 aby pro daný krok v ose x bylo užité schema
stabilńı



Přednáška č. 12

I Metoda śıt́ı pro vlnovou rovnici.

I Explicitńı a implicitńı schéma.

I Konvergence a stabilita schémat.



Formulace sḿı̌sené úlohy pro vlnovou rovnici

I Vlnová rovnice (c > 0)

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I počátečńı podḿınky

u(x , 0) = ϕ(x), x ∈ 〈a, b〉,

∂u

∂t
(x , 0) = ψ(x), x ∈ 〈a, b〉,

I okrajové podḿınky

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t), t ≥ 0.

I Jsou splněny podḿınky souhlasu.



Explicitńı metoda

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Aproximace derivaćı

∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Śıt’: Voĺıme krok h = (b − a)/n a krok τ > 0.

xi = a + ih, tk = kτ,

I Śıt’ové uzly Pk
i a aproximace řešeńı Uk

i

Pk
i = [xi , tk ], Uk

i ≈ u(xi , tk).



Explicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Rovnice:
∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i :

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ2
= c2 Uk

i+1 − 2Uk
i + Uk

i−1

h2
+ f k

i

I Násob́ıme τ2, označ́ıme σ2 = c2τ2

h2 , explicitně vyjáďŕıme Uk+1
i



Explicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

PP P
i i+1i−1

P
i

i

P

k+1

k−1

k kk

I Náhrada v uzlu Pk
i , explicitńı schéma

Uk+1
i = σ2Uk

i+1 + 2(1− σ2)Uk
i + σ2Uk

i−1 − Uk−1
i + τ2f k

i

I Stabilita:
σ =

cτ

h
≤ 1.



Náhrada na 1. časové vrstvě
Náhrada s chybou O(τ 2)

I Náhrada s chybou O(τ):

∂u

∂t
(xi , 0) =

u(xi , τ)− u(xi , 0)

τ
+ O(τ) ≈

U1
i − U0

i

τ

I nebo-li

U1
i ≈ u(xi , τ) = u(xi , 0) + τ

∂u

∂t
(xi , 0) + O(τ2)



Vlnová rovnice, explicitńı schéma

I Lokálńı chyba aproximace - 2. centrálńı diference (viz
Přednáška 7)

O(h2 + τ2)

I Důležitá stabilita: σ ≤ 1

I Náhrada na 1. časové vrstvě: chyba O(τ).

I. Ovlivńı chyba na 1. časové vrstvě chybu řešeńı? Pokud
ano, mohu to zlepšit?

II. Lze už́ıt implicitńıho schématu, tj. aby byla zaručena
stabilita pro libovolné σ ≥ 0?



Náhrada na 1. časové vrstvě
Náhrada s chybou O(τ 2)

I. Náhrada s chybou O(τ):

∂u

∂t
(xi , 0) ≈

U1
i − U0

i

τ

nebo-li

U1
i ≈ u(xi , τ) = u(xi , 0) + τ

∂u

∂t
(xi , 0) + O(τ2)

II. Možnost: náhrada s chybou O(τ2):

U1
i ≈ u(xi , τ) = u(xi , 0) + τ

∂u

∂t
(xi , 0) +

τ2

2

∂2u

∂t2
(xi , 0) + O(τ3)

Za výraz ∂2u
∂t2 (xi , 0) dosad́ıme p̌ŕımo vlnovou rovnici.



Implicitńı schéma
Náhrada v regulárńım uzlu

I Rovnice:
∂2u

∂2t
= c2∂

2u

∂x2
+ f ,

I Náhrada v uzlu Pk
i :

∂2u

∂2t
(Pk

i ) ≈
Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

τ 2

∂2u

∂x2
(Pk

i ) ≈ 1

2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+

1

2

Uk−1
i+1 − 2Uk−1

i + Uk−1
i−1

h2

I Dosad́ıme do rovnice, násob́ıme τ2,

I označ́ıme

σ2 =
c2τ2

h2

I vyjáďŕıme soustavu pro Uk+1
i

−
1

2
σ

2Uk+1
i−1 + (1 + σ2)Uk+1

i −
1

2
σ

2Uk+1
i+1 =

1

2
σ

2Uk−1
i−1 − (1 + σ2)Uk−1

i +
1

2
σ

2Uk−1
i+1 + 2Uk

i + τ2f ki



Vlnová rovnice
Př́ıklad

37. Je dána sḿı̌sená úloha
∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x sin t

u(x, 0) = x2
,

∂u

∂t
(x, 0) = 1− x2

pro x ∈ 〈−1; 1〉

u(−1, t) = 1 , u(1, t) = cos t pro t ∈ 〈0;∞)

Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu (pro polohu a rychlost)

b) Určete maximálńı krok τ tak, aby byla splněna podḿınka stability pro explicitńı metodu s prostorovým
krokem h = 0.2

c) Odvod’te śıt’ové rovnice pro prvńı časovou vrstvu p̌ri náhradě ∂u
∂t

(x, 0) s chybou O(τ)

d) Stanovte p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě A = [0.2; 0.2]. Užijte výsledky z bodů (b) a (c).

38.a) Je dána sḿı̌sená úloha

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ x

u(x, 0) = x(x − 1) ,
∂u

∂t
(x, 0) = (1− x)2

pro x ∈ 〈0; 1〉

u(0, t) = sin t , u(1, t) = 0 pro t ∈ 〈0;∞)

Ově̌rte splněńı podḿınek souhlasu.

b) Pro explicitńı metodu volte h = 0.2. Určete τ tak, aby byla splněna podḿınka stability a bod
A = [0.4; 0.2] byl uzlem śıtě

c) Stanovte p̌ribližnou hodnotu řešeńı v bodě A. Pro prvńı časovou vrstvu užijte náhradu s chybou O(τ).



Opakováńı

I Př́ıklady.



Ṕısemka (1., 2.)
1. Je dána tabulka hodnot

xi −2 −1 −1 0 0 0 1 1 2
yi 0.8 −0.58 −0.62 −1.2 −0.5 −1.3 0 −0.8 1.2

a) Zapǐste podḿınku, kterou má splňovat polynom nejvýše 2. stupně, který aproximuje tabulku
hodnot xi yi metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Odvod’te soustavu normálńıch rovnic pro tento p̌ŕıpad.
[8b]

b) Sestavte soustavu normálńıch rovnic pro zadanou tabulku hodnot a pro aproximaci polynomem
p∗2 (x) nejvýše 2. stupně. Proved’te LU rozklad matice soustavy a užit́ım LU rozkladu vypočtěte
p̌resné řešeńı soustavy. [10b]

c) Určete polynom p∗2 (x) nejvýše 2. stupně, který danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve

smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u. [7b]

2. Je dána Cauchyova úloha

~y ′ =

(
2x − y2

2 + y1 + 1√
4− y1 − 2x

)
~y(0) =

(
0
1

)

a) Zapǐste oblast G v ńıž jsou splněny postačuj́ıćıpodḿınky existence a jednoznačnosti řešeńı
Cauchyovy úlohy [5b]

b) Užit́ım Collatzovy metody (1.modifikace Eulerovy metody) s krokem h = 1 určete p̌ribližně
hodnotu řešeńı v bodě x = 2. [10b]

c) Necht’ yi označuje hodnotu numerického řešeńı v bodě xi źıskaného Collatzovou metodou a y∗i

hodnotu p̌resného řešeńı. Zapǐste pomoćı těchto hodnot globálńı chybu εi . Zapǐste jaká je závislost

εi na kroku h a určete jakého řádu je Collatzova metoda. Odhadněte, jak se změńı globálńı chyba

v bodě x p̌ri změně kroku z h na h/4 u Collatzovy metody. [10b]



Ṕısemka (3., 4.)

3. Je dána Dirichletova okrajová úloha

y′′ +
1

2x
y′ − 4y = −

2

x
, y(1) = 1, y(5) = 0

a) Danou rovnici p̌revedte na samoadjungovaný tvar. Zapǐste postačuj́ıćı podḿınky pro existenci a
jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy. Ově̌rte zda jsou splněny. [8b]

b) Ukažte, že výraz
y(x+h)−y(x−h)

2h
je aproximaćı y′(x) pro dostatečně hladkou funkci y(x). Užit́ım

tohoto vztahu odvod’te tvar śıt’ových rovnic pro diskretizaci úlohy v samoadjungovaném tvaru
metodou śıt́ı s krokem h. [8b]

c) Volte h = 1 a sestavte śıt’ové rovnice pro Dirichletovu úlohu v samoadjungovaném tvaru źıskanou
v a). Je pro tuto soustavu rovnic Gauss-Seidelova iteračńı metoda konvergentńı? Zdůvodněte. [9b]

4. Dána sḿı̌sená úloha
∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+

2x

t + 1
,

u(x, 0) = ax + b pro x ∈< 0, 4 >,
u(0, t) = 2 + t u(4, t) = −2 pro t ∈ 〈0, 10〉

a) Určete, pro které hodnoty a, b ∈ R jsou splněny podḿınky souhlasu a odvod’te śıt’ovou rovnici v
regulárńım uzlu (k + 1)-ńı časové vrstvy p̌ri řešeńı dané úlohy implicitńı metodou. Zapǐste
podḿınku stability pro implicitńı metodu. [10b]

b) Volte krok h a τ maximálńı tak, aby bod A = [1; 1
2

] byl uzlem śıtě implicitńı metoda byla stabilńı.

Sestavte rovnice implicitńıho schematu na prvńı časové vrstvě. [9b]
c) Pro źıskanou soustavu rovnic z b) proved’te jeden krok Jacobiho iteračńı metody, počátečńı iteraci

volte jako nulový vektor (tj. X (0) = ~0). [6b]


