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Dvojny integral
V nésledujicich tlohéch je omezend mnozina D C By zaddna nerovnicemi nebo hraniénimi kfivkami.

a) Naértnéte mnozinu D.

b) Ovéite splnéni pfedpokladi pro pouziti Fubiniovy véty (spojitost funkce na dané mnozing a jeji vyjadieni ve

tvaru elementdrnfho oboru integrace vzhledem ke vhodné zvolené ose). Vypocitejte [[ f

(z,y) dz dy.

c¢) Vilohdch 1, 3-12, 15, 17, 19 - 25 uved'te alesponi dva pi¥iklady mozného fyzikalniho vyznamu daného in-
tegralu. Uved'te presné, zda se jednd o hmotnost ( pfi jaké hustoté), staticky moment nebo moment setrvaénosti
( pti jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu nebo pfimce).
d) V tlohich 2, 5, 7, 10-12, 18 a 21-24 se pokuste predstavit si, slovné popsat a pifpadné i nacrtnout té&leso v Eg,
jehoz objem je roven hodnoté daného integralu.

l.a) D={[z,y] €Ey; 0<2<1,0<y< 2z+1}

D C Es5 je ohrani¢ena kiivkami: y = x, y = 2z, x = 2

2. a)
3. a) D C Eq je ohraniéena kiivkami: y = v/z, y = 2\/z, =1

=
6 ={[z,y] €Ee; >0,y < z+2,y > 2%}

7 ={[z,y] €Ez; 22 +y%2 <4, x>0, y >0}
8 ={lz,yl € E2; 5

@a) D C Esg je ohranic¢ena kfivkami: y=sy= 1/z,y

@a) D C E3 je ohrani¢ena kiivkami: y = z/2, y =3z, y = 2
5]

C E; je ohraniena kiivkami: y = 22, y = /7

=2

10. a) D C Eg je ohranicena kiivkami: y = 2$ y=2/z,x=2

11. a) D={[z,y] €Eg; >0,z +y < 2,z <y?}

12. a) D C Es je ohraniéena kfivkami: z =1, z = y? + 2,y = 0,y = 2

13. a) D C Ey je ohranicena kiivkami: y =z, y = 1/z, z = 3

14. a) D = {[z,y]
15. a) D = {[z,v]
(16) 2) D = {{a,y]
17. a) D = {z,y]
(8.%) D = {[z3]
19. a) D

€E; y>0,y< 2—z,2>y%}
€Ey; z+y<1l, z+1>y>0}
€y z+y<mz—y<m x>0}
€Ey; 22+ 942 <9, >0}

€Ey; 2 +32 <9, y >0}

= {lz,y] € E2; y > 2?, y <12 2%}

b) f(z,y) = 2%y

b) f(z,y) =z +y

b) f(z,y) = 2zy

b) f(z,y) = z\/y

b) f(z,y) ==z

b) f(z,y) =2z(y +1)
b) f(z,y) ==zy

b) f(z,y) = zy?

b) f(z,y) = zy®

b) f(z,y) = zy

b) f(z,y) = zy

b) f(z,y) =y/V=

b) f(z,y) = V=

b) f(z,y) = ¢

b) f(z,y) = 2% +¢°
b) f(z,y) = sin(z +y)
b) f(z,y) = y*

b) f(z,y) = V9 — 2% — 32
b) f(z,y) = |z|



20. a) D = {[z,y] € E2; 2® +4y* < 4, y > 0} b) f(z,y) =y /22 + 442
\/2’1>a) D={z,y €Ea; y* —22<1,0<z2<2,y >0} b) f(z,y) =y
22. a) D = {[z,y] € By; 3622+ 4> <9, >0, y >0} b) f(z,y) = zy
23. a) D ={[z,y] € Ep; 22 + 92 < 4z, y > 0} b) f(z,y) = zy
@ a) D ={[z,y] € Ea; 22+ 9% <4,z >0} b) f(z,y) = ia
25. a) D={[z,y] €Eg; y>lnz, x>1, y <1} b) f(z,y) =1/z
V tloze 25 pfevedte dvojny integrdl obéma zpiisoby na dvojnisobny (tj. obé pofadi integrace). Pak zvolte

jednu z moznost{ a integral vypocitejte.

Vysledky: 1. b) 16/15, c) hmotnost, kdyz o(z,y) = 2*y; moment setrvagnosti J, ( vzhledem k ose y), je-li
o(z,y) = y; staticky moment m, ( vzhledem k ose ), je-li o(z,y) = 2. Podobné v dalgich tlohsch. 2.20/3
3.1 4.40v2/9 5.3/20 6.52/3 7.b) 2, d) étvrtina ”valce” (v nezéporném oktantu), "horn{ podstavou”je
hyperbolicky paraboloid z = zy (sedlové4 plocha) 8.48/5 9.13/5 10.15/2—2In2 11.7/24
12. 46 -4 - 3v2 13.8(1++3)/5 14.13/60 15.b) 1/3, c) moment setrvaénosti Jo ( vzhledem
k pocatku), je-li o(z,y) =1; 16.w 17.37/8 18.9r 19.36 20.2 21.7/3 22.9/32 23.32/3
~24.7(1—e"%)/2 25.1/2
i‘ 26 /B%értnéte rovinny obrazec, ktery je omezen danymi kiivkami. Urete jeho plosny obsah P.
) a)ly=g, y=1%-2 [Vysl: P =9/2]
b) 2z +2y=5, zy=1 [Vysl.: P =15/8 —In4]
[
[

\

Vysl.: P =15 —2In4|
Vysl: P=1/2—1/e¢]

lOpy=x/2, zy=2, y=4
dy=z—-1, y=-1, y=Inz

ely=zx, yY¥2=2z+2 [Vysl.: P =9/2]
27. V nasledujicich tfech tlohich uréete hmotnost m rovinné desky D pii dané plosné hustoté o(x,y).
) D={lr,y) €Es; y<z+2 y>2% >0}, olay)=ay  [Vislim =6
b) D ={[z,yl € Ea; < 4, >4 y>1/z}, o(x,y) =2z [Vysl: m = 94/5]
¢) D={lz,y] €Ea; 2* +3> <1, z+y 21}, o(z,y) =y [Vysl.: m = 1/6]
28. a) Uréete hmotnost m homogenn{ rovinné desky omezené kiivkami y? =4z +4, y2 = —2z+4
( konstantni plosnd hustota p). [Vysl.: m = 8 g
b) Urcete t6zisté tohoto télesa. [Vysl.: Staticky moment M, = 8o/5, t&zisté T = [1/5,0]]
29. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose y rovinné desky
D = {[z,y] € Eg; 42® +y* <1,y > 0}, je-li plosnd hustota o(z,y) = y. Vydls J, = 1/60)

Trojny integral

V naésledujicich sedmi ilohéch

a) nacrtnéte mnozinu (téleso) D v E3. Zakreslete téz primét Dy, télesa D do roviny z = 0. (Vsechna dans. télesa
maji dolni podstavu v roviné z = 0).

b) Ovérte predpoklady pro pouzit{ Fubiniovy véty. Vypotitejte trojny integrdl [[[, f(z,y,z)dz dydz.

c¢) Uved'te alespon dva pfiklady mozného fyzikalntho vyznamu daného integralu. Uved'te, zda se jedné o hmotnost
( pii jaké hustot€), staticky moment ¢i moment setrvaénosti ( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu, piimce
nebo roving).

30. a) D: 0§x§1,0§y§1,0§z§4—m2—y2 b) f(z,y,2) = zy
’i@a)D: 2l £3 0L w4 . b) f(z,y,2) = 2% + 4>
32.a) D: 0<z2<1,0<y<z,0<2<2—z—y b) F&. 5y, z) = 2*

33.a) D: 20, y>0, z4+y <1, 0<z<axy (staci primét D,,) b) f(z,y,2) =2
@a)D: z>0,y>0, z2+y<1,0<z<4—-z—2 b) f(z,y,2) = 22

35. a) D: 0<z2<4—22—92 y>0 b) f(z,y,2) = 2%y
36.a) D: 0<2<3, 2<y<3, 0<z<uay, (stafl pramét D,,) b) f(z,y,2) = (2% +92) 2

Vijsledky: 30. ¢&tyrboky hranol, shora rotaéni paraboloid: 3/4, 31. vélec: b) 97 c¢) hmotnost, kdyz
o(z,y,z) = 2 + y*; moment setrvatnosti J, ( vzhledem k ose 2), je-li o(z,y,z) = 1. Podobné v dalsich
ulohdch. 32. trojboky hranol, shora rovina: 1/5 33. trojboky hranol, shora hyperbolicky paraboloid:
1/60 34.1/4 35.b) 512/105 c) hmotnost, kdyz o(z,y, z) = ?y; moment setrvacnosti J, ( vzhledem k
roving yz), je-li o(z,y,2) = y; staticky moment D,, ( vzhledem k roviné zz2), je-li o(z,y,z) = z2. Podobné v
dalsich tloh4ch. 36. 37/10.



Pokud je v nékteré z ndsledujicich tloh vypocet objemu, pak zvazte, zda je nutné (resp. vhodné) pocitat
trojny integral, tj. V.= [ [ [ p 1-dzdydz nebo zda staéi vyuzit geometrického vyznamu dvojného integrélu.

37. a) Natrtnste téleso D: 0<z<1,0<y<1, 0<2<4—2%2—4? a jeho priimét Dy, do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V =10/3]
¢) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y,z) = = + y. [m = 19/6]

@ a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami 22 + 4% =9, 2 =0, z = 2.
b) Vypoéitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, z) = z. [m =187, D je vélec]
¢) Vypoéitejte hmotnost, je-li hustota p(x,y, z) = /22 + y2. [m = 367]

39. a) Nacrtnéte téleso D a jeho pramét D, do roviny z = 0, je-li D ohraniGeno plochami
g2 P =1, a0, 308 g Ll
b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V =97/2, D je”vélec”, shora rota¢n{ paraboloid]

40. a) Naértnéte téleso D: 2® + y® < 4, 0 < z < 4 — . Zakreslete jeho priimét D,,, do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V =16m, D je vélec, shora odifznuty rovinou]

41. Vypotitejte objem télesa D, které je omezené plochami o rovnicich z = z2 + y2 + 4,
z=3—a%—y? 2%+ y®=1. Nadrtnéte dané téleso a jeho priimét D,, do roviny z = 0. [V = 2x]
42. a) Naértnéte t€leso D : 2? +y? < z < 9 a jeho priimét D,, do roviny z = 0 ( téleso ohraniGené rotaénim
paraboloidem a rovinou).
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, 2) = 2 + y2. [m = 2437 /2]
¢) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V = 81m/2]

43. a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami % + % =1 z2=0,2=3

b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, 2) = 2. [m = 36m7]
44. Nagrtnéte teleso D : 22 +y% + 22 <16, 22 +y? <9. Vypoditejte jeho objem. [V = 47 (64 — 7/7)/3]

45. Je ddno téleso D. Zakreslete jeho primét D,, do roviny z = 0. Vypocitejte objem tohoto télesa.
a) D je ohrani¢eno plochami 3z +2y =12, =0,y =0, 2 =0, z = z2. [V =39
b) D je ohraniéeno plochami z =92, z =1,z =0, z = . [V =4/5]
¢) D={[z,y,2] €E3; <2, y<2, 2y >1, 0<z<z?+y}. [V =45/§
Naértnéte dany kuZzel D a jeho primét D, do roviny z = 0. Uréete hmotnost tohoto télesa, jestlize
D = {[z,y,2] € E3; \/2?+ y? < z < 4}, hustota p(z,y,2) = 2. [m = 64n]
47. Nacrtnéte dany kuzel D a jeho primét D, do roviny z = 0. Uréete hmotnost tohoto télesa, jestlize
D ={[z,y,z] € Eg; 0 <z <4—+/z2+y?}, hustota p(z,y,2) = /22 + 32. [m = 1287/3]
48. Nacrtnéte téleso D a jeho primét Dy, do roviny z = 0. Uréete hmotnost tohoto té&lesa, je-li
D ={[z,y,2] € E3; 2% +y? < z < 4}, hustota p(z,y,2) = /22 + y2. [m = 1287 /15]
@Je déno téleso D = {[z,y,2] €E3; 1 <z?+y?+22 <9, 2> 0}.
a) Vypocitejte jeho hmotnost, je-li hustota p(z,y, z) = /22 + y2 + 22. [m = 407]
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, 2) = ———. [m = 8]
V2 +y? 422

50. a) Nacrtnéte téleso D = {[z,y,2] € E3;. 22 +y%2 + 22 < R?, 2 >0}, R > 0 je konstatnta.
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, 2) = 2. [m = R*/4]

{51.)Je déno homogenn{ téleso D = {[z,y, 2] € E3; /322 + 3y2 < z < 3}, hustota o = konst.
" Naértnéte téleso D a jeho primét Dyy do roviny z = 0.
Pomoci trojného integralu uréete jeho moment setrva¢nosti vzhledem k ose z. [J, = 27mp/10]

52. a) Natrtnéte téleso D a jeho prumét do roviny z = 0, je-li D ohranieno plochami
z=x24+y? z=18—z2 — 42

b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V = 817]
53. Nagrtnéte téleso D : 2z > 22 +y2, 22+ 9% + 22 < 3 a uréete jeho objem. [V = 27v/3 — 57/3]
54. Urcete hmotnost koule o poloméru a, jestlize hustota je p(x,y, z) = 22 + 3. [m = 8ma®/15)

55. Nacrtnéte téleso D : 0 < z < 36 — 422 — y? a uréete jeho objem. [V = 324~



