1. Definiéni obor, graf, izokfivky, parcidlni derivace, gradient, diferencovatelnost,
teéna rovina, diferencidl, derivace ve sméru, popis chovani funkce

V tlohdch 1 a 2, kromé formulovanych tkolil, nejprve uréete ( zapiste) definiéni obor D(f).
Déle pak pojmenujte a nacrtnéte v Es plochu, kterd je grafem dané funkce. Pro lepsi pfedstavu
o fedené tloze si do obrdzku muZete téz zakreslit dalsi vySetfované utvary — body, vektory,
pifpadné i te¢nou rovinu a normalu.

1. a)

b)

Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych v oteviené

mn. M C E,. Uréete a naértnéte v E mnozinu D, ve které je funkce z = f(z,y) =
18 — 22 — 2y? diferencovatelnd.

Vypoéitejte derivaci funkce f v bodé A = [1,—2] ve sméru, ktery je urcen vektorem

§ = AB, kde bod B = [0,0]. Popiste chovdn{ funkce f v bodé A v daném sméru (funkce

roste, resp. klesa, jak rychle (odhad)).

Napiste rovnici te¢né roviny a parametrické vyjadieni normaly ke grafu funkce f v bodé

dotyku [1,-2, 7].

Napiste rovnice izoktivek (tj. f(z,y) = k) této funkce pro k = 0,k = 3. Izokiivky

nacrtnéte.

Napiste (a zdfivodnéte), ve kterych bodech [z,y] € Ep je funkce z = f(z,y) = — /5y — 22

diferencovatelnd. Mnozinu téchto bodi nacrtnéte.

Vypoéitejte parcidlni derivace 1. f4du dané funkce v bodé A = [4,5]. PopiSte chovani dané

funkce v bodé A (funkce roste, resp. klesd, v jakém sméru a odhadnéte, jak rychle).



c¢) Urcete smér §, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesd. Vypocitejte derivaci funkce
f v bodé A v tomto sméru §.

d) Napiste diferencidl funkce f v bodé A = [4, 5]. Vypocitejte priblizné hodnotu funkce f
v bodé [4.3, 5.3].

. d) Uréete (se zdivodnénim) a nacrtnéte v Eo mnozinu, ve které je funkce z = f(z,y) =
In(zy —4) diferencovatelna.

b) Urcete gradient této funkce f v bodé A = [-2, —4]. Popite, co vypocteny vektor udava.
Uréete velikost derivace zadané funkce v bodé A ve sméru gradientu.

c¢) Urcete vektor §, v jehoz sméru je derivace dané funkce v bodé A nulova. Nulovou hodnotu

derivace ovéfte vypoctem.
d) Napiste rovnice izokfivek této funkce pro k = 0 a pro k = In4. Izokfivky nacrtnéte (tj.

kivky f(r,v) = k).
. Dalsi varianty tloh ¢. 1 az 3 s jinou funkei f a jinym bodem A.
Ulohy 4.7 az 4.11 TeSte bez izokiivek, tlohy 4.4 az 4.11 bez grafu.

41. f(z,y) = V22 — 92 — 36 A=[-71]
[42. [tz ) =4— V2T 2 A fhm
43, f(x,y):\/xfy2+2 A={3;-1]

44, f(z,y) =In(3z — y+2) A=[-1,-2]
: 9
45. flo,) = Z—2 A=[-1,2]
46. f(z,9) = In (z?) A=, 1]
1
4.7. f(z,y) = cosz + isiny—3 A=10,m/2]
4.8. f(a:,y):%fx\/@ A=[4,1]
49/ f(z,y) = (2® +y) e A=10,1]
2
Ty Y
4.10. f(z,y) 5 + arctg (x) [1,1]
4.11. f(z,y) = In(zy) — /22 + 92 - 20 A = [-2,-5]
. a) Vypoéitejte derivaci funkce f(z,y) = 2% — y? + 6zy + 2z v bodé A = [1,2] ve sméru
uréeném vektorem § = (2,—2). Je to smér maximdalniho rustu funkce f v bodé A?
Zdtvodnéte !

b) Uréete vechny body, v nichz je gradient funkce f roven nulovému vektoru.

c) Najdéte dotykovy bod a rovnici te¢né roviny 7 ke grafu funkce f rovnobézné s rovinou
o: dx+6y—2z+3=0.

. a) Vypogtitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce z = f(z,y) = y?sin(z? — ¢?).

b) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, 1, ?]. Vysledku pouzijte
pro vypocet pfiblizné hodnoty funkce f v bodé [0.9, 1.1].

c¢) Dokazte, ze dand funkce vyhovuje pro viechna [z,y] € Ey diferencidlni rovnici

2 Of of

Y 5 + zy —5?—; = 2%z,
6.1. Varianta tlohy c): Ovéfte, ze funkece u(z,t) = sin(z— ct) a funkce u(z,t) = sinwct-sinwzx
ot difereneiling somiilOabeLdg (tzv. vinova rovnice)
vyhovuj{ diferencidlni rovnici — = ¢ —— (tzv. vlnov4 rovnice).
e at? Oz

6.2. Varianta dlohy c): Ovéfte, ze funkce u(z,y) = €® siny vyhovuje diferencidlni rovnici
Pu  0u

s ue 5‘—y2 = 0 (Laplaceova rovnice).



A/y’sledk:y:

1-Graf horni”ést (tj. z > 0) elipsoidu z2 + 2y% + 2% = 18

a) D = {[z,y] € Ey : 18 — 2% — 2y® > 0}, tj. vnitiek elipsy se stfedem v pocdtku, poloosy:
a = 3v2, b= 3, v mnoziné D mé dand funkce spojité parcidlni derivace

b) gradf(A) = (=1/3,4/3), 3 = (-1,2), %(A) = 3+/5/5, dan4 funkce v bodé A v daném
sméru roste, a to se sklonem asi 50°

c)T:2=3—(z—1)/3+4(y+2)/3, po tpravé: x — 4y + 3z = 18,

norméla n: (z,y,2) =[1,-2,3] +t(1,—4,3),t€R

d) Izokiivky (vrstevnice) jsou elipsy: 2% + 2y? = 18 (hranice D(f), pro k=0),

resp. z2 4 2y*> = 9 (prok = 3).

2. Graf: "doln{”¢ést (z < 0) rota¢niho paraboloidu y = (z2 + 22) /5, osa v ose y.
a) V bodech [z,y] € Ey : 5y — 22 > 0, tj. vnitiek paraboly s vrcholem v pocétku a osou v ose ,
v téchto bodech mé dans funkce spojité parcidlni derivace.

b) g—(A) = 4/3, dand funkce v bodé A v kladném sméru osy z roste, a to se sklonem asi
%

50° —55°, g—?J;(A) = —5/6, dand funkce v bodé A v kladném sméru osy y klesa, a to se sklonem

asi 40°.

c) 7 = —gradf(A) = (—4/3,5/6), %(A) = —|lgradf(4)| = — \/8_9/6 = —1.6, tedy pokles se

sklonem téméf 60° d) df(A) = % dz — 2 dy, f(4.3,5.3) = f(A)+ 5 0.3 — 2 0.3 =—2.85,

3.a) D ={[z,y] € Eg : zy — 4 > 0}, v mnoziné D md dand funkce spojité parcidlni derivace.

D je oteviend mnozina ohrani¢end kiivkou y = 4/z, D = D;UD, (mnozina v 1. a 3. kvadrantu)
b) gradf(4) = (-1, —1/2) udévd smér maximdlniho rastu dané funkce v bodé A c) § Lgradf(A),
napt. § = (1/2,—1)

d) C1 = {[z,y] € Ez : In(zy — 4) = 0}, tj. kiivka y = 5/z, Co = {[z,y] € Ez : In(zy — 4) = In4},
tj. kiivka y = 8/z.

4.1. Graf: "horni”&ast (z > 0) dvoudilného hyperboloidu z% — 9y* — 22 = 36, vrcholy v bodech
_16,0,0],[—6,0,0].
| 4.2. Graf: ”dolnf” ¢4st rotaéni kuzelové plochy, osa v ose z, vrchol v bodé [0, 0, 4].
“4.3. Graf: 7horni”&ést (z > 0) rotacniho paraboloidu z = y? + 22 — 2, osa v ose z, vrchol
[—2,0,0].

of

5. a) jS(A) = 11v/2. Neni to smér maximélnfho rstu dané funkce v bodé A, tim je smér
(vektor) gradf(4) = (12,—-10) b) z =-1/10, y = —3/10
_c).viz [2], pf. 140: T =[1,0,3], 4z + 6y — 2 — 1 =0.

6. /a) f1(2,9) = 232 cos(a? — y?), fi(,y) = 2y sin(a® — y?) — 2 cos(a? — 1?).
b) z =2z — 2y, f(0.9,1.1)=—04.



2. Implicitni funkce

2.1. Funkce jedné proménné y = f(z) definovand implicitné rovnici F'(z,y) =0

i

10.

11,

12,

a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce F(z,y) = 2?2y — 2> — 2 /y + 1.

b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu [z, 0] = [1, 4] implicitné urcena funkce
y = f(x), kterd ma spojitou derivaci f'(z).

c) Uréete hodnotu derivace f’(1) a napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé dotyku
[, 4]

d) Rovnici teény uzijte k pfibliznému vypoctu hodnoty y = f(x) v bodé = = 0.8.

. Dalsf varianty této tlohy s jinou funkei F' a bodem [z, yo):

8.1. F(z,y) = ye + y* — 2%y — 2, [z0,y0] = [0, 1]; vypocet f'(0), rovnice tecny a rovnice
normily ke grafu funkce y = f(x) v bodé [0, 1], popis chovéni této funkce v bodé z¢ = 0, tj.
rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad).

2
8.2. F(x,y) = 23+ %— — 2%y —1, [0, 0] = [1, 2]; vypocet f'(1), rovnice teény ke grafu funkece
y = f(z) v bodé [1, 2], popis chovéni této funkce v bodé zy = 1. Pokud vite, ze f”(1) =1,
naértnéte do jednoho obrdzku teénu a tvar grafu funkce y = f(z) v okoli bodu zp = 1.
Niésledujici ¢étyfi tilohy maji spoleénou ¢ast
a) Napiste postacujici podminky pro existenci spojité funkce y = f(z) urcené implicitné
rovnici F(z,y) = 0 v okoli bodu [zo,yo] a pro spojitost jeji derivace f’(z) v okoli bodu

T = Zg.

. b) Ovéite (viechny piedpoklady), ze rovnici F(z,y) =23+ 2z%y+y*—1=0 je implicitng

urcena funkce y = f(z), jejiz graf prochdzi bodem [zo,yo] = [2, —1] a kterd ma spojitou
1. a 2. derivaci v okoli bodu zy = 2.

c) Urcete hodnoty derivaci f'(2) a f"(2).

d) Napiste Taylortiv polynom 2. stupné T(z) funkce f se stfedem v bodé z¢ = 2. Pomoci
Ty (z) pak vypocitejte piiblizné hodnotu f(z) pro z =2.2.

b) Ovéite (vSechny piedpoklady), ze rovnici F(z,y) = 23 +zy®>+2y—7 =0 je v okoli bodu
7o = 1 definovéna diferencovatelnd kladna funkce y = f(x). Uréete hodnotu yo = f(zo).

c¢) Vypoctéte hodnotu derivace f'(1) a napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé [zo, yo].

d) Zjistéte, zda je funkce f konvexni nebo konkavni v okoli bodu zo = 1. Nacrtnéte tvar
grafu funkce f v okoli bodu [z, yo].

b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) = 22 +2y? —2zy—y = 0 je implicitné uréena diferencovatelng
funkce y = f(x), jejiz graf prochdzi bodem [zo,yo] = [1,1].

c) Vysetiete, zda funkce y = f(z) méd v bodé zg = 1 lokdlni extrém. Pokud ano, urcete, zda
se jedn4 o lokdln{ maximum nebo lokalni minimum. (Zduvodnéte.)

b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) = In(z+y)+2z+y =0 je implicitné urcena funkce y = f(x),
kterd m4 spojitou derivaci-v okoli bodu zg = —1 a spliiuje podminku f(—1) = 2.

c¢) Uréete hodnotu derivace f'(—1). Napiste rovnici te¢ny a rovnici normély ke grafu funkce
f v bodé [-1,2].

d) Rovnici teény uzijte k vypoctu piiblizné hodnoty funkce f v bodé z = —0.9.

12.1. Varianta piedchézejici tlohy: F(z,y) = zye® ¥ — % =0, @mp =1, f(1) = 2, tetna ke
grafu funkce f v bodé [1,2], vypocet pfiblizné hodnoty funkce f v bodé x = 1.1, vypocet
hodnoty 2. derivace f"(1).



