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Parcialni diferencidlni rovnice

Teorie (velmi struény vybér z prednések)
SmiSena tuloha pro rovnici vedeni tepla — metoda siti

Hleddme funkei u = u(z,t), kterd vyhovuje rovnici

2
% - p% + f(z,t) na dané oblasti Q = (a,b) x (0,7)
ma predepsanou pocateéni podminku v ¢ase t = 0
u(z,0) = ¢(z) pro z € (a,b)
a spliuje okrajové podminky pro t > 0

u(aat) - a(t) ) u(ba t) = ﬁ(t)

Pocateéni a okrajové podminky musi byt navzdjem kompatibilni, tj. musi
splnovat tzv. podminky souhlasu:

¢(a) =a(0), ¢(b) =p5(0)
Metoda siti

e Zvolime krok h ve sméru x a krok 7 ve sméru ¢ a oblast 2 pokryjeme
siti, kterd m4 uzly Pi(k) = [z, tg), kde a = 20 < 21 < -+ < x5, = b,
Tit1 = T; + h, O0=ty<ti<..., thy1 =Tk + 7. Piibliznou hodnotu

)

feSeni v uzlu Pi(k oznacime jako Ui(k)7 tj. Ui(k) ~ u(xg, tr).

e Hodnoty ve vychozi ¢asové vrstvé jsou dany pocateéni podminkou, hod-
noty na levé a pravé hranici jsou dany okrajovymi podminkami.

o Explicitni schéma: V kazdém vnitinim uzlu sité Pi(k—H) vypocitame
pribliznou hodnotu Ui(kﬂ) ze znamych hodnot v predchéazejici casové
vrstveé jako:

k+1 k k k pT
UMY = (1= 20)UP +o(UF, + UE)) + 7 f(@itr), kde o = =
Pokud néktery z uzla lezi na hranici, dosadime do rovnice odpovidajici
predepsanou okrajovou (resp. po¢ateéni) podminku.

Podminka stability explicitni metody: o <0.5.

e Implicitni schéma: Hodnoty Ui(k'H) ve vnitinich uzlech (k+1)-ni casové
vrstvy vypocitame z jiz znamych hodnot U](k) v predchozi ¢asové vrstveé
feSenim soustavy linearnich rovnic

7O'Ui(fi_1) + (14 20) Ui(k—H) - JUi(f'l"l) = Ui(k) + 7 f(i, tgr1) -

Implicitni schéma je nepodminéné stabilni.
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Priklad 1

Vyfeste dlohu vedeni tepla

0 0?
a—? =0.3 871’1; +x naoblasti Q = (0,1) x (0,0.4)
s po¢dtecni podminkou  wu(x,0) = 2? pro x € (0,1)
a okrajovymi podminkami  «(0,¢) =0, u(l,{)=1prot>0.

a) Zvolte prostorovy krok h = 0.25 a asovy krok co nejvétsi, aby explicitn{
metoda byla stabilni. Ulohu feSte explicitni metodou.

b) Zvolte stejny casovy krok h = 0.25 a ¢asovy krok dvakrat veétsi nez v bodé
a), Feste ulohu implicitni metodou.

Reseni
Nejdiiv si ovérime, ze pocatecni a okrajové podminky spliuji podminky souh-
lasu: pro x = 0, t = 0 je pocatecni i okrajovd podminka rovna 0, pro x = 1,

t = 0 je pocatecni i okrajova podminka rovna 1 — pocatecni i okrajové podminky
jsou tedy v souladu.

a) Najdeme maximdlni ¢asovy krok 7 takovy, aby explicitni metoda byla
stabilni, tj. ¢ < 0.5 :

h? 0.252
o=LT<05 & 7<05-=05
h? p
Jelikoz chceme tilohu fesit v ¢asovém intervalu (0,0.4), zvolime krok tak,
aby koncovy ¢as byl jeho celym nasobkem, tj. polozime 7 = 0.1, pak bude
0.3-0.1
=———=048.
0.252

Pripravime si tabulku, kam si budeme postupné po fadcich zdola nahoru
zapisovat feSeni tak, jak ho budeme postupné pocitat po jednotlivych ¢asovych
vrstvach. Schéma tabulky:

= 0.10417

ty 04| UF] UF] UF] Ui Ul
ts 03| US| Ul US| US| UP
t, 02 Uz UF| U3 U] U7
tv 01| Uy U] U] U] U}
to 00 U] UV US| Uy UY

V prvnim sloupci tabulky jsou hodnoty ¢, ve spodnim fadku jsou xz-ové souradnice
uzli. Do #ddku pro ¢t = 0 doplnime odpovidajici hodnoty poc¢ateéni podminky
(modie), do 2. a do posledniho sloupce dopoé¢itdme hodnoty z okrajovych
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podminek (¢ervené). V rozich splyva hodnota pro poé¢ateéni i okrajovou podminku
(fialove). Uvnitf jsou hodnoty Feseni, které budeme pocitat (Cerné).

Takze na zacatku, po doplnéni pocatecni podminky u(z,0) = 2% a okra-

jovych podminek w(0,¢) = 0 a u(1,¢) = 1, bude tabulka vypadat takhle:

ty 0.4 | 0.0000 1.0000
t3 0.3 | 0.0000 1.0000
ta 0.2 || 0.0000 1.0000
t; 0.1 || 0.0000 1.0000
to 0.0 || 0.0000 | 0.0625 | 0.2500 | 0.5625 | 1.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Zo Z1 €2 Zs3 T4

Nyni postupné dopocitdme hodnoty v jednotlivych ¢asovych vrstvach, vzdycky
pritom pouzijeme hodnoty z predchoziho fadku:

Prvni vrstva (t; = 0.1):
Ul =1 -20)UY +0(UY +U) + 7 f(z1,t0) =

= (1—2-0.48) - 0.0625 + 0.48(0 + 0.25) + 0.1 - 0.25 = 0.1475
Us=(1-20)U9+a(U?+UY) + 7 f(xa,t0) =
(1—2-0.48) - 0.25 + 0.48(0.0625 + 0.5625) + 0.1 - 0.50 = 0.36
Us =(1-20) U3 +0o(U3 +UQ) + 7 fas, t0) =

=(1-2-0.48) - 0.5625 4+ 0.48(0.25 + 1) + 0.1 - 0.75 = 0.6975

Drubd vrstva (t2 = 0.2):
U =(1-20)Ul +0(Us +Us)+ 7 f(z1,t1) =
(1—2-0.48) - 0.1475 + 0.48(0 + 0.36) + 0.1 - 0.25 = 0.2037
U =(1-20)Ut+0o(Ul +Ud)+ 7 fx2,t1) =

=(1-2-0.48) - 0.36 4 0.48(0.1475 + 0.6975) + 0.1 - 0.50 = 0.47
U3 =(1-20)U3 +0(Us +U) + 7 f(as,t1) =

= (1—2-0.48) - 0.6975 + 0.48(0.36 + 1) + 0.1 - 0.75 = 0.7557

Treti a ¢tvrtou vrstvu (¢ = 0.3 a t = 0.4) spocteme analogicky.

Vyslednd tabulka s pfibliznymi hodnotami feSeni ve vnitinich uzlech:

ty 0.4 | 0.0000 | 0.2894 | 0.5846 | 0.8415 | 1.0000
t3 0.3 || 0.0000 | 0.2587 | 0.5293 | 0.8108 | 1.0000
ta 0.2 | 0.0000 | 0.2037 | 0.4700 | 0.7557 | 1.0000
t; 0.1 0.0000 | 0.1475 | 0.3600 | 0.6975 | 1.0000
to 0.0 || 0.0000 | 0.0625 | 0.2500 | 0.5625 | 1.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X0 T X2 x3 Ty
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Obr. 1: Priklad 1: Grafy feSeni v ¢asech 0 az 0.3 — postupné cernd, ¢ervena,
zelend, modra. Vodorovna osa je x, svisld u(x,t).

3:0.2
b) Pro 7 = 0.2, h = 0.25 vychéz o = 0032;)2 = 0.96. Maticové muzeme
zapsat implicitni metodu jako .
1420 -0 0 ykt U 4 UM 4+ 7 f(2y, trgn)
—0 1420 —0 U2(k+1) = Uz(k) + 7 f(z2, ths1)
0 -0 1+20 Uékﬂ) ankH) + Uék) + 7 f(x3, tke1)
Prvni ¢asova vrstva (t; = 0.2):
2.92 —0.96 0 Ul 0+ 0.0625+0.2 - 0.25 0.1125
—0.96 292 —0.96 vl | = 0.2500 + 0.2 - 0.50 | = | 0.3500
0 —0.96 2.92 e 0.96 + 0.5625 + 0.2 - 0.75 1.6725
UM =10.1731, 0.4093, 0.7074]".
Druhd ¢asové vrstva (t2 = 0.4):
2.92 —0.96 0 U 0+0.1731 +0.2 - 0.25 0.2231
—-0.96 292 -0.96 ul? | = 0.4093 4+ 0.2 - 0.50 | = | 0.5093
0 —0.96 2.92 U@ 0.96 + 0.7074 + 0.2 - 0.75 1.8174

U® =10.2459, 0.5156, 0.7919]7.

V pripadé implicitni metody dvojnasobny krok nezpusobi nestabilitu metody,
i kdyz chyba bude pravdépodobné zhruba dvojndsobna ve srovndni s volbou a).
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Priklad 2

Vyfeste dlohu vedeni tepla

0 0?
a%b =02 8—;2” +2t+a naoblasti Q = (0,1) x (0,7)
s pocatecéni podminkou  wu(x,0) =0 pro x € (0,1)

a okrajovymi podminkami  «(0,¢t) =0, wu(l,t)=3tprot>0.

Zvolte prostorovy krok h = 0.25 a ¢asovy krok 7 = 0.1. Ovéite, ze explicitni
metoda bude stabilni, a spoc¢téte pfibliznou hodnotu «(0.75,0.4).

Reseni
pt  0.2-0.1
=—=—">—=032<05
772 T 0252 =
Pro zvolenou kombinaci prostorového a ¢asového kroku bude explicitni metoda

stabilni.

Pripravime si tabulku, kam si budeme postupné po fadcich zdola nahoru
zapisovat TeSeni tak, jak ho budeme postupné pocitat po jednotlivych ¢asovych
vrstvach. Pro uréeni ptiblizné hodnoty u(0.75,0.4) ~ Uj explicitni metodou
nemusime pocitat pfiblizné feseni v celém obdélniku, sta¢i nam ”pyramida”
vyznacenda v tabulce:

ty 0.4 Us
ts 0.3 us | U3 Up
ta 0.2 Ul U2 U3 UZ

t; 0.1 Us Ui Us Us Uj
to 00| O] U] U9 U9 UY
0.00 | 0.25 | 0.50 | 0.75 | 1.00
xo X1 T2 X3 Ty

Po doplnéni pocatecéni podminky u(z,0) = 0 a okrajovych podminek u(0,t) = 0
a u(l,t) = 3t, bude tabulka vypadat takto:

ty 04

ts 0.3 0.9000
ta 0.2 0.6000
t; 0.1 || 0.0000 0.3000

to 0.0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
) T ) xs3 T4
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Nyni postupné dopoc¢itdme hodnoty v jednotlivych fadcich:

Prvni vrstva (¢; = 0.1):
Ul =(1-20)U7 +0(U§ + U3) + 7 f(z1,t0) =
(1—2-0.32) -0+ 0.32(0+0) + 0.1(2 - 0 + 0.25) = 0.025
Uy = (1 -20)Us +o(U7 +Uy) +7 f(wa, to) =
0.36 - 0+ 0.32(0 + 0) + 0.1(2- 0+ 0.5) = 0.05
Us =(1=20) U3 +0(U3 +UY) + 7 f(as,10) =
=0.36-0+0.32(0 + 0) + 0.1(2 - 0 4 0.75) = 0.075

Druhd vrstva (2 = 0.2):
Uf =(1-20)Uf +0(U +U3) + 7 fz1,t1) =

= 0.36 - 0.025 + 0.32(0 + 0.05) + 0.1(2 - 0.1 + 0.25) = 0.07
U2 =(1-20)U}+0o(Ul + U31) + 7 f(xa,t1) =

= 0.36- 0.05 + 0.32(0.025 + 0.075) + 0.1(2- 0.1 + 0.5) = 0.12
U2 =(1-20)Ut+0(Us+U})+7 fw3, 1) =

=0.36 - 0.075 + 0.32(0.05 + 0.3) + 0.1(2 - 0.1 + 0.75) = 0.234
Treti vrstva (t3 = 0.3):
Us = (1-20) U3 +0o(UF + U3) + 7 f(a2,t2) =
0.36 - 0.12 + 0.32(0.07 + 0.234) + 0.1(2 - 0.2 + 0.5) = 0.2305
U =(1-20)UF +0(U3 + UF) + 7 f(s,t2) =

=0.36 - 0.234 + 0.32(0.12 + 0.6) + 0.1(2 - 0.2 + 0.75) = 0.4296

Ctvrta vrstva (ty = 0.4):
Us = (1 =20) U +o(Us + U;) +7 f(wy, ta) =

= 0.36 - 0.4296 + 0.32(0.2305 + 0.9) + 0.1(2 - 0.3 + 0.75) = 0.6514

Vysledna tabulka s pfibliznymi hodnotami feseni:

ty 04 0.6514

ts 0.3 0.2305 | 0.4296 | 0.9000
to 0.2 0.0700 | 0.1200 | 0.2340 | 0.6000
t; 0.1 | 0.0000 | 0.0250 | 0.0500 | 0.0750 | 0.3000
to 0.0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
) T T9 xs3 T4

Piibliznd hodnota «(0.75,0.4) je 0.6514 .

© Certik



