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ODR - okrajova tuloha

Teorie (velmi struény vybér z prednések)
Okrajova tuloha 2. fadu

Budeme hledat feseni y(z) okrajové tlohy pro diferencidlni rovnici druhého
fadu v samoadjungovaném tvaru na intervalu (a, b):

—(p(@)y(x)") + q(x)y(z) = f(z) okr. podm. y(a) =yo, y(b) =yn (1)

Existence a jednoznacnost reSeni
Postacujici podminky pro existenci pravé jednoho Feseni tlohy (1) na (a,b):
e funkce p(x), p(z)’, q(z), f(x) jsou spojité v intervalu (a,b), a navic

e p(z) >0, ¢(x) > 0 na (a,b)

Numerické feSeni metodou siti

Zvolime krok sité h, polozime n = b_Ta a uvnit? intervalu (a,b) uréime n — 1

rovnomérné rozmisténych uzli: ¢ = 29 < 21 < ...x, = b, ;41 —T; = h
pro vSechna ¢ = 0,1,2,...n — 1. Oznaéime pfibliznou hodnotu y(z;) jako y;.
Hodnoty yo a y, mame dané jako okrajové podminky, ostatni hodnoty y; pro
1=1,2,...n — 1 spocitame ze soustavy linedrnich rovnic

—Pio3 Yim1+ Py P24+ i) Yi — Py s Yir = RS

kde jsme oznacili
¢ = q(x;)
fi = f(zs)

1
Pixs =p(Tix1), Tixi =z £ 5h

1
2
Pokud p(x) > 0 a ¢(x) > 0 na (a,b), je matice vysledné soustavy ostie

diagonalné dominantni — je tedy regularni a soustavu lze fesit Jacobiovou i
Gaussovou-Seidelovou iteracni metodou.
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Priklad 1 - harmonicky oscildtor (tlumené kmity)

Je ddna tiloha y” + 2y’ +y = e~ s okrajovymi podminkami y(0) = 2, y(2) = 0.
Najdéte numericky pfiblizné reseni y(0.2) v ¢ase t = 0.2.
(Ptesné tesenf je y(t) = (2 — 2t + 0.5t%) e~ ")

ResSeni

Zatneme pievedenim dané rovnice na samoadjungovany tvar (1). Toho lze
dosdhnout v nésledujicich ¢tyfech krocich:

e pouzijeme vztah pro derivaci souc¢inu funkef na prvnf ¢len rovnice (1):

—p(@)y () — p'(2)y'(z) + a(z)y(z) = f(x) (2)

e ngsobime danou rovnici funkei —p(z) (proménnou t jsme zde piejmenovali
na x):

—p(x)y"(z) = 2p(x)y'(z) — p(x)y(z) = —p(x)e™™ (3)

e porovname koeficienty u odpovidajicich derivaci y ve (2) a (3):
p'(z) =2p(x), q(z) = —p(z), f(x)=—plx)e™™

e 7 téchto vztahu ucime p, g a f:
(névod: predpoklddejme p(z) = e, pak p’'(z) = ce®® = c¢p(x) )
p(x) — eZac, q(az) — _62907 f(.l?) — _6230 et = ¥
Samoadjungovany tvar je —(e?ty/(t)) —e?'y(t) = —e! (mlzeme se piesvédéit de-
rivovanim prvntho élenu a délenfm celé rovnice —e?!, ze jsme rovnici nezménili).

Pro tuto ulohu neplati vyse uvedené postacujici podminky pro existenci
a jednoznacCnost feSeni, a proto nemame zaruceno, ze pii numerickém feSeni
dostaneme smysluplny vysledek. Presto si na této nazorné uloze numerické
feseni vyzkousime.

Abychom nagli priblizné feseni v daném bodé t = 0.2, musime spocitat
priblizné feseni na celém intervalu. Nejdiiv rozdélime interval s krokem h = 0.2
a pripravime do tabulky potfebné koeficienty, ze kterych pak budeme sestavovat
rovnice:
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L[t [ Py [ Pa | WS ]
0.1 ] 1.2214

1102 -0.0597 | -0.0489
0.3 | 1.8221

2104 -0.0890 | -0.0597
0.5 | 2.7183

3106 -0.1328 | -0.0729
0.7 | 4.0552

4108 -0.1981 | -0.0890
0.9 | 6.0496

5| 1.0 -0.2956 | -0.1087
1.1 | 9.0250

6|12 -0.4409 | -0.1328
1.3 | 13.4637

714 -0.6578 | -0.1622
1.5 | 20.0855

8| 1.6 -0.9813 | -0.1981
1.7 | 29.9641

9|18 -1.4639 | -0.2420
1.9 | 44.7012

Tabulka 1: Pfiklad 1. Koeficienty potiebné pro sestaveni soustavy rovnic.
Koeficienty pro druhou rovnici jsou vyznaceny barevneé.

Postup vypoctu koeficientu v Tabulce 1:

z rovnice vidime, ze p(t) = €%, q(t) = —e* a f(t) = —e’.
py =p(0.1) = e"? = 1.2214

P11 = p(0.3) = %6 = 1.8221

1
2

h%g; = 0.22 - ¢(0.2) = 0.04 - (—e%*) = —0.0597
h%gs = 0.2% - ¢(0.4) = 0.04 - (—¢°8) = —0.0890

h2f1 =0.22- £(0.2) = 0.04 - (—e%?) = —0.0489
h2fy =0.22- f(0.4) = 0.04 - (—e

Z piipravenych koeficientu sestavime 9 rovnic pro 9 neznamych y; az yg :
prvni rovnice (pro i =1):
—1.2214 yo + (1.2214 — 0.0597 + 1.8221) y; — 1.8221 yo = —0.0489
dosadime okrajovou hodnotu yy = 2 a pfevedeme na pravou stranu:

2.9838 y1 — 1.8221 yo = —0.0489 + 2 - 1.2214 = 2.3939
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druh4 rovnice (pro i = 2):
—1.8221 y; + (1.8221—-0.0890 + 2.7183) yo — 2.7183 y3 = —0.0597
—1.8221 y; +4.4514 yo — 2.7183 y3 = —0.0597

.. atd.

posledni rovnice (pro i = 9):

—29.9641 ys + (29.9641 — 1.4639 + 44.7012) yg — 44.7012 y19 = —0.2420
dosadime okrajovou hodnotu y190 =0 :

—29.9641 yg + 73.2014 y9 = —0.2420

Resenim soustavy je vektor
Y = (1.3259, 0.8574, 0.5373, 0.3230, 0.1836, 0.0961, 0.0442, 0.0161, 0.0033)T".

Piibliznd hodnota y(0.2) je y; = 1.3259
(pro srovnén{: presnd hodnota y(0.2) je 1.3263).
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Priklad 2

Je dana tloha

—(z%y' () +

3

x
r)=4+=x

24 my( )

s okrajovymi podminkami y(—5) = —2, y(—3) = 2.

a) Dokazte, Ze existuje prdvé jedno feSenf tlohy.

b) Zvolte krok h = 0.4 a pouzitim metody siti sestavte soustavu rovnic pro

ptiblizné hodnoty feseni v uzlech sité.

Reseni
p(z) = 2°

3
q(x) - 24x
fa) =4+a

a) Oveéiime postacujici podminky pro existenci a jednozna¢nost fesenf dlohy:
23

o funkce 22, 2z, G 4 + z jsou spojité v intervalu (-5, —3),

x

3
o 2 >0, <
2+

>0 na (—5,-3),
existuje tedy pravé jedno feseni dané tlohy.

b) Nejdiiv rozdélime interval s krokem h = 0.4 a pfipravime do tabulky potfebné
koeficienty, ze kterych pak budeme sestavovat rovnice:

L[ o [ pwy | Mo | FPF

-4.8 | 23.04

11]-46 5.9899 | -0.096
-4.4 | 19.36

21 -4.2 5.3882 | -0.032
-4.0 | 16.00

31-3.8 4.8775 | 0.032
-3.6 | 12.96

41 -34 4.4919 | 0.096
-3.2 | 10.24

Tabulka 2: P#iklad 2. Koeficienty potifebné pro sestaveni soustavy rovnic.

Vypocet koeficientu:

py =p(—4.8) = (—4.8)% = 23.04
piy =p(—4.4) = (—4.4)% = 19.36
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h2q, = 0.42 - g(—4.6) = 0.16 - CL6° — 59899

2—-4.6

h2gy = 0.42 - g(—4.2) = 0.16 - CL2° — 53882

2—4.2

h2f; =042 f(—4.6) = 0.16 - (4 — 4.6) = —0.096
h2fy =042 f(—4.2) = 0.16 - (4 — 4.2) = —0.032

Z ptipravenych koeficientu sestavime 4 rovnice pro 4 nezndmé y; az y4 :
prvni rovnice (i = 1):
—23.04 yo + (23.04 + 5.9899 + 19.36) y1 — 19.36 y2 = —0.096
dosadime okrajovou hodnotu yy = —2 a prevedeme na pravou stranu:

48.3899 y; — 19.36 y» = —0.096 + 23.04 - (—2) = —46.176

druhd rovnice (i = 2):
—19.36 y; + (19.36 + 5.3882 + 16.00) yo — 16.00 y3 = —0.032
—19.36 y; + 40.7482 yo — 16.00 y3 = —0.032

tieti rovnice (i = 3):

—16.00 o + (16.00 + 4.8775 + 12.96) y3 — 12.96 4 = 0.032
—16.00 yo + 33.8375 y3 — 12.96 y4 = 0.032

¢tvrta rovnice (i = 4):

—12.96 y3 + (12.96 + 4.4919 + 10.24) y4 — 10.24 y5 = 0.096

dosadime okrajovou hodnotu y5 = 2 a prevedeme na pravou stranu:

—12.96 y3 + 27.6919 y4 = 0.096 + 10.24 - 2 = 20.576

Vyslednd soustava rovnic zapsand maticoveé:

48.3899 —19.36 0 0 Y1 —46.176
—19.36  40.7482 —16.00 0 y2 | —0.032
0 —16.00 33.8375 —12.96 ys | 0.032
0 0 —12.96 27.6919 Y4 20.576

Resenim soustavy je vektor Y = (-1.1719, -0.5440, 0.0345, 0.7592)7
predstavujici pfiblizné hodnoty feSeni ve vnitinich uzlech sité, tj. priblizné
hodnoty y(—4.6), y(—4.2), y(—3.8) a y(—3.4) .
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