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Interpolace a aproximace

Teorie (velmi struény vybér z prednések)
Interpolace pomoci polynomu

Jsou ddny hodnoty néjaké funkce y(x) v koneéném poctu bodt; chceme je
interpolovat polynomem p(z), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce y(x)
i mimo dané body. Ozna¢me jako z;, i =0,1,2,...n, zadané hodnoty nezavisle
proménné z a jako y; predepsané hodnoty funkce y(x) v bodech z;. Zapisme
dané hodnoty do tabulky:

X o I T2 In
YIU¥% | Y1 [ Y2 |--- | Yn

Méame-li n + 1 danych bodu, existuje pravé jeden polynom
pn(7) = ap + a1z + agz? + - + a,a”

stupneé nejvyse n, ktery prochdzi vsemi zadanymi body. Jeho koeficienty ag, ay, . . .

jsou urceny n + 1 linearnimi rovnicemi

2
ap +a1xo + arg + -+ anTy = Yo
2
ap + a1 + agxy + - +apxy =
2
ap + a1x2 + a2xs + -+ apxTy = Yo (1)
2
ap + a1%n + a2xy, + - FanTy = Yn

— kazda z nich predstavuje pozadavek, aby polynom prochézel jednim z bodu
[, v:], neboli p(z;) =y;, i=1,2,...n.

Maticové lze tqgto soustavu zapsat jako A a =y, jejimz feSenim je vektor
a=[ag,a1,...a,]" , kde

1 x x§ R 1 Yo
n
L I S (2
1 T x% 1"2 Yn

Aproximace pomoci polynomu

Opét predpokldddme, ze zndme n+ 1 hodnot néjaké funkece y(z), a chceme je
aprozimovat pomoci polynomu p(z), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce
y(x) 1 mimo dané body. Nyni tedy slevime z pozadavku, aby graf polynomu
prochdzel danymi body, spokojime se s tim, ze bude lezet jen blizko nich. Zato
v8ak budeme pozadovat, aby stupen m tohoto polynomu byl hodné nizky, ¢asto
m je mensi nez 3.
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Poznamka: v pfipadé aproximace jiz neni nutné predpoklddat, ze z; jsou
navzijem ruzné hodnoty.

Metoda nejmensich étverci

V ramci této metody termin blizko vyjadiuje nalezeni minima kvadratické
odchylky & (nebo jeji druhé mocnicny §2), coz predstavuje minimalizaci souétu
druhych mocnin vzdélenost{ (ve sméru y) danych bodua od grafu aproximaéniho
polynomu, r; = p(z;) — yi:

n

62 = irf = Z (p(zs) —y:)>  —  min .
i=0

=0

Funkeci 62 = S(ag, ai, . . . a,, ) minimalizujeme vzhledem k proménnym ag, ay, . . . am,
predstavujicim koeficienty hledaného polynomu p(z). Minimum najdeme tak, ze
polozime parcialni derivace funkce S rovny nule. Protoze ma m+1 proménnych,
dostaneme m + 1 rovnic

oS ~ or; ~
0=— = 27‘1' = 27"1’
8a0 ; 8a0 ;
a8 2 or; 2
0=-—— = 2rim— =) 2rz;
8a1 ; " 8@1 ; it
oS " or; -
== = xi—r =y 222
O 8&2 ; " 8(12 ; " xl
35 - 81"1‘ “
0 da. ; naam ; TiT;

Po upravach tuto soustavu rovnic muzeme vyjadiit maticové jako A a = b, kde
a=lag,ai,... am]T je hledany vektor FeSenf,

n+1 Yo %2 ce Do x?’ﬂ Do Yi
n n n n
Srom Lol .. Ziea S
m
A= Zi:o €T; Zi:o Ty cee Zizo Z; b= Zizo LiYi
Z?:o x Z?:o I;n+1 e Z;L:o x?m Z?:o "y

Poznamka: levy horni prvek n 4+ 1 matice A predstavuje pocet danych bodu
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Priklad 1

Je dana nésledujici tabulka bod:

X

1

y

8

Najdéte interpolaéni polynom a pouzijte jej k odhadu hodnoty y v bodé x = 0.5.

ResSeni

Jsou dany 3 body, takze budeme hledat polynom 2. stupné
pa(x) = ag + a1z + asx?, ktery mé 3 nezndmé koeficienty.

Sestavime rovnice (2):

ap +ar - (1) +ag- (-1)* =
a0+a1'1+a2-12 =
a0+a1-2+a2-22 =

nebo, v maticovém tvaru

1 -1 1 aop 8
1 1 1 ap | =1 4
1 2 4 any 5
Reseni je ag = 5, a1 = —2 a as = 1, takze interpolaéni polynom je

pa(x) =5 — 2z + 2%

Hodnotu y v bodé 0.5 odhadneme jako p3(0.5) =5 —2- 0.5 + 0.5 = 4.25 .

Piiklad 2

Nésledujici tabulkou je ddno 7 bodu:

X

-1

0

0

Yy

5

6

5

Najdéte aproximacni polynomy prvniho a druhého stupné.

Reseni

Polynom prvniho stupné je piimka p;(z) = ao + a1z, jejiz koeficienty jsou
uréeny soustavou rovnic (3), kde m =1, n = 6:
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A= ntl ZZ:oxi ] b|:ZZ_oyz :|
YicoTi Yi—o®i |’ im0 Tili
Rozsifime danou tabulku o dva fadky a jeden sloupec, které pouzijeme pro
vypocet hodnot prvku matice a pravé strany:

suma
x [[-1]o]o]1]1] 2] 4 7
v I[5]6]5]7]6] 8]11 48
xy||[-5]0]0|7]6]16] 44 68
x21]loflof1]1] 4116 23

Takto ziskdme soustavu pro dvé neznamé ag a ai:

77 ap _ 48
7 23 ap | | 68 |°
Resen{ je ag = 5.6071, a; = 1.25, linedrni aproximace danych dat je

p1(z) =5.6071 4+ 1.25x .

Polynom druhého stupné je parabola pa(z) = ag + a1z + azx?, jejiz koefi-
cienty jsou urceny soustavou rovuic (3), kde m =2, n = 6:

n+1 Z?:o L leo %2 Z?:o Yi
A= | Yilom Yoox Yo |, b=| Yoz
Z?:o a? E?:o a} ZZL:O a} Z?:o T3y
Rozsifime tabulku o dalsi tii radky:
suma
X 100111 2 4 7

y 516|576 8 11 48

Xy |[|-5|0]0|7]6]| 16| 44 68

x 110011 ]1] 4 16 23

x2y 0|0|7]6]|32] 176 226

x3 [|-1]ofo1]1] 8| 64 73

x2 0|0|1]1] 16| 256 275

Ziskame sousatvu tii linedrnich rovnic pro tfi neznamé ag, a; a as:

77 23 ao 48
7T 23 73 a; | = 68
23 73 275 as 226

Resen{ je ag = 5.5856, a; = 0.8313, as = 0.1340; kvadraticky polynom
aproximujici dand data je p;(x) = 5.5856 + 0.8313 z + 0.1340 22
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