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Interpolace a aproximace

Teorie (velmi stručný výběr z přednášek)

Interpolace pomoćı polynomů

Jsou dány hodnoty nějaké funkce y(x) v konečném počtu bod̊u; chceme je
interpolovat polynomem p(x), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce y(x)
i mimo dané body. Označme jako xi, i = 0, 1, 2, . . . n, zadané hodnoty nezávisle
proměnné x a jako yi předepsané hodnoty funkce y(x) v bodech xi. Zapǐsme
dané hodnoty do tabulky:

x x0 x1 x2 . . . xn
y y0 y1 y2 . . . yn

Máme-li n+ 1 daných bod̊u, existuje právě jeden polynom
pn(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n

stupně nejvýše n, který procháźı všemi zadanými body. Jeho koeficienty a0, a1, . . . an
jsou určeny n+ 1 lineárńımi rovnicemi

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = y0

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = y1

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + · · ·+ anx

n
2 = y2 (1)

. . .

a0 + a1xn + a2x
2
n + · · ·+ anx

n
n = yn

– každá z nich představuje požadavek, aby polynom procházel jedńım z bod̊u
[xi, yi], neboli p(xi) = yi, i = 1, 2, . . . n.

Maticově lze tuto soustavu zapsat jako A a = y, jej́ımž řešeńım je vektor
a = [a0, a1, . . . an]

T
, kde

A =


1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xnn

 , y =


y0
y1
. . .
yn

 . (2)

Aproximace pomoćı polynomů

Opět předpokládáme, že známe n+1 hodnot nějaké funkce y(x), a chceme je
aproximovat pomoćı polynomu p(x), abychom mohli odhadnout hodnoty funkce
y(x) i mimo dané body. Nyńı tedy slev́ıme z požadavku, aby graf polynomu
procházel danými body, spokoj́ıme se s t́ım, že bude ležet jen bĺızko nich. Zato
však budeme požadovat, aby stupeň m tohoto polynomu byl hodně ńızký, často
m je menš́ı než 3.
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Poznámka: v př́ıpadě aproximace již neńı nutné předpokládat, že xi jsou
navzájem r̊uzné hodnoty.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

V rámci této metody termı́n bĺızko vyjadřuje nalezeńı minima kvadratické
odchylky δ (nebo jej́ı druhé mocnicny δ2), což představuje minimalizaci součtu
druhých mocnin vzdálenost́ı (ve směru y) daných bod̊u od grafu aproximačńıho
polynomu, ri = p(xi)− yi:

δ2 ≡
n∑

i=0

r2i =

n∑
i=0

(p(xi)− yi)2 → min .

Funkci δ2 ≡ S(a0, a1, . . . am) minimalizujeme vzhledem k proměnným a0, a1, . . . am
představuj́ıćım koeficienty hledaného polynomu p(x). Minimum najdeme tak, že
polož́ıme parciálńı derivace funkce S rovny nule. Protože má m+1 proměnných,
dostaneme m+ 1 rovnic

0 =
∂S

∂a0
=

n∑
i=0

2ri
∂ri
∂a0

=

n∑
i=0

2ri

0 =
∂S

∂a1
=

n∑
i=0

2ri
∂ri
∂a1

=

n∑
i=0

2rixi

0 =
∂S

∂a2
=

n∑
i=0

2ri
∂ri
∂a2

=

n∑
i=0

2rix
2
i

. . .

0 =
∂S

∂am
=

n∑
i=0

2ri
∂ri
∂am

=

n∑
i=0

2rix
m
i

Po úpravách tuto soustavu rovnic můžeme vyjádřit maticově jako A a = b, kde
a = [a0, a1, . . . am]

T
je hledaný vektor řešeńı,

A =


n+ 1

∑n
i=0 xi . . .

∑n
i=0 x

m
i∑n

i=0 xi
∑n

i=0 x
2
i . . .

∑n
i=0 x

m+1
i∑n

i=0 x
2
i

∑n
i=0 x

3
i . . .

∑n
i=0 x

m+2
i

. . . . . . . . . . . .∑n
i=0 x

m
i

∑n
i=0 x

m+1
i . . .

∑n
i=0 x

2m
i

 ,b =


∑n

i=0 yi∑n
i=0 xiyi∑n
i=0 x

2
i yi

. . .∑n
i=0 x

m
i yi


(3)

Poznámka: levý horńı prvek n+ 1 matice A představuje počet daných bod̊u
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Př́ıklad 1

Je dána následuj́ıćı tabulka bod̊u:

x -1 1 2
y 8 4 5

Najděte interpolačńı polynom a použijte jej k odhadu hodnoty y v bodě x = 0.5.

Řešeńı

Jsou dány 3 body, takže budeme hledat polynom 2. stupně
p2(x) = a0 + a1x+ a2x

2, který má 3 neznámé koeficienty.
Sestav́ıme rovnice (2):

a0 + a1 · (−1) + a2 · (−1)2 = 8

a0 + a1 · 1 + a2 · 12 = 4

a0 + a1 · 2 + a2 · 22 = 5

nebo, v maticovém tvaru 1 −1 1
1 1 1
1 2 4

 a0
a1
an

 =

 8
4
5

 .

Řešeńı je a0 = 5, a1 = −2 a a2 = 1, takže interpolačńı polynom je
p2(x) = 5− 2x+ x2.

Hodnotu y v bodě 0.5 odhadneme jako p2(0.5) = 5− 2 · 0.5 + 0.52 = 4.25 .

Př́ıklad 2

Následuj́ıćı tabulkou je dáno 7 bod̊u:

x -1 0 0 1 1 2 4
y 5 6 5 7 6 8 11

Najděte aproximačńı polynomy prvńıho a druhého stupně.

Řešeńı

Polynom prvńıho stupně je př́ımka p1(x) = a0 + a1x, jej́ıž koeficienty jsou
určeny soustavou rovnic (3), kde m = 1, n = 6:

3 c© Certik



Interpolace a aproximace ver. 8.4.2014

A =

[
n+ 1

∑n
i=0 xi∑n

i=0 xi
∑n

i=0 x
2
i

]
, b =

[ ∑n
i=0 yi∑n
i=0 xiyi

]
Rozš́ı̌ŕıme danou tabulku o dva řádky a jeden sloupec, které použijeme pro

výpočet hodnot prvk̊u matice a pravé strany:

suma
x -1 0 0 1 1 2 4 7
y 5 6 5 7 6 8 11 48

xy -5 0 0 7 6 16 44 68
x2 1 0 0 1 1 4 16 23

Takto źıskáme soustavu pro dvě neznámé a0 a a1:[
7 7
7 23

] [
a0
a1

]
=

[
48
68

]
.

Řešeńı je a0 = 5.6071, a1 = 1.25, lineárńı aproximace daných dat je
p1(x) = 5.6071 + 1.25x .

Polynom druhého stupně je parabola p2(x) = a0 + a1x + a2x
2, jej́ıž koefi-

cienty jsou určeny soustavou rovnic (3), kde m = 2, n = 6:

A =

 n+ 1
∑n

i=0 xi
∑n

i=0 x
2
i∑n

i=0 xi
∑n

i=0 x
2
i

∑n
i=0 x

3
i∑n

i=0 x
2
i

∑n
i=0 x

3
i

∑n
i=0 x

4
i

 , b =

 ∑n
i=0 yi∑n

i=0 xiyi∑n
i=0 x

2
i yi


Rozš́ı̌ŕıme tabulku o daľśı tři řádky:

suma
x -1 0 0 1 1 2 4 7
y 5 6 5 7 6 8 11 48

xy -5 0 0 7 6 16 44 68
x2 1 0 0 1 1 4 16 23
x2y 5 0 0 7 6 32 176 226
x3 -1 0 0 1 1 8 64 73
x4 1 0 0 1 1 16 256 275

Źıskáme sousatvu tř́ı lineárńıch rovnic pro tři neznámé a0, a1 a a2: 7 7 23
7 23 73

23 73 275

 a0
a1
a2

 =

 48
68

226

 .
Řešeńı je a0 = 5.5856, a1 = 0.8313, a2 = 0.1340; kvadratický polynom
aproximuj́ıćı daná data je p1(x) = 5.5856 + 0.8313x+ 0.1340x2 .
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